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AVERTISSEMENT 

DE  LA  DEUXIÈME  PARTIE. 

(6^  ÉDITION.) 


Nous  avons  déjà  indiqué  dans  notre  Préface  les  amé- 
liorations apportées  à  \^ première  Partie  de  ce  Traité;  il 
nous  reste  à  mentionner  rapidement  celles  qui  re- 
gardent la  seconde  Partie, 

La  relation  entre  THomologie  et  la  Perspective  a  été 
mieux  mise  en  évidence.  Nous  avons  présenté  sous  une 
nouvelle  forme  la  démonstration  du  théorème  d'Euler 
relatif  aux  polyèdres,  en  ajoutant  quelques  complé- 
ments utiles  à  la  théorie  des  polyèdres  étoiles.  Nous 
avons  étendu  au  problème  de  la  sphère  tangente  à 
quatre  sphères  données  la  solution  plus  complète  et 
plus  précise  que  nous  avons  développée  dans  la  pre- 
mière Partie  pour  la  construction  du  cercle  tangent  à  trois 
cercles  donnés.  Signalons  encore  une  formule  simple 
et  pratique  pour  le  jaugeage  des  tonneaux. 

L'Appendice  si  important  du  huitième  Livre  a  été 
revu  avec  le  plus  grand  soin  et  a  reçu  plusieurs  addi- 
tions,   parmi    lesquelles    nous    citerons    le    théorème 


M  AVERTISSEMENT. 

Je  Joachimsthal  sur  les  normales  aux  coniques,  l'exten- 
sion remarquable  donnée  par  M.  Aubert  au  théorème 
(le  Pascal,  et  divers  tracés  intéressants  concernant  la 
parabole  et  Thyperbole  équilatëre. 

Enfin,  aux  deux  Notes  essentielles  qui  terminaient 
l'Édition  précédente,  nous  en  avons  ajouté  une  troi- 
sième consacrée  à  la  Géométrie  récente  du  tétraèdre. 
Cette  Note  est  le  complément  naturel  de  celle  qui,  dans 
la  première  Partie,  traite  de  la  Géométrie  récente  du 
triangle.  Nous  la  devons  également  à  Tobligeance  de 
M.  J.  Neuberg,  qui  a  trouvé  une  grande  partie  des  théo- 
rèmes qui  y  sont  exposés,  et  que  nous  sommes  heureux 
de  remercier  de  nouveau. 
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ERRATA. 


Page  io3,  Remplacer  la  dernière  phrase  de  l'avant-dernier  alinéa  par 
celle-ci  : 

«  On  déterminera  de  la  même  manière  une  droite  passant  par  A,,  et  la 
symétrique  de  cette  droite  par  rapport  à  a^  passera  par  A  qui  se  trouvera 
ainsi  à  l'intersection  de  deux  droites  connues.  » 

Page  263,  ligne  8,  en  remontant,  au  lieu  de  rapport  anharmonique  [abcc), 
lisez  rapport  anharmonique  {abcc'). 


f^  ^ t^ 
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LIVRE  V, 

LE  PLAN. 


§  L  -  PREMIÈRES  NOTIONS  SUR  LE  PLAN. 

DÉFINITIONS. 

487.  Un  plan  est  une  surface  telle  qu'une  ligne  droite  y  est 
contenue  tout  entière  dès  qu'elle  y  a  deux  points  (5).  Cette 
surface  est  illimitée  ;  toutefois,  pour  la  représenter,  on  est 
obligé  de  lui  assigner  des  limites;  on  représente  un  plan  par 
une  figure  tracée  dans  ce  plan,  le  plus  souvent  par  un  parallé- 
logramme. 

488.  Il  résulte  de  la  définition  du  plan  qu'une  droite  et  un 
plan  ne  peuvent  offrir  que  trois  positions  relatives  : 

i**  La  droite  a  deux  points  communs  avec  le  plan,  et  alors 
elle  y  est  contenue  tout  entière. 

2"  La  droite  n'a  qu'un  point  commun  avec  le  plan;  on  dit 
alors  que  la  droite  et  le  plan  se  coupent, 

3*»  La  droite  n'a  aucun  point  commun  avec  le  plan;  on  dit 
alors  que  la  droite  et  le  plan  sont  parallèles. 


— r 


Quand  une  droite  CC  et  un  plan  P  se  coupent  (^g.  275), 

R.  et  DE  C.  —  Tr,  de  Géom,  (1I«  Partie).  I 
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leur  point  commun  D  divise  la  droite  CC  en  deux  parties  DC 
et  DC,  situées  de  part  et  d'autre  du  plan;  cela  résulte  de  ce 
que  la  droite  elle  plan  sont  indéfinis. 

THÉORÈME. 

489.  1°  Deux  plans  P  et  Q,  qui  ont  un  point  commun  k, 
ont  une  droite  commune  passant  parce  point. 

2°  Deux  plans  P  et  Q,  qui  ont  en  commun  une  droite  AB 
et  un  point  C  extérieur  à  cette  droite,  coïncident  dans  toute 
leur  étendue. 

En  effet: 

i*"  Par  le  point  A  commun  aux  deux  plans  P  et  Q  [fig.  276), 
menons  dans  le  plan  Q  deux  droites  quelconques  LAL',  NAN'. 
Si  l'une  de  ces  droites  a,  avec  le  plan  P,  un  point  commun 
autre  que  A,  elle  appartient  tout  entière  à  ce  plan;  elle  est 
donc  commune  aux  deux  plans  P  et  Q,  et  le  théorème  est  dé- 
montré. 

¥ly.  276.  Fig.  277. 


Supposons  donc  que  les  droites  LAL',  NAN'  coupent  Tune 
et  l'autre  le  plan  P,  et  prenons  un  point  quelconque  E  sur  la 
partie  de  la  droite  LAL'  qui  est  au-dessus  du  plan  P,  et  un 
point  quelconque  F  sur  la  partie  de  la  droite  NAN',  qui  est 
au-dessous  du  plan  P.  La  droite  EF,  passant  d'un  côté  à  l'autre 
du  plan  P,  coupe  ce  plan  en  un  point  I;  par  suite,  la  droite  Al 
est  commune  aux  deux  plans  P  et  Q,  puisqu'elle  a  deux  points 
A  et  I  dans  chacun  d'eux. 

2°  Par  le  point  C  et  par  deux  points  E  et  F,  pris  à  volonté 
sur  AB  {/ig.  277),  menons  les  droites  indéfinies  CE  et  CF; 
ces  deux  droites  appartiendront,  comme  la  droite  AB,  aux 
deux  plans  P  et  Q,  puisque  chacune  d'elles  a  deux  points  dans 
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chacun  de  ces  plans.  Cela  posé,  soit  M  un  point  quelconque 
du  plan  P;  menons  par  M,  dans  ce  plan,  une  droite  quel- 
conque MX;  celte  droite  rencontrera  au  moins  deux  des 
droites  AB,  CE,  CF;  les  deux  points  de  rencontre  I  et  K  ap- 
partiendront au  plan  Q;  par  suite,  il  en  sera  de  même  de  la 
droite  MX  tout  entière  et,  en  particulier,  du  point  M,  Ainsi 
tout  point  M  de  Tun  des  plans  appartient  à  l'autre,  ce  qui 
prouve  que  ces  deux  plans  coïncident. 

Corollaires. 

490.  L'intersection  de  deux  plans  est  une  ligne  droite. 

Car,  dès  que  deux  plans  ont  un  point  commun,  ils  ont  une 
droite  commune  passant  par  ce  point  (489,  i^)  ;  et  ils  ne  peu- 
vent avoir  aucun  point  commun  extérieur  à  celte  droite,  sans 
coïncider  (489,  2°). 

491.  Il  résulte  des  propositions  précédentes  que  deux  plans 
distincts  ne  peuvent  offrir  que  deux  positions  relatives  : 

1°  Ils  ont  en  commun  une  droite  unique;  on  dit  alors  qu'ils 
se  coupent. 

2«  Ils  n'ont  aucun  point  commun;  on  dit  alors  qu'ils  sont 
parallèles. 

THÉORÈME. 

492.  Un  plan  est  déterminé  : 

1°  Par  une  droite  AB  et  un  point  C  extérieur  à  cette  ligne; 
2°  Par  trois  points  A,  B,  C,  non  en  ligne  droite; 
3°  Par  deux  droites  AB  et  AC  qui  se  coupent; 
4**  Par  deux  droites  parallèles. 
En  effet  (/g-.  278)  : 

Fig.  278. 
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I*»  Que  Ton  mène  un  plan  ADEB  par  AB,  et  qu'on  le  lasse 
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tourner  autour  de  cette  droite,  comme  une  porte  sur  ses  gonds, 
jusqu'à  ce  qu'il  contienne  le  pointC  ;  on  aura  alors  un  plan  AFGB 
passant  par  la  droite  AB  et  par  le  point  C.  11  ne  saurait  d'ail- 
leurs en  exister  d'autres,  puisque  deux  plans  remplissant  ces 
conditions  coïncident  (489,  2°). 

2"  On  ramène  le  deuxième  cas  au  premier  en  remarquant 
que  tout  plan  passant  par  la  droite  AB  et  le  point  C  contient 
les  trois  points  A,  B,  C,  et  réciproquement. 

3*^  On  ramène  le  troisième  cas  au  premier  en  remarquant 
que  tout  plan  passant  par  AB  et  par  un  point  quelconque  de  AC 
contient  les  deux  droites  AB,  AC,  et  réciproquement. 

4°  Deux  parallèles  sont  toujours,  par  détinition  (56),  situées 
dans  un  même  plan;  et  ce  plan  est  le  seul  qui  les  contienne, 
puisqu'on  ne  peut  mener  qu'un  plan  parla  première  parallèle 
et  par  un  point  de  la  seconde. 

COBOLLAIRES. 

493.  Par  un  point  A,  on  ne  peut  mener  dans  l'espace  qu'une 
parallèle  à  une  droite  donnée  DE.  Car  {/ig.  278),  si  AB  est  une 
parallèle  à  DE  menée  par  A,  AB  sera  située  dans  le  plan  ADE 
(492,  4°).  et  Ton  sait  que,  dans  un  plan,  on  ne  peut  mener  par 
un  point  qu'une  parallèle  à  une  droite  (59). 

494.  Nous  avons  indiqué  les  positions  relatives  d'une  droite 
et  d'un  plan,  ainsi  que  celles  de  deux  plans.  Il  nous  reste, 
pour  terminer  ces  préliminaires,  à  étudier  les  positions  rela- 
tives de  deux  droites. 

Deux  droites  AB  et  CD  étant  données  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace,  le  plan  P,  mené  par  AB  et  par  un  point 
quelconque  D  de  CD,  peut  couper  cette  droite  CD  ou  la  con- 
tenir tout  entière. 

Dans  le  premier  cas  {fg.  276),  il  n'existe  aucun  plan  qui 
contienne  à  la  fois  les  deux  droites  AB  et  CD;  car  un  tel  plan 
ayant  la  droite  AB  et  le  point  D  communs  avec  le  plan  P 
coïnciderait  avec  lui,  et,  par  suite,  le  plan  P  contiendrait  la 
droite  CD  contrairement  à  l'hypothèse.  Les  deux  droites  AB 
et  CD,  n'étant  pas  situées  dans  un  même  plan,  ne  peuvent  ni 
se  couper  ni  être  parallèles  (492,  S'»  et  4'')» 
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Deux  droites  distinctes  peuvent  donc  offrir,  dans  l'espace, 
trois  positions  relatives  : 

1°  Elles  ne  sont  pas  situées  dans  un  même  plan. 

op  Elles  sont  parallèles. 

3*^ Elles  se  coupent. 

Comme,  dans  les  deux  premiers  cas,  elles  n*ont  aucun 
point  commun,  on  voit  que,  pour  prouver  le  parallélisme  de 
deux  droites  de  Vespace,  il  ne  suffira  plus,  comme  en  Géomé- 
trie plane,  d'établir  qu'elles  ne  se  rencontrent  pas,  si  loin 
qu'on  les  prolonge  ;  il  faudra,  en  outre,  montrer  qu'elles  sont 
situées  dans  un  même  plan, 

4-95.  Voici,  à  Tappui  de  ce  principe,  deux  exemples  qui 
conduisent  à  deux  conclusions  importantes  : 

1°  Deux  droites,  l'une  située  dans  un  plan,  l'autre  parallèle 
à  ce  plan,  n'ont  évidemment  aucun  point  commun.  Cepen- 
dant, pour  qu'elles  soient  parallèles,  il  faut  encore,  et  il  suffit 
qu'elles  soient  situées  dans  un  même  plan.  On  énonce  ordi- 
nairement cette  proposition  en  disant  :  Si,  par  une  droite  AC 
parallèle  à  un  plan  P,  on  mène  un  plan  ACBD  qui  coupe  le 
planV,  l'intersection  BD  des  deux  plans  est  parallèle  à  AC 

[fis-  ^79)- 

V\^.  279. 
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2°  Deux  droites  situées  respectivement  dans  deux  plans 
parallèles  P  et  Q  n'ont  évidemment  aucun  point  commun. 
Cependant,  pour  qu'elles  soient  parallèles,  il  faut  encore,  et  // 
suffit,  qu'elles  soient  dans  un  même  plan.  On  énonce  ordinai- 
rement cette  proposition  en  disant  :  Quand  deux  plans  pa- 
rallèles P  e/  Q  sont  coupés  par  un  troisième  ACBD,  les  inter-- 
sections  AC  et  BD  sont  parallèles  (fig.  279). 
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§  IL  ~  DROITES  ET  PLANS  PARALLÈLES. 

THÉORÈME. 

k96,Si  deux  droites  AB  et  CD  sont  parallèles,  tout  plan  P 
qui  coupe  l'une  AB  coupe  l'autre  CD  {/ig,  280J. 


Fig.  280. 

1 

// 

1  « 

D    X/ 

En  efifel,  puisque  la  droite  AB  coupe  le  plan  P,  le  plan  ABCD 
des  deux  parallèles  et  le  plan  P  se  rencontrent  suivant  une 
droite  BX  qui,  coupant  AB,  coupe  sa  parallèle  CD  (60).  Par 
suite,  CD  a  un  point  commun  avec  le  plan  P,  et  elle  ne  saurait 
en  avoir  d'autre,  sans  quoi  elle  coïnciderait  avec  BX  et  ne 
serait  pas  parallèle  à  AB. 

Corollaires. 

497.  Si  deux  droites  sont  parallèles,  tout  plan  qui  contient 
la  première,  ou  qui  lui  est  parallèle,  contient  la  seconde  ou 
lui  est  parallèle  ;CdiV,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  il  couperait  celte 
seconde  droite  (488),  et,  par  suite,  il  couperait  la  première. 

498.  Si  deux  droites  A  e^  B  sont  parallèles,  toute  droite  C 
parallèle  à  la  première  A  est  parallèle  à  la  seconde  B  ou  coïn- 
cide avec  elle. 

D'abord,  si  C  ne  coïncide  pas  avec  B,  ces  deux  droites  n'ont 
aucun  point  commun,  sans  quoi,  par  ce  point,  on  pourrait 
mener  deux  parallèles  à  A.  Pour  prouver  que  les  droites  C  et  B 
sont  alors  parallèles,  il  suffit  de  montrer  qu'elles  appartiennent 
à  un  même  plan,  c'est-à-dire  que  le  plan  déterminé  par  la 
droite  C  et  un  point  de  B  contient  cette  droite  B.  Or,  si  ce 
plan  coupait  B,  il  couperait  sa  parallèle  A,  et,  coupant  A,  il 
couperait  sa  parallèle  C,  tandis  qu'il  la  contient. 

On  énonce  ordinairement  cette  proposition  d'une  manière 
plus  rapide,  mais  incomplète,  en  disant  :  Deux  droites  parai- 
lèles  à  une  troisième  sont  parallèles  entre  elles. 
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SCOLIES. 

499.  L'intersection  de  deux  plans  parallèles  à  une  même 
droite  est  parallèle  à  cette  droite;  car,  si  par  un  point  comniun 
aux  deux  plans  on  mène  la  parallèle  à  la  droite  considérée, 
cette  parallèle  doit  appartenir  à  chacun  des  deux  plans  (497). 

500.  Deux  plans  conduits  par  deux  droites  parallèles  peu- 
vent être  considérés  comme  parallèlesà  une  droite  quelconque 
parallèle  aux  deux  premières  (497);  on  a  donc  celle  pro- 
position comme  cas  particulier  de  celle  qu'on  vient  d'énoncer: 
I/interseciion  de  deux  plans  conduits  par  deux  droites  paral- 
lèles est  parallèle  à  ces  droites, 

THÉORÈME. 

501.  Si  deux  plans  P  é?/  Q  sont  parallèles  :  i°  toute  droite  I) 
qui  coupe  le  premier  P  coupe  le  second  Q  ;  2°  tout  plan  R  qui 
coupe  le  premier  P  coupe  le  second  Q. 

En  t^Qi[fig.  281): 

Fig.  28 r. 


I**  Par  un  point  quelconque  I  du  plan  Q  et  par  la  droite  D 
qui  coupe  le  plan  P  en  C,  concevons  un  plan  R;  ce  plan  ayant 
un  point  commun  avec  chacun  des  deux  premiers  coupera 
ceux-ci  suivant  deux  parallèles  CE  el  FI  (495).  Or  CI)  coupe 
CE;  elle  coupe  donc  sa  parallèle  FI  et,  par  suite,  le  plan  Q. 

qP  Menons  dans  le  plan  R,  qui  coupe  le  plan  P  suivant  CE, 
une  droite  CD  non  parallèle  à  CE.  Cette  droite  CD  coupant  le 
plan  P  coupera  le  plan  Q  (1°)  ;  donc  le  plan  R  coupe  le  plan  Q. 
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Corollaires. 

502.  Si  deux  plans  sont  parallèles  y  toute  droite  parallèle  au 
premier  ou  contenue  dans  le  premier  est  parallèle  au  second 
ou  contenue  dans  le  second;  car,  si  elle  coupait  le  second 
plan,  elle  couperait  aussi  le  premier. 

503.  Si  deux  plans  sont  parallèles,  tout  plan  qui  est  paral- 
lèle au  premier  est  parallèle  au  second  ou  coïncide  auec  le  se- 
cond ;  car,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  il  couperait  ce  second  plan 
(491),  et,  par  suite,  il  couperait  aussi  le  premier. 

504.  Par  un  point  A  extérieur  à  un  planB'  A'C ,  on  peut 
toujours  mener  un  plan  parallèle  à  ce  plan,  et  l'on  nen  peut 
mener qu* un  [fig,  282). 

En  effet,  menons  par  A  deux  droites  AB  et  AC  parallèles  au 
plan  W \'G ,  Le  plan  BAC  sera  parallèle  au  plan  B'A'C;  car, 
s'il  le  rencontrait,  leur  intersection  devrait  être  parallèle  à  la 
fois  à  AB  et  à  AC  (495);  ce  qui  est  impossible.  De  plus,  tout 
plan  autre  que  BAC  mené  par  A  coupe  le  plan  B'A'C,  puis- 
qu'il coupe  le  plan  BAC  qui  est  parallèle  à  B'A'C  (501). 

SCOLIE. 

505.  Si  y  par  un  point  A  extérieur  à  un  plan  Q,  on  mène  des 
droites  parallèles  à  ce  plan,  le  lieu  de  ces  parallèles  est  le  plan 
P  mené  par  A,  parallèlement  au  plan  Q. 

Car  toute  parallèle  au  plan  Q,  menée  par  A,  doit  être  située 
dans  le  plan  P  ou  être  parallèle  à  ce  plan  (502);  or  c'est  le 
premier  cas  qui  a  lieu,  puisque  la  droite  considérée  a  déjà  un 
point  A  commun  avec  le  plan  P. 

THÉORÈME. 

506.  Deux  angles  qui  ont  leurs  côtés  respectivement  paral- 
lèles sont  égaux  ou  supplémentaires,  et  leurs  plans  sont  paral- 
lèles [fig.  282). 

1°  Les  plans  des  deux  angles  sont  parallèles  en  vertu  du 
n°  504. 

2"  Deux  angles  BAC,  B'A'C,  dont  les  côtés  AB  el  A'B',  AC 
el  A'C,  sont  deux  à  deux  parallèles  et  de  même  sens,  sont 
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égaux.   En   effet,  par  deux  points  B  et  C  pris  à  volonté  et 
respeclivenient  sur  les  côtés  de  Tangle  A,  menons  des  paral- 
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lèles  à  AA'  jusqu'à  leur  rencontre  B'  et  C  avec  les  côtés  de 
l'angle  A';  les  droites BC,  B'C  sont  parallèles  comme  inter- 
sections des  deux  plans  parallèles  BAC,  B'A'C  avec  le  plan 
BB'C'C.  Donc  les  deux  triangles  BAC,  B'A'C  ont  leurs  trois 
côtés  égaux  chacun  à  chacun,  comme  parallèles  comprises 
entre  parallèles,  elles  angles  BAC,  WA'C  sont  égaux. 

On  prouvera  d'ailleurs,  comme  en  Géométrie  plane,  que 
deux  angles  dont  les  côtés  sont  deux  à  deux  parallèles  et  de 
sens  contraires  sont  égaux,  et  que  deux  angles  dont  deux 
côtés  sont  parallèles  et  de  même  sens,  tandis  que  les  deux 
autres  sont  parallèles  et  de  sens  contraires,  sont  supplémen- 
taires. 

SCOLIES. 

507.  Sur  une  droite  quelconque  MN  {/ig,  282),  il  y  a  deux 
sens  à  distinguer:  le  sens  de  MN  et  celui  de  NM. 

On  appelle  angle  dedeux  rfrozVe^,  dont  la  position  dans  l'es- 
pace et  le  sens  sont  donnés,  l'angle  que  l'on  forme  en  menant 
par  un  point  quelconque  de  l'espace,  à  chacune  des  deux 
droites  données,  une  droite  parallèle  et  de  même  sens.  Ainsi 
MN  et  PQ  étant  les  deux  droites  données,  par  un  point 
quelconque  A  de  Fespace,  menons  AB  parallèle  à  MN  et  de 
même  sens,  AC  parallèle  à  PQ  et  de  même  sens  ;  l'angle 
BAC  sera,  par  définition,  l'angle  des  deux  droites  MN  et  PQ. 

Pour  que  celte  définition  n'offre  rien  de  contradictoire,  il 
faut  que  la  grandeur  de  l'angle  ainsi  obtenu  soit  indépendante 
de  la  position  qu'occupe  dans  Tespace  le  point  par  lequel  on 
mène  des  parallèles  aux  droites  données.  Or  soient  BAC, 
W k'QI  les  valeurs  obtenues  pour  l'angle  de  MN  et  de  PQ, 
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lorsqu'on  mène  à  ces  droites  des  parallèles  par  deux  points 
différents  A  et  A';  les  droites  AC  et  A'C,  étant  chacune  pa- 
rallèles à  MN  et  de  même  sens  que  cette  droite,  sont  parallèles 
entre  elles  et  de  même  sens  (i98);  il  en  est  de  même  pour 
AB  et  A'B';  par  suite,  les  deux  angles  BAC,  B'A'C  sont  égaux. 

508.  On  dit  que  deux  droites  non  situées  dans  le  même 
plan  sont  perpendiculaires  l'une  à  l'autre  lorsque  leur  angle 
est  droit. 

On  voit,  par  la  définition  même  de  l'angle  de  deux  droites, 
que,  lorsque  deux  droites  sont  perpendiculaires  entre  elles, 
toute  parallèle  à  l'une  est  perpendiculaire  à  l'autre, 

THÉORÈME. 

509.  1°  Les  parallèles  AB  et  CD,  comprises  entre  une  droite 
AC  et  un  plan  P  parallèles,  sont  égales  [fi g.  283). 

2°  Les  parallèles  AB  et  CD,  comprises  entre  deux  plans  pa- 
rallèles P  et  Q,  sont  égales  (fig.  283). 

Cette  double  proposition  résulte  de  ce  que  le  plan  des  deux 
parallèles  AB  et  CD  coupe,  dans  le  premier  cas,  le  plan  P  sui- 
vant une  parallèle  BD  à  AC,  et  coupe,  dans  le  second  cas,  les 
plans  P  et  Q  suivant  des  droites  parallèles  BD  et  AC  (495)  ;  les 
droites  AB  et  CD  sont  donc,  dans  les  deux  cas,  égales  comme 
parallèles  comprises  entre  parallèles. 


Fig.  283. 


Fig.  284. 
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THÉORÈME. 

510.  Deux  droites  quelconques  kC,  A'C  [fig.  284)  sont  cou- 
pées par  trois  plans  parallèles  P,  Q,  U,  en  parties  proportion- 
nelles ;  en  d'autres  termes,  si  la  droite  AC  coupe  les  plans 
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P,  Q,  R  en  A,  B,  C,  et  si  la  droite  A'C  coupe  les  mêmes  plans 
en  A',  B',  C,  on  a 

AB         BC         AC 


(0 


AB'  ~B'C  ~  A'G 


En  effet,  menons  par  A  la  parallèle  à  A'C,  et  désignons  par  D 
et  E  les  points  où  elle  coupe  les  plans  Q  et  R.  Les  droites  BD 
et  CE  étant  parallèles  (W5),  on  a 

AB  _BC  _  AC 
AD~'DE""AE*' 

mais  les  segments  AD,  DE,  AE  sont  respectivement  égaux  à 
A'B',  B'C,  A'C,  comme  parallèles  comprises  entre  plans  pa- 
rallèles. La  relation  (i)  est  donc  démontrée. 

Corollaire. 

511.  Deux  droites  concourantes  AC  et  AE  étant  divisées  en 
parties  proportionnelles  par  le  point  A  et  les  plans  parallèles 
Q  et  R,  il  en  est  de  même  pour  une  série  de  sécantes  partant 
de  A.  En  supposant,  en  effet^  qu'il  y  ait  trois  sécantes,  le  rap- 
port des  segments  de  la  première  étant  égal  à  la  fois  au  rap- 
port des  segments  de  la  seconde  et  au  rapport  des  segments 
de  la  troisième,  ces  deux  derniers  rapports  sont  égaux  entre 
eux. 

§  in.  —  DROITE  ET  PLAN  PERPENDICULAIRES. 

DÉFINITIONS. 

512.  On  dit  qu'une  droite  et  un  plan  sont  perpendiculaires 
l'un  à  l'autre  lorsque  la  droite  est  perpendiculaire  (508)  à 
toutes  les  droites  parallèles  au  plan  ou  situées  dans  le  plan. 

513.  Il  suit  immédiatement  de  cette  définition  que  : 

1°  Si  deux  droites  A  ^^  B  sont  parallèles,  tout  plan  V  per- 
pendiculaire à  la  première  est  perpendiculaire  à  la  seconde; 
car  toute  droite  parallèle  au  plan  P  ou  située  dans  ce  plan, 
étant  perpendiculaire  à  A,  est  aussi  (508)  perpendiculaire  à  B. 

-2°  Si  deux  plans  P  ^^  Q  sont  parallèles,  toute  droite  D  per- 
pendiculaire au  premier  est  perpendiculaire  au  second;  (a 
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toute  droite  parallèle  au  pian  P  ou  située  dans  ce  plan  est  pa- 
rallèle au  plan  Q  ou  située  dans  ce  plan  (502). 

On  énonce  souvent  ces  deux  propositions  en  disant  : 
Deux  droites   parallèles  ont  leurs  plans  perpendiculaires 
communs,  et  deux  plans  parallèles  ont  leurs  perpendiculaires 
communes. 

THÉORÈME. 

514.  Pour  quune  droite  AB  soit  perpendiculaire  à  un  plan 
P,  il  suffit  quelle  soit  perpendiculaire  à  deux  droites  D  et  I)', 
non  parallèles  entre  elles,  situées  dans  le  plan  P  ou  parallèles 
au  plan  P  [fig.  285). 

Fig.  285. 


Remarquons  d'abord  que  la  droite  AB  rencontre  le  plan  P; 
car,  sans  cela,  en  menant  par  un  point  du  plan  P  des  parallèles 
aux  droites  AB,  D  et  D',  on  aurait  dans  ce  plan  (497)  trois 
droites  concourantes  dont  la  première  serait  perpendiculaire 
aux  deux  autres. 

Cela  posé,  par  le  point  B  où  la  droite  AB  rencontre  le  plan 
P,  menons  des  parallèles  BJ,  B  J',  Bô,  aux  droites  D  et  D'  et  à 
une  troisième  droite  quelconque  A  parallèle  au  plan  P  ou  si- 
tuée dans  ce  plan.  Les  trois  droites  Bâf,  ^d' ,  B(5,  seront  con- 
tenues dans  le  plan  P  (497);  AB  sera  perpendiculaire  aux 
deux  premières  Br/,  Bûf' (508);  et,  pour  établir  le  théorème 
énoncé,  il  suffira  de  prouver  que  AB  est  aussi  perpendiculaire 
à  la  troisième  droite  ^^à. 

A  cet  effet,  par  un  point  quelconque  è  pris  sur  B(5,  traçons 
dans  le  plan  P  une  droite  qui  ne  soit  parallèle  ni  à  Bti?  ni  à  Bû?', 
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et  qui  les  rencontre  aux  points  cl  et  d'  ;  prolongeons  AB,  de 
l'autre  côté  du  plan  P,  d'une  longueur  BA'=:  AB,  et  joignons 
chacun  des  points  A  et  A'  aux  trois  points  rf,  (5,  d' . 

De  l'égalité  des  triangles  ABâf  et  A'B^  et  de  celle  des  trian- 
gles AB(i'  et  A'BJ',  on  déduit  respectivement  kd=.k!d  et 
Ad^=  A'd',  Les  deux  triangles  Add^  et  A'  dd^  sont  donc  égaux. 
Cette  égalité  entraîne  l'égalité  des  angles  Arfô,  A'r/ô;  par  suite, 
celle  des  triangles  Arfô,  A' Jô;  et,  enfui,  celle  des  longueurs 
AâetA'a. 

La  droite  Bô  ayant  deux  de  ses  points,  B  et  (5,  également 
distants  des  extrémités  A  et  A',  est  perpendiculaire  sur  le  mi- 
lieu B  de  AA',  et  AB,  à  son  tour,  est  perpendiculaire  sur  Bd. 

SCOLIË. 

515.  Le  point  B  où  la  perpendiculaire  AB  rencontre  le  plan 
P  est  le  pied  de  la  perpendiculaire. 

Une  droite  est  dite  oblique  à  un  plan,  lorsqu'elle  rencontre 
ce  plan  sans  lui  être  perpendiculaire. 

THÉORÈME. 

516.  Par  un  point  donné  A,  on  peut  toujours  mener  un 
plan  perpendiculaire  sur  une  droite  donnée  ^Y,  et  Von  ne 
peut  en  mener  quun, 

1°  Supposons  le  point  A  situé  sur  la  droite  XY  (/^.  286). 
Dans  deux  plans  différents  passant  par  XY,  menons  à  cette 

fig,  286. 


droite  les  perpendiculaires  AB  et  AC;  elles  détermineront  un 
plan  P,  perpendiculaire  à  XY  au  point  A  (514). 

Il  n'existe  pas  d'autre  plan  perpendiculaire  à  XY  au  point  A. 
En  effet,  tout  plan  mené  perpendiculairement  à  XY  par  le 
point  A  doit  couper  le  plan  XAB  suivant  la  perpendiculaire  AB 


I  l  GÉOMÉTRIE    DANS    l'eSPACE. 

à  XY  (512),  et  le  plan  XAC  suivant  la  perpendiculaire  AC  à 
celle  même  droite;  il  ne  diffère  donc  pas  du  plan  P. 

2°  Supposons  le  point  A  extérieur  à  la  droite  XY  (Jig.  287). 

Soit  UZ  la  parallèle  à  XY  menée  par  A.  Les  droites  paral- 

Fig.  287. 
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lèles  XY  el  UZ  ayant  leurs  plans  perpendiculaires  communs 
(513),  dire  que  par  le  point  A  on  peut  abaisser  un  plan  per- 
pendiculaire sur  XY  et  qu'on  ne  peut  en  abaisser  qu'un,  c'est 
dire  que,  par  le  point  A,  on  peut  élever  un  plan  perpendicu- 
laire sur  UZ  et  qu'on  ne  peut  en  élever  qu'un;  or  c'est  ce  que 
nous  venons  d'établir  (1°). 

Corollaire. 

517.  Deux  plans  perpendiculaires  à  une  même  droite  sont 
parallèles  ou  coïncident;  car  s'ils  se  coupaient,  d'un  point  de 
leur  intersection,  on  pourrait  mener  deux  plans  perpendicu- 
laires sur  la  même  droite,  ce  dont  nous  venons  de  démontrer 
l'impossibilité. 

THÉORÈME. 

518.  Par  un  point  donné  A,  on  peut  toujours  mener  une 
droite  perpendiculaire  à  un  plan  donné  P,  et  l'on  ne  peut  en 
mener  qu'une. 

i""  Supposons  le  point  A  situé  dans  le  plan  P  [Jig.  288). 
Considérons  à  part  une  droite  OH  et  le  plan  Q  élevé  perpendi- 
culairement à  cette  droite  par  l'un  de  ses  points  H;  puis, 
transportons  celte  figure  tout  d'une  pièce,  de  manière  que, 
le  plan  Q  s'appliquant  sur  le  plan  P,  le  point  H  coïncide 
avec   le   point  A.    La    droite   OH,   dans  sa   nouvelle   posi- 
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lion,  sera  une  perpendiculaire  AB  menée  au  plan  P  par  le 
point  A. 

Fig.  288. 
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On  ne  peut  en  mener  qu'une;  car,  si  l'on  pouvait  en  mener 
deux,  AB  et  AB',  le  plan  BAB'  couperait  le  plan  P  suivant  une 
droite  AC  perpendiculaire  à  la  fois  à  AB  et  à  AB'. 

^'^  Supposons  le  point  A  extérieur  au  plan  P  [fig.  ^89). 

Fig.  289. 
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Soit  Q  le  plan  mené  par  A  parallèlement  au  plan  P.  Les  plans 
parallèles  P  etQ  ayant  leurs  perpendiculaires  communes  (513), 
dire  que,  par  le  point  A,  on  peut  abaisser  une  perpendiculaire 
sur  le  plan  P  et  qu'on  ne  peut  en  abaisser  qu'une,  c'est  dire 
que  par  le  point  A  on  peut  élever  une  perpendiculaire  sur  le 
plan  Q,  et  qu'on  ne  peut  en  élever  qu'une;  or  c'est  ce  que 
nous  venons  d'établir  (1°). 


Corollaire. 

519.  Deux  droites  A  et  B,  'perpendiculaires  à  un  même 
plan  P,  sont  parallèles  ou  coïncident. 

En  effet,  si  les  droites  A  et  B  ont  un  point  commun,  elles 
coïncident,  puisque,  de  ce  point,  on  ne  peut  mener  qu'une 
perpendiculaire  au  plan  P.  Si  les  droites  A  et  B  n'ont  pas 
de  point  commun,  imaginons,  par  un  point  M  de  B,  la  paral- 
lèle A'  à  A.  Cette  droite  A'  sera  perpendiculaire  au  plan  P 
(513);  elle  coïncidera  donc  avec  B,  puisque,  du  point  M,  on 
ne  peut  mener  qu'une  perpendiculaire  au  plan  P. 
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Les  propositions  des  n*'^  517  et  519  sont  les  réciproques  de 
celles  du  n"  513. 

THÉORÈME. 

520.  Si  une  droite  AB  est  perpendiculaire  au  plan  P,  toute 
perpendiculaire  CD  à  la  droite  AB  est  parallèle  au  plan  P,  ou 
située  dans  ce  plan  (Jig.  igo). 

En  effet,  menons  parle  point  A  la  parallèle  AE  à  CD  :  l'angle 
BAE  sera  droit.  Par  suite,  la  droite  AE  sera  contenue  dans  le 
plan  P;  car  sans  cela  le  plan  BAE  couperait  le  plan  P  suivant 
une  autre  perpendiculaire  à  AB  (512),  et  l'on  aurait  au  point  A, 
dans  le  plan  BAE,  deux  perpendiculaires  sur  BA,  ce  qui  est 
impossible.  La  droite  CD,  étant  alors  parallèle  à  une  droite  AE 
du  plan  P,  est  parallèle  à  ce  plan  ou  située  dans  ce  plan  (497). 

Cette  proposition  est  la  réciproque  de  la  définition  adoptée 
au  n«  512. 

COROLLAIUES. 

521 .  Le  lieu  géométrique  des  perpendiculaires  que  l'on  peut 
mener  à  une  droite  AB  par  un  point  C  est  le  plan  P  mené  par 
ce  point  perpendiculairement  à  la  droite  AB  [Jig.  ^90î  car 
Tune  quelconque  CD  de  ces  perpendiculaires  doit  être  paral- 
lèle au  plan  P  ou  y  être  contenue  tout  entière  :  c'est  ce  dernier 
cas  qui  a  lieu  ici,  puisque  la  droite  CD  a  déjà  un  point  com- 
mun avec  le  plan  P. 

Fig.  290.  Fig.  291. 
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522.  Le  lieu  des  points  de  l'espace  équidistants  des  extré- 
mités d'une  droite  XY  est  le  plan  élevé  perpendiculairement 
sur  le  milieu  de  cette  droite  [jig,  286).  En  effet,  dans  un  plan 
quelconque  XYB  passant  par  XY,  le  lieu  des  points  équidi- 
stants des  extrémités  de  cette  droite  est  la  perpendiculaire  AB 
élevée  dans  ce  plan  sur  le  milieu  A  de  XY;  or  on  vient  de 
voir  que  le  lieu  des  diverses  perpendiculaires  élevées  sur  XY 
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par  le  point  A  est  le  plan  mené  par  ce  point  perpendiculaire- 
nnent  à  XY. 

THÉORÈME. 

523.  Si,  d'un  point  A  pris  hors  d'un  plan  P  [Jl^-  ^t):?.),  on 
mène  à  ce  plan  la  perpendiculaire  K^  et  diverses  obliques  AC, 
AD,  AE  : 

1^  Deux  obliques  AC  et  AD,  dont  les  pieds  C  ^^  D  s'écaitent 
également  du  pied  B  de  la  perpendiculaire,  sont  égales. 

2*'  La  perpendiculaire  AB  est  plus  courte  que  toute  oblique 
AC,  et,  de  deux  obliques  AC  et  JiE,  l'oblique  AE,  gw/  s'écarte 
le  plus  du  pied  de  la  perpendiculaire,  est  la  plus  longue. 

En  effet  : 

i^  Les  deux  triangles  rectangles  ABC  et  ABD  étant  égaux, 
comme  ayant  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  respectivement 
égaux,  les  hypoténuses  AC  et  xVD  sont  égales. 

2"  En  prenant  BD  ==  BC,  on  a,  en  vertu  de  Falinéa  précé- 
dent, AC  =  AD,  et,  par  la  Géométrie  plane,  AE  >>  AD  >>  AB; 
on  a  donc  AB  -<  \C  et  AE  >  AC. 

52^1-.  Les  réciproques  de  ces  propositions  sont  vraies.  Il  en 
résulte  que  le  lieu  des  points  d'un  plan  P  situés  à  égale  dis- 
tance  d'un  point  doîiné  A  est  une  circonférence  ajrtnt  pour 
centre  la  projection  B  de  ce  point  sur  le  plan  [Jig.  29-2].  De  là, 


im  moyen  pratique  pour  abaisser  une  perpendiculaire  sur  un 
plan  P  par  un  point  extérieur  A  :  on  fixe  au  point  A  Tune  des 
extrémités  d'un  fd  dont  l'autre  extrémité  est  armée  d'un 
crayon,  on  marque  trois  points  C,  D,  F  sur  le  plan  en  tenant 
îe  fil  tendu,  on  cherche  le  centre  du  cercle  qui  passerait  par 
ces  trois  points,  et  l'on  a  le  pied  de  la  perpendiculaire  de- 
mandée. 

R.  et  DE  C.  —  Tr.  de  Géom.  {W  Partie).  2 
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Sgolies. 

525.  En  Géométrie,  le  mol  distance  est  toujours  synonyme 
de  plus  courte  distance.  D'après  cela,  il  résulte  du  n°  523  que 
la  distance  d'un  point  A  à  un  plan  P  est  la  longueur  de  la 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  ce  plan. 

Si  l'on  rapproche  ce  résultat  des  n"'  509  et  519,  on  voit  que  : 
i*"  une  droite  et  un  plan  parallèles  sont  partout  équidistants; 
2"  deux  plans  parallèles  sont  partout  équidistants. 


%  IV.  -  PROJECTION  D'UNE  DROITE  SUR  UN  PLAN.  - 
ANGLE  D'UNE  DROITE  ET  D'UN  PLAN.  -  PLUS  COURTE 
DISTANCE  DE  DEUX  DROITES. 

DÉFINITIONS. 

52G.  On  appelle  projection  d'un  point  A  sur  un  plan  P  le 
pied  a  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  ce  plan 

La  projection  d'une  ligne  quelconque  ABC...  sur  un  plan  P 
est  le  lieu  des  projections  «,  h,  c,  ...  des  divers  points  de  cette 
ligne. 

Fi^.  293.  Fig.  'i9^4. 


THÉORÈME. 

527.  La  projection  d'une  ligne  droite  AB  sur  un  plan  P  est 
une  ligne  droite  [fig.  ^94)- 

Car  toutes  les  perpendiculaires  ka,  Bè,  . . .  abaissées  sur  le 
plan  P  par  les  divers  points  de  la  droite  AB  sont  parallèles  (519)  ; 
leur  lieu  est  donc  un  plan  (492),  et,  par  suite,  le  lieu  de  leurs 
pieds  est  la  droite  ab  suivant  laquelle  ce  plan  coupe  le  plan  P. 

Sgolies. 

528.  Lorsque  la  droite  est,  comme  EF,  perpendiculaire  au 
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plan  P,  sa  projection  sur  ce  plan  se  réduit  évidemment  à  un 
point  e, 

529.  Lorsque  la  droite  est,  comme  CD,  parallèle  au  plan  P, 
elle  est  parallèle  à  sa  projection  cd  sur  ce  plan  (495). 

Corollaires. 

530.  Les  projections  ah  et  cd  de  deux  droites  parallèles  AB 
et  CD,  sur  un  même  plan  P,  sont  parallèles  [fig.  ^gS). 

FifT.  295. 
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Car  la  projetante  ka  d'un  point  quelconque  de  AB  et  la  pro- 
jetante Ce  d'un  point  quelconque  de  CD  étant  parallèles,  les 
angles  BA  a,  DC  c  ont  leurs  plans  parallèles  (506)  ;  et,  par  suite, 
les  droites  ah  et  cd^  suivant  lesquelles  le  plan  P  coupe  ces 
deux  plans,  sont  parallèles. 

THÉORÈME. 

531.  Lorsque  deux  droites  AB  et  CD  de  l'espace  sont  per- 
pendiculaires V  une  à  VautrCy  leurs  projections  ab  et  cd  sur  un 
plan  P  parallèle  à  l'une  d'elles  CD  sont  aussi  perpendiculaires 
entre  elles  [fig.  296). 

Fig.  296.  Fig    297. 
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En  effet,  la  droite  cd  est,  comme  sa  parallèle  CD,  à  angle 
droit  sur  AB  ;  elle  est  d'ailleurs  à  angle  droit  sur  la  pro- 
jetante ka,  droite  perpendiculaire  au  plan  P  qui  contient  cd. 
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Donc,  cd  est  perpendiculaire  au  plan  X^ab  et,  par  suite,  à  ab. 

532.  Réciproquement,  deux  dioites  de  l'espace  AB  ei  CD 
sont  perpendiculaires  l'une  à  VautrCy  si  lents  projections  ab 
et  cd  sur  un  plan  P  parallèle  à  l'une  d'elles  CD  sont  perpen- 
diculaires entre  elles  (fi g.  296). 

En  effet,  la  droite  cd,  étant  à  angle  droit  sur  ab  et  sur  A<7,  est 
perpendiculaire  au  plan  AB  ba.  Il  en  est  donc  de  môme  de  sa 
parallèle  CD,  qui,  par  suite,  est  perpendiculaire  à  AB. 

Dans  le  cas  très-particulier  où  le  plan  P  contient  CD  et  où  les 
droites  AB  et  CD  se  coupent,  cette  réciproque  revient  au  théo- 
rème connu  sous  le  nom  de  théorème  des  trois  perpendiculaires: 

Si  du  pied  a  d'une  perpendiculaire  A  a  à  un  plan  P  on  mène 
la  perpendiculaire  aD  sur  une  droite  quelconque  CD  tracée  dans 
ce  plan,  la  droite  AB  qui  joint  au  point  B  un  point  quelcon^sue 
de  la  perpendiculaire  Aa  est  perpendiculcdre  à  CD  [Jig.  297). 

II  y  a  une  seconde  réciproque  que  nous  nous  contenterons 
d'énoncer  :  Si  deux  droites  rectangulaires  ont  leurs  projec- 
tions rectangulaires,  l'une  d'elles  au  moins  est  parallèle  au 
plan  de  projection, 

iX)R0LLAIRE. 

533.  Considérons  une  droite  quelconque  AB  et  un  plan  Q 
perpendiculaire  à  cette  droite  ;  soient  ab  la  projection  de  AB 
sur  un  plan  quelconque  P  [Jig.  298)^  et  CD  l'interseciion  des 
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plans  P  et  Q,  ou  la  trace  du  plan  Q  sur  le  plan  P.  Les  deux 
droites  AB  et  CD  étant  perpendiculaires  Tune  à  Tautre,  il  doit 
en  être  de  même  de  leurs  projections  ab  et  CD;  de  là  ce 
théorème,  fondamental  en  Géométrie  descriptive  :  Lorsqu'une 
droite  est  perpendiculaire  à  un  plan  O,  sa  projection  sur  un 
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plan  quelconque  P  est  perpendiculaire  à  la  trace  du  plan  Q 
sur  le  plan  P. 

THÉORÈME. 

534.  Lorsqu'une  droite  AB  est  oblique  à  un  plan  P,  l'angle 
aigu  BA6  que  cette  droite  fait  a<^ec  sa  projection  sur  ce  plan 
est  moindre  que  Vangle  BAC  quelle  forme  avec  toute  autre 
droite  AC  passant  par  son  pied  dans  le  plan  [Jig.  '299). 


En  effet,  b  étant  la  projeclion  d'un  point  quelconque  B  de 
la  droite  AB,  prenons  AC  — At  et  menons  BC.  Les  deux 
triangles  BAZ>,  BAC  ont  deux  côtés  égaux;  mais  le  troisième 
côté  B6  du  premier  étant  moindre  que  le  troisième  côté  BC  du 
second,  puisque  la  perpendiculaire  est  plus  courte  que  l'obli- 
que, il  faut  que  l'angle  BA/>  soit  moindre  que  l'angle  BAC. 

SCOLIE. 

535.  En  faisant  parcourir  au  point  C  le  cercle  décrit  dans  le 
plan  P,  du  point  A  comme  centre  avec  A6  pour  rayon,  on  voit 
que  l'oblique  BC  croît  d'une  manière  continue  depuis  le  point  b 
jusqu'au  point  b' ,  puis  décroît  en  reprenant  successivement 
les  mêmes  valeurs  depuis  6' jusqu'en  b.  Par  suite,  l'angle  BAC, 
minimum  lorsque  le  point  C  est  en  b,  croît  jusqu'à  ce  que  le 
point  C  soit  en  b'  :  il  est  alors  maximum;  puis  il  décroît,  en 
reprenant  successivement  les  mêmes  valeurs,  depuis  6' jus- 
qu'en b. 

536.  On  appelle  angle  d'une  droite^ et  d'un  plan  l'angle  aigu 
que  cette  droite  forme  avec  sa  projection  sur  ce  plan. 

537.  On  voit  aisément  que  l'angle  d'une  droite  IJ  et  d'un 
plan  P  est  égal  à  Vangle  d'une  droite  quelconque  D'  paral- 
lèle à  D  et  d'un  plan  quelconque  P'  parallèle  à  P. 
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THÉORÈME. 

538.  Étant  données  deux  droites  AB  et  CD  non  situées  dans 
le  même  plan  :  i°  il  existe  une  droite,  et  une  seule,  qui  les 
rencontre  l'une  et  Vautre  à  angle  droit;  2^  cette  perpendicu- 
laire commune  est  la  plus  courte  distance  des  deux  droites 
(/g-.  3oo). 

Fig.  3oi. 


En  effet  : 

i«  Par  un  point  quelconque  A  de  AB,  menons  la  parallèle  AE 
à  CD;  le  plan  BAE,  que  nous  désignerons  par  P,  sera  parallèle 
à  CD;  par  suite,  nous  aurons  la  projection  de  CD  sur  ce  plan  P 
en  menant  une  parallèle  de  à  la  droite  DC  par  la  projection  d 
d'un  point  quelconque  D  de  cette  droite.  Cela  posé,  pour 
qu'une  droite  rencontre  à  la  fois  AB  et  CD  à  angle  droit,  il  faut 
et  il  suffît  qu'elle  soit  perpendiculaire  au  plan  P  en  un  point 
de  AB,  et  qu'elle  ait  son  pied  sur  cd,  lieu  des  pieds  des  per- 
pendiculaires au  plan  P  menées  par  des  divers  points  de  CD. 
Or  la  perpendiculaire  au  plan  P  élevée  par  le  point  c  commun 
à  AB  et  à  cd  remplit  seule  ces  conditions.  Il  existe  donc  une 
droite  Ce,  et  une  seule  qui  rencontre  à  angle  droit  les  deux 
droites  données  AB  et  CD. 

1''  Cette  perpendiculaire  commune  Ce  est  moindre  que  toute 
autre  droite  BD  joignant  un  point  de  AB  à  un  point  de  CD. 
Car,  Dd  étant  la  projetante  du  point  D,  on  a  évidemment 
Cc=::DJetDJ<DB. 

SCOLIES. 

539.  La  démonstration  qui  précède  permet  d'obtenir  la  plus 
courte  distance  des  deux  droites  AB  et  CD.  Voici  un  second 
procédé  très  usuel  (  fig.  3oi). 

On  projette  l'une  des  droites  CD  sur  un  plan  P  perpendicu- 
laire à  l'autre  droite  AB.  Du  pied  A  de  AB  sur  le  plan  P,  on 
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abaisse  la  perpendiculaire  Ae  sur  la  projection  Ce?  de  CD;  on 
mène  eE  parallèle  à  AB  jusqu'à  sa  rencontre  E  avec  CD,  et 
enfin  EF  parallèle  à  Ae.  Le  lecteur  démontrera  sans  peine  que 
cette  droite  EF  est,  en  grandeur  et  en  position,  la  plus  courte 
dislance  des  deux  droites  données. 

5i0.  Enfin,  si  l'on  ne  veut  que  la  distance,  c'est-à-dire  la 
longueur  de  la  perpendiculaire  commune,  il  suffit  de  mener 
par  l'une  AB  des  deux  droites  un  plan  P  parallèle  à  l'autre  CD, 
et  de  prendre  la  distance  Bd  d'un  point  quelconque  de  CD  au 
plan  P  [fig.  3oo). 

§  V.  -  ANGLES  DIÈDRES. 


DÉFINITIONS. 

oW.  Lorsque  deux  plans  P  et  Q  se  rencontrent  {Jig,  3o2,)  et 
sont  terminés  à  leur  intersection  commune  BE,  on  dit  qu'ils 
forment  un  angle  dièdre.  Les  deux  plans  P  etQ  sont  les  faces, 
et  la  droite  BE  est  Varéte  de  cet  angle. 

54^2.  Pour  désigner  un  angle  dièdre  isolé,  il  suffit  d'indiquer 
son  arête;  ainsi  l'on  dit  (Jig,  3o2)  l'angle  dièdre  BE.  Mais, 
lorsque  plusieurs  angles  dièdres  ont  la  même  arête,  pour  dé- 
signer celui  d'entre  eux  que  l'on  considère,  il  faut  employer 
quatre  lettres,  savoir  :  une  lettre  pour  chaque  face  et  deux 


Fig.  3o2. 
B  ^ 


Fig.  3o3. 


D  B 


pour  l'arête;  on  place  d'ailleurs  les  deux  lettres  relatives  à 
l'arête  entre  les  deux  autres.  Ainsi,  dans  la^g.  3o3,  on  dis- 
lingue les  trois  dièdres  CABD,  DABE,  CABE. 
Deux  angles,  tels  que  CABD,  DABE  [Jig.  3o3),  qui  ont  la 
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rnùme  areie  AB,  une  iace  cooimune  ABJ),  el  les  deux  autres 
faces  situées  de  part  et  d'autre  de  la  face  commune,  sont  dits 
adjacents, 

543.  Deux  angles  dièdres  sont  égaux  lorsqu'on  peut  les  faire 
coïncider.  Pour  ajouter  deux  angles  dièdres,  on  transporte  le 
second  à  la  suite  du  premier  de  manière  à  former  deux  angles 
adjacents,  tels  que  CABD,  DABE  [fig,  3o3);  l'angle  CABE  des 
deux  faces  non  communes  ABC,  ABE  est  la  somme  des  deux 
angles  dièdres  proposés. 

544.  On  acquiert  une  idée  nette  de  la  grandeur  de  l'angle 
dièdre,  en  supposant  que  l'une  des  faces  P,  d'abord  appliquée 
sur  l'autre  face  Q  [Jig,  3o4),  tourne  autour  de  la  droite  AB; 
dans  cetle  rotation,  le  plan  mobile  P  fait  avec  le  plan  fixe  Q 
un  angle  dièdre  qui  croît  d'une  manière  continue. 


Fifj.  3o4. 


FifT.  3oj. 


Fig.  3o6. 
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Un  plan  V^tesiûii perpendiculaire  sur  un  plan  QQ'  [/Ig,  3o4), 
lorsque  les  deux  angles  adjacents  P2ABQ,  P2ABQ',  qu'il  forme 
avec  celui-ci,  sont  égaux.  Un  plan  P,  qui  forme  avec  QQ'  des 
angles  adjacents  PABQ,  PABQ',  inégaux,  est  dit  oblique  sur  le 
plan  QQ'. 

On  nomme  angle  dièdre  droit  tout  dièdre  P2ABQ  dont  une 
face  est  perpendiculaire  sur  l'autre. 

545.  Deux  angles  dièdres  sont  dits  opposés  par  Varête  lors- 
que les  faces  de  l'un  sont  les  prolongements  des  faces  de 
l'autre.  Deux  plans  indéfinis  PP',  QQ'  [Jig.  3o5)  forment  en  se 
coupant  quatre  angles  dièdres  qui  sont  deux  à  deux  opposés 
par  l'arête  AB. 
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On  nomme  plan  bissecteur  d'un  angle  dièdre  le  plan  qui, 
mené  par  Tareie,  divise  cel  angle  dièdre  en  deux  autres  diè- 
dres égaux  enire  eux. 

546.  On  QppeWe  angle  plan  correspondant  à  un  angle  dièdre 
l'angle  reciiiigne  que  l'on  forme  en  élevant,  par  un  même 
point  de  Tarêle,  une  perpendiculaire  à  celle  arêie  dans  cha- 
cune des  faces.  Ainsi,  B  étant  un  point  de  l'arête  BE  de  l'angle 
dièdre  PEBQ  [/ig.  3o6),  si  l'on  élève  dans  le  plan  P  la  perpen- 
diculaire BA  sur  l'arête  BE,  et  dans  le  plan  Q  la  perpendicu- 
laire BG  sur  l'arête  BE,  l'angle  ABC  sera  V angle  plan  dwdièf^re 
considéré. 

Pour  que  cette  définition  ne  soit  pas  contradictoire,  il  faut 
que  la  grandeur  de  l'angle  plan  correspondant  à  un  angle  dièdre 
soit  la  même,  en  quelque  point  de  l'arête  qu'on  forme  cet 
angle  plan.  Or,  soient  les  angles  plans  ABC,  DEF,  formés  en 
deux  points  B  et  E  de  l'arête  de  l'angle  dièdre PBEQ  [fig,  3o6)  : 
les  côtés  BC  et  EF  sont  parallèles  et  de  même  sens,  comme 
étant,  dans  un  même  plan  0,  perpendiculaires  à  la  même 
droite  BE;  il  en  est  de  même  de  BA  et  deED  par  rapport  au 
plan  P;  les  angles  ABC,  DEF  sont  donc  égaux. 

11  esta  remarquer  que  le  plan  ABC  est  perpendiculaire  à 
i  arête  BE;  réciproquement,  tout  plan  perpendiculaireà  l'arête 
coupe  les  faces  suivant  des  perpendiculaires  à  cette  arête,  et, 
par  suite,  l'angle  dièdre  suivant  son  angle  plan. 

THÉORÈME. 

547.  Par  une  droite  AB,  située  dans  un  plan  QQ',  on  peut 
toujours  élever  un  plan  P2  perpendiculaire  sur  ce  plan,  et  Ion 
ne  peut  en  élever  qu'un  [fig,  3o4). 

CoROLLAIKEi. 

548.  Tous  les  angles  dièdres  droits  sont  égaux. 

La  démonstration  de  ce  théorème  et  de  son  corollaire  est 
tout  à  fait  semblable  à  celle  qui  a  été  donnée  aux  n***  13  et  14 
delà  Géométrie  plane. 

Un  angle  dièdre  est  dit  aigu  ou  obtus  suivant  qu'il  est  infé- 
rieur ou  supérieur  à  l'angle  dièdre  droit.  Deux  angles  dièdres 
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sont   complémentaires  lorsque  leur  somme  est  égale  à  un 
angle  dièdre  droit. 

549.  Tout  plan  P  qui  en  rencontre  un  autre  QQ'  fait  avec 
celui-ci  deux  angles  dièdres  adjacents  PABQ,  Px\BQ',  dont  la 
somme  est  égale  à  deux  dièdres  droits  [Jig,  3o4).  Réciproque- 
menl,  si  deux  angles  dièdres  adjacents  PABQ,  PABQ'  sont 
supplémentaires  y  c*est  à-dire  ont  une  somme  égale  à  deux 
dièdres  droits^  leurs  faces  non  communes  Q  et  Q'  sont  dans  le 
prolongement  l'une  de  l'autre,  [Voir  les  n°' 16,  17  et  18.) 

550.  Lorsque  deux  plans  PP',  QQ'  se  coupent,  les  angles 
dièdres  opposés  par  l'arête  AB  sont  égaux  [fig.  3o5).  [Voir  le 
n«  21.) 

THÉORÈME. 

551.  Le  rapport  de  deux  angles  dièdres  est  égal  au  rapport 
de  leurs  angles  plans. 

Il  suffit  {voir  Noie  I)  de  prouver  : 

I"  Que  si  deux  angles  dièdres  AlOB,  A'i'O'B'  sont  égaux, 
leurs  angles  plans  AOB,  A'O'B'  sont  égaux  [fig.  Se;)  ; 

2P  Que  si  un  angle  dièdre  AlOG  est  la  somme  de  deux  autres 
angles  dièdres  ATO'B',  BIOC,  son  angle  plan  AOG  est  la 
somme  des  angles  plans  A'O'B',  BOC,  qui  correspondent  aux 
deux  autres  angles  dièdres  [fig-  Soy). 

En  effet  : 

1°  Transportons  l'angle  dièdre  ATO'B',  de  manière  que 
l'angle  droitl'O'A'  s'applique  sur  l'angle  droit  lOA;  puisque 


Fig.  307. 


Fig.  3o8. 


les  dièdres  AIOB,  ATO'B'  sont  égaux,  le  plan  rO'B"  tom- 
bera sur  le  plan  lOB,  elO'B'  coïncidera  avec  la  perpendicu- 
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laire  à  10  élevée  dans  le  plan  lOB  par  le  point  0,  c'esl-à-dlre 
avec  OB;  les  angles  plans  AOB,  A'O'B'  sont  donc  égaux. 

2°  Puisque  l'angle  plan  A'  0'  B'  est  égal  à  AOB,  pour  prouver 
que  l'angle  plan  AOC  est  égal  à  la  somme  de  A'  0'  B'  et  de  BOC, 
il  suffit  de  faire  voir  que  les  trois  droites  OC,  OB,  OA  sont 
dans  un  même  plan;  or  cela  résulte  du  n°  521. 

Corollaire. 

552.  Par  suite,  tout  angle  dièdre  a  la  même  mesure  que 
l'angle  plan  correspondant,  pourvu  que  Von  prenne  pour  unité 
d'angle  dièdre  l'angle  dièdre  auquel  correspond  l'angle  plan 
choisi  pour  unité  d* angle  plan  ;  ou,  d'une  manière  incorrecte, 
mais  plus  rapide,  tout  angle  dièdre  a  pour  mesure  son  angle 
plan, 

SCOLIES. 

553.  L'angle  dièdre  droit  a  pour  angle  plan  un  angle  droit, 
et,  inversement,  un  angle  dièdre  est  droit  si  son  angle  plan 
est  droit.  En  effet,  soient  PABQ,  PABQ'  {fg.  3o8)  deux  angles 
dièdres  adjacents  formés  par  la  rencontre  du  plan  P  et  du  plan 
QQ';  par  un  point  Ode  l'arête  AB,  menons  un  plan  perpendi- 
culaire à  cette  arête;  ce  plan  déterminera,  par  ses  intersec- 
tions avec  les  plans  P  et  QQ',  deux  angles  rectilignes  adjacents 
EOC,  EOD,  quiseront  les  angles  plans  des  deux  angles  dièdres 
proposés.  Or,  quand  les  deux  dièdres  sont  égaux,  les  deux 
angles  plans  sont  égaux,  et  réciproquement. 

554.  La  proportionnalité  des  angles  dièdres  et  des  angles 
plans  correspondants  permet  de  conclure  un  grand  nombre  de 
propriétés  des  angles  dièdres  des  propriétés  analogues  des 
angles  rectilignes  démontrées  en  Géométrie  plane.  Nous  cite- 
rons, par  exemple,  les  propositions  suivantes,  qui  sont  sou- 
vent utiles  : 

Le  plan  bissecteur  d'un  angle  dièdre  est  le  lieu  des  points 
qui  y  situés  dans  l'intérieur  de  cet  angle,  sont  équidistanis  de 
ses  faces  ;  etc.  {Foirles  n«^  51,  52,  53.) 

Deux  angles  dièdres  qui  ont  leurs  faces  parallèles  deux  à 
deux  sont  égaux  ou  supplémentaires,  [Foir  le  n°  70.) 
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THÉORÈME. 

555.  Parmi  toutes  les  droites  que  l'on  peut  mener  par  un 

point  A  dans  un  plan  P,  celle  qui  fait  le  plus  grand  angle  avec 

un  autre  plan  donné  Q  est  la  perpendiculaire  AB  abaissée  du 

point  A  sur  r intersection  LT  des  deux  plans  P  ^/  Q  [fig.  309). 

Fi[T.  309, 


Soient  AG  une  droite  quelconque  menée  par  le  point  A  dans 
le  plan  P,  et  a  la  projection  du  point  A  sur  le  plan  Q  ;  «B  et 
^C  seront  les  projections  de  AB  et  de  AC,  et  il  s'agit  de  dé- 
montrer (536)  que  l'angle  AB^  est  plus  grand  que  l'angle  AC«. 
Or,  la  droite  aB  étant  perpendiculaire  sur  LT,  en  vertu  du 
théorème  des  trois  perpendiculaires,  la  droite  aiZ  est  une 
oblique,  et  Ton  a  «B  <  «G.  Si  l'on  prend  sur  la  droite  «B,  à 
partir  du  point  a,  une  longueur  a\)  égale  à  «G,  le  point  1)  sera 
donc  situé  au  delà  de  B,  et  l'angle  ABa  extérieur  au  triangle 
ABD  surpassera  l'angle  intérieur  AD  a;  mais,  les  triangles  AaG 
etA«D  étant  égaux  comme  ayant  un  angle  droit  égal  compris 
entre  deux  côtés  égaux,  l'angle  ADa  est  égal  à  l'angle  AGa; 
donc  enfin  l'angle  AB^t  est  plus  grand  que  l'angle  AC<7. 

SCOLIE. 

556.  Lorsque  le  plan  Q  est  horizontal,  la  droite  AB  prend 
le  nom  de  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  P.  L'angle  de 
rette  ligne  avec  le  plan  Q  est  l'angle  plan  du  dièdre  PLÏQ. 
l^ar  chaque  point  d'un  plan  passe  une  ligne  de  plus  grande 
j)ente  de  ce  plan,  et  une  seule. 

§  YI.  -  PLANS  PERPENDICULAIRES. 
THÉORÈME. 

557.  Lorsque  deux  plans  V  et  Q  sont  perpendiculaires  l'un 
à  Vautre,  toute  droite  AB,  menée  dans  le  premier  plan  P  per- 
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pendiculai rement  à  V intersection  commune  CD,  est  perpendi-^ 
culaire  à  Vautre  plan  Q  [fg,  3io). 

En  effet,  les  deux  plans  P  el  Q  étant  perpendiculaires  l'un 
à  l'autre,  l'angle  plan  correspondant  à  l'angle  dièdre  PCDO 
doit  être  droit  ;  or  on  forme  cet  angle  plan  ABE  en  éievani, 
dans  le  plan  Q  et  par  le  point  B,  la  perpendiculaire  BE  à  CD  ; 
donc  la  droite  AB  est  perpendiculaire  à  BE,  el,  comme  elle  l'est 
aussi  par  hypothèse  à  CD,  elle  est  perpendiculaire  au  plan  Q. 


Finr.    3  10. 
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THÉORÈME. 

558.  Si  une  droite  AB  est  perpendiculaire  à  un  plan  Q,  tout 
plan  P  passant  par  cette  droite  ou  parallèle  à  cette  droite  est 
perpendiculaire  au  plan  Q. 

En  effet  : 

1°  Si  le  plan  P  passe  par  AB  [fig,  3io),  menons  dans  le  plan 
Q  et  par  le  point  B  la  perpendiculaire  BE  à  l'intersection  Ci) 
des  deux  plans  P  et  Q.  L'angle  ABE  sera  droit,  puisque  la 
droite  AB  est,  par  hypothèse,  perpendiculaire  au  plan  Q;  d'ail- 
leurs, cet  angle  ABE  est  l'angle  plan  du  dièdre  PCDQ  ;  donc 
ce  dièdre  est  droit,  et  le  plan  P  est  perpendiculaire  au  plan  Q. 

i""  Si  le  plan  P  est  parallèle  à  AB  [fig,  3ii),  menons  par  un 
point  quelconque  E  de  ce  plan  la  parallèle  EF  à  AB  ;  cette 
droite  EF  sera  à  la  fois  perpendiculaire  au  plan  Q  et  située 
dans  le  plan  P.  Donc  le  plan  P,  passant  par  une  droite  EF 
perpendiculaire  au  plan  Q,  sera  perpendiculaire  à  ce  plan  (i"). 

559.  Béciproque.>iExNT,  si  deux  plans  Q  6-/  P  sont  perpendicu- 
laires entre  eux,  toute  droite  AB  perpendiculaire  au  p  remit  r 
plan  Q  est  siluée  dans  Vautre  plan  P  ou  lui  est  parallèle. 

En  effet,  si  la  droite  AB  n'avait  qu'un   seul  point  commun 
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avec  le  plan  P,  en  menant  de  ce  point  une  perpendiculaire  sur 
i'inierseciion  CD  des  plans  P  el  Q  [fg.  3ii),  celte  perpendi- 
culaire serait  perpendiculaire  au  plan  Q,  et  Ton  pourrait  me- 
ner d'un  même  point  deux  perpendiculaires  au  plan  Q;  ce  qui 
est  impossible.  La  droite  AB,  ne  pouvant  couper  le  plan  P,  est 
donc  parallèle  à  ce  plan  ou  située  dans  ce  plan. 

Corollaire. 

560.  Par  une  droite  AB  oblique  à  un  plan  P  [fig,  3 12),  on 
peut  abaisser  un  plan  perpendiculaire  sur  ce  plan  P,  et  Von  ne 
peut  en  abaisser  qu'un. 

En  effet,  le  plan  BAa,  déterminé  par  la  droite  AB  el  par  la 
perpendiculaire  ka  au  plan  P  abaissée  d'un  point  quelconque 
de  AB,  est  perpendiculaire  au  plan  P.  C'est  le  seul,  car  tout 
plan  conduit  par  AB  perpendiculairement  au  plan  P  doit  con- 
tenir la  perpendiculaire  A  a. 

Fig.  3 12. 


THÉORÈME. 

561.  Si  deux  plans  P  e^  Q  sont  perpendiculaires  à  un  troi- 
sième R,  leur  intersection  AB  est  perpendiculaire  à  ce  troi- 
sième plan  [fg,  3i3). 

Car  si,  par  un  point  quelconque  de  rinlersection  AB,  on 
mène  la  perpendiculaire  au  plan  R,  cette  perpendiculaire  doit 
se  trouver  à  la  fois  dans  le  plan  P  el  dans  le  plan  Q  (559)  ;  elle 
ne  diffère  donc  pas  de  AB. 
Corollaires. 

562.  Un  plan  perpendiculaireà  deux  plans  qui  se  coupent  est 
perpendiculaire  à  leur  intersection. 

5G3.  Si  les  plans  P  eiQde  la /g-.  3i3  forment  un  angle  dièdre 
droit,  les  trois  plans  P,  Q,  B  seront  perpendiculaires  entre 
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eux  ;  rinlerseclion  de  deux  quelconques  de  ces  plans  sera  per- 
pendiculaire au  troisième,  et  les  trois  intersections  seront 
perpendiculaires  entre  elles. 

S  VII.  -  ANGLES  POLYÈDRES. 


DÉFINITIONS. 

564.  Lorsque  plusieurs  plans  ASB,  BSC,  CSD,  . . .  [Jîg,  3i4)  se 
coupent  successivement  suivant  des  droites  SB,  SC,  SD,  . . .  qui 
concourent  en  un  même  point  S,  on  dit  qu'ils  forment  lin 
angle  polyèdre.  Le  point  S  est  \e. sommet,  les  droites  SA,  SB, 
SC,  .  . .  sont  les  arêtes,  et  les  angles-ASB,  BSC,  CSD,  . . .  sont  les 
faces  de  l'angle  polyèdre. 

On  désigne  un  angle  polyèdre  par  la  lettre  du  sommet  suivie 
des  lettres  relatives  aux  diverses  arêies.  Ainsi,  pour  indiquer 
l'angle  polyèdre  de  la  fig.  3i4,  on  dira  l'angle  SABCDE,  ou 
plus  simplement  l'angle  S;  car,  quand  un  angle  polyèdre  est 
isolé,  la  lettre  du  sommet  suffit. 

Fig.  3i4. 


Il  faut  au  moins  trois  plans  pour  former  un  angle  polyèdre. 
L'angle  formé  par  trois  plans  prend  le  nom  d'angle  irièdre. 
Dans  un  angle  trièdre  BACS  [Jig.  3i4),  on  distingue  six  élé- 
ments, savoir  :  les  trois  faces  SBA,  SBC,  ABC,  et  les  trois 
dièdres  BA,  BC,  BS. 

5C5.  On  dit  qu'un  angle  polyèdre  est  convexe,  lorsqu'il  est 
situé  tout  entier  d'un  même  côté  par  rapport  au  plan  indéfini 
de  chacune  de  ses  faces {y?g.  3i4)  ;  il  est  concave  dans  le  cas 
contraire  {fg»  3i5). 
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Considérons  un  angle  polyèdre  convexe  SABCDE  [Jîg.  3i6); 
ses  arêtes  seront,  d'après  la  définition  de  la  convexité,  situées 
toutes  d'un  même  côté  du  plan  PQ  d'une  face  quelconque 
ASB;  dans  la  ^^.  3i6,  nous  les  asons  placées,  pour  Hxer  les 


¥i{r.  3i6. 


idées,  au-dessus  de  ce  plan.  Par  le  point  S,  dans  le  plan  PO, 
menons  une  droite  MN  située  en  dehors  de  l'angle  ASB,  et 
concevons  une  série  de  plans  menés  par  la  droite  MN  et 
contenant  successivement  chacune  des  arêtes  SC,  SD,  SE. 
Si  DSM  ou  RMN  est  celui  de  tous  ces  plans  qui  fait  le  plus 
petit  angle  avec  la  portion  PMN  du  plan  PQ,  l'angle  polyèdre 
proposé  SABCDE  sera  situé  tout  entier  dans  l'angle  dièdre 
RMNQ  formé  par  la  partie  antérieure  Q  et  la  partie  supé- 
rieure R  des  deux  plans  PO,  RT.  Donc,  tout  plaa  GH  mené 
par  MN  et  situé  dans  l'angle  dièdre  PMNR  et  dans  son  opposé 
par  l'arête  QMNÏ  sera  un  plan  mené  par  le  sommet  Sel  lais- 
sant toutes  les  arêtes  d'un  même  côté.  Par  suite,  tout  plan  pa- 
rallèle au  plan  GH  et  situé,  comme  l'angle  polyèdre  SABCDE, 
à  droite  de  GH,  coupera  toutes  les  arêtes  de  cet  angle  sans  pas- 
ser par  le  sommet.  Le  section  sera  donc  un  polygone  ABCDE 
ayant  autant  de  côtés  que  l'angle  polyèdre  a  de  faces,  et  ce 
polygone  sera  convexe;  car,  l'angle  polyèdre  étant  tout  entier 
d'un  même  côté,  par  rapport  au  plan  de  chacune  de  ses  faces, 
ie  polygone  se  trouvera,  par  là  même,  situé  tout  entier  d'un 
même  côté  par  rapport  à  chacune  des  droites  indéfinies  qui 
unissent  deux  sommets  consécutifs  quelconques. 
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560.  Si  l'on  prolonge  au  delà  du  sommet  S  toutes  les  arêtes 
(l'un  angle  polyèdre  SABCDE  [fig.  317),  on  obtient  un  autre 
angle  polyèdre  SA'B'CMJ'E'  qui  est  dit  le  spnétrique  du  pre- 
mier. 

Deux  angles  polyèdres  symétriques  SABCDE,  SA'BT/D'E' 
ont  tous  leurs  cléments  respectivement  égaux  :  les  faces  AFB 
et  A'SB',  BSC  et  B'SC,  ...  sont  égales  deux  à  deux  comme 
angles  plans  opposés  par  le  sommet,  et  les  angles  dièdres  SA 
et  SA',  SB  et  Sr-',  .  . .  sont  égaux  comme  opposés  par  l'arête. 
Mais  la  disposition  des  parties  égales  n'est  pas  la  même  dans 
les  deux  angles  polyèdres.  En  effet,  un  observateur  couché  sur 
TarêteSA,  ayant  la  tête  en  S,  les  pieds  en  A,  et  regardant  l'in- 
térieurde  l'angle  SABCDE,  verrait  les  arêtes  se  présenter  de 

Fi(T.  3i8. 


droite  à  gauche  dans  l'ordre  SB,  SC,  SI),  SE;  tandis  qu'u.n 
observateur  placé  de  la  môme  manière  dans  l'autre  angle 
S  A' B' C  D'E',  c'est-à-dire  couché  sur  SA/,  ayant  la  tête  en  S, 
les  pieds  en  A'  et  regardant  l'intérieur  de  l'angle,  verrait  les 
arêtes  se  succéder  de  droite  à  gauche  dans  Tordre  inverse  SE', 
SD',SC',SB\ 

A  cause  de  cette  différence  de  disposition,  deux  angles 
polyèdres  symétriques,  bien  qu  égaux  dans  toutes  leurs  par- 
ties, ne  sont  pas  superposahles. 

En  effet,  considérons,  par  exemple,  deux  trièdres  symétri- 
ques SABC  et  SA'B'C  [fig,  3i8),  et  supposons,  pour  fixer  les 
idées,  que  l'arête  SC  soit  en  avant  du  plan  ASB,  et,  par  suite, 
que  son  prolongement  SC  soit  en  arrière  du  même  plan.  Il  y  a, 
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deux  manières  différentes  d'essayer  ia  superposition  des  deux 
trièdres. 

i'' Concevons  [ftg.  3i8)  la  perpendiculaire  élevée  par  le 
points  sur  le  plan  ASB,  et  faisons  tourner  le  trièdre  SA'B'  C 
de  i8o  degrés  autour  de  cette  droite  dans  le  sens  de  la  flèche/'; 
l'arête  SA',  qui  dans  ce  mouvement  ne  sort  pas  du  plan  ASB, 
viendra  sur  SA;  de  même  SB'  s'appliquera  sur  SB;  mais  l'arête 
se  restera  toujours  en  arrière  du  plan  ASB;  par  suite,  dans 
sa  nouvelle  position,  le  trièdre  SA'B'C  ne  coïncidera  pas 
avec  SABC. 

2°  Menons  {fig,  319)  ia  bissectrice  xSjde  l'angle  BSA',  et, 
autour  de  cette  droite,  qui  est  située  dans  le  plan  ASB,  faisons 
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tourner  le  trièdre  SA'B'C  de  180  degrés  dans  le  sens  de  la 
(lèche  9.  L'arête  SA'  s'appliquera  sur  SB,  l'arête  SB'  sur  SA,  et, 
par  suite,  la  face  A' SB'  coïncidera  avecBSA  ;  de  plus,  TarêleSC 
viendra  celte  fois  en  avant  du  plan  ASB.  Mais  la  nouvelle  po- 
sition SCi  de  cette  arête  différera  en  général  de  SG  ;  car,  les 
angles  dièdres  suivant  les  arêtes  SA  et  SB  étant  en  général  in- 
égaux, il  en  sera  de  même  des  angles  dièdres  SB  et  SA',  et, 
par  suite,  les  plans  CSB  et  C,SB,  étant  inégalement  inclinés 
sur  le  plan  ASB,  ne  coïncideront  pas. 

On  voit  cependant  que  la  coïncidence  aurait  lieu  si  le  trièdre 
SABC  avait  les  deux  angles  dièdres  SA  et  SB  égaux  entre  eux. 
Car,  dans  cette  hypothèse,  les  plans  Ci  SB  et  CSB  seraient  éga- 
lement inclinés  sur  le  plan  ASB;  ils  tomberaient  donc  l'un 
sur  l'autre;  il  en  serait  de  même  des  plans  CiSA  et  CSA,  el, 
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par  suite,  les  arêtes  SC  et  SC,  se  confondraient.  Observons  d'ail- 
leurs que  la  face  C^SA^,  qui  est  égale  à  ASC,  s'applique  alors  sur 
CSB,  de  sorte  que  l'égalité  des  deux  angles  dièdres  SA  et  SB 
entraîne  celles  des  faces  CSB  et  CSA.  Donc,  en  résumé,  pour 
qu'un  irièdre  soit  superposable  à  son  spnéirique,  il  faut  et  il 
suffit  que  ce  trièdre  ait  deux  angles  dièdres  égaux  ;  et,  dans  un 
tel  trièdre,  les  faces  opposées  aux  dièdres  égaux  sont  égales. 

THÉORÈME. 

567.  Dans  tout  angle  polyèdre,  une  face  quelconque  est 
moindre  que  la  somme  de  toutes  les  autres. 

Il  n'y  a  lieu  à  démontrer  cette  proposition  que  lorsque  la 
face  considérée  est  plus  grande  que  chacune  des  autres. 

Cela  posé,  considérons  d'abord  un  angle  trièdre  SABG 
[fig,  32o).  Dans  la  face  ASB,  que  nous  supposons  plus  grande 
que  chacune  des  deux  autres,  formons  un  angle  ASD  égal  à 
ASC,  et  prenons,  à  partir  de  S,  sur  les  droites  SD  et  SC,  des 
longueurs  SC  et  SD  égales  entre  elles.  Par  le  point  D,  menons 
une  droite  ABD  qui  rencontre  les  arêtes  SA  et  SB  en  A  et  en  B  ; 

Fig.  320.  Fig.  321. 


S 


enfin,  joignons  le  point  C  aux  points  A  et  B.  L'égalité  des  deux 
triangles  ASD,  ASC,  qui  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux 
côtés  égaux,  donne  AD  =  AC;  et  comme  on  a 

AB    ou     AD-f-DB<AC-4-GB, 

on  voit  que  le  segment  BD  est  moindre  que  CB.  Dès  lors, 
les  deux  triangles  CSB,  DSB,  ayant  SB  commun,  SC  —  SD,  et 
DB<BC,  il  faut  (U)  que  l'angle  DSB  soit  moindre  que  CSB. 
Donc,  en  ajoutant  d'une  part  l'angle  ASD  et  de  l'autre  son 
égal  ASC,  on  a 

ASD  -{-  DSB     ou     ASB  <  ASC  -h  CSB. 
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Pour  étendre  le  théorème  au  cas  d'un  angle  polyèdre  quel- 
conque, il  suiTu  de  décomposer  cet  angle  en  irièdres  en  me- 
nant, par  l'une  des  arêtes  SA  et  r)nr  les  nretes  opposées  SC^SI), 
des  plans  diagonaux  ASC,  x\SD  (Jig.  317);  la  démonslration 
est  évidente. 

CoUOfJ.AÏIlE. 

5')S.  Pans  /.oui  anç^h'  tricdre,  à  un  plus  gi'^ind  ^:ng!t^  dièdre 
est  opposer^  uii(-'  plus  grande  face. 

Soll  [Jlg.  3.21)  letrièdre  SADC  dans  lequel  Taiigie  dièdre  S(> 
PS?  p|s:sg;and  que  l'angle  dièdre  SB,  Ou  jioaîA^a  mener  dans  le 
dièdre  SC  et  par  I  arête  SC  un  p'au  CSO  nui  fasse,  avec  le  plau 
(^SB,  un  av^gle  dièdre  égid  au  dièdre  SI>.  Le  irièdre  SBCD  ayant 
d-  ux  dièdres  égaux,  les  (aces  BSD,  CSl),  opposées  à  ces  angles, 
seront  égales   (oCG).  Or  le  îrièdre  ï'V.l)  doinu^ 

ASC<AS1)  -r-DSC; 

on  aura  donc,  en  remplaçant  la  face  DSI]  p;^r  son  égale  Î)SB, 

ASC  •<  ASD  ^-  DSB     ou     ASC  <  ASB. 

En  rapprochant  ce  théorème  de  celui  qui  a  été  démontré 
au  dernier  alinéa  du  n""  56(),  et  en  raisonna  m  comme  au  n°  35, 
on  verra  que  :  rï'cu^roquejîe.nt,  si  nn  angle  irii^dre  a  deux  faces 
égales,  les  dièdres  opposés  à  ces  faces  sont  égaux,  et  si  un 
angle  trièdre  a  deux  faces  inégales,  à  la  plus  grande  face  est 
opposé  le  plus  grand  dièdre. 

SCOLIE. 

5G9.  6"/,  par  le  sommet  S  (dun  an^le  trièdre  SABC,  on  mène  imrdrfite 
SO  à  volonté  dans  V intérieur  de  ce  trièdre,  la  somme  des  angles  OSB,  OSC 
est  moindre  que  la  somme  des  faces  ASB,  ASC. 

6"/  les  deux  faces  d'un  angle  trièdre  sont  respectivement  égales  à  deux 
faces  (Pun  autre  angle  trièdre,  et  si  V angle  dièdre  compris  entre  les  pre- 
mières est  pjlus  grand  que  V angle  dièdre  compris  entre  les  deux  autres^ 
la  troisième  face  du  pi^emier  trièdre  est  plus  grande  que  la  troisième  face 
du  second. 

Cette  dernière  proposition  est  l'analogue  de  celle  du  n°  40.  Elle 
se  démontre  de  la  même  manière.  II  est  inutile  de  faire  de  nou- 
velles   figures;    il    suffit    de  regarder  la  fig.  34    comme    la  section 
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pinne    des  trièrîresque  Ton  con&idère,  les  sommets  de  ces  trièdres  étant 
supposés  en  avant,  par  exemple,  du  plan  des  sections. 

THÉORÈME. 

570.  Dfins  tout  angle  polyldre  convexe  ^  la  somme  des  faces 
est  moindre  que  quatre  angles  droits  [fig*  32?.). 

En  elTet,  soii  ABCDE  un  polygone  convexe  obtenu  en  cou- 
pant l'angle  polyèdre  par  un  plan  qui  rencontre  toutes  les 
ai  êtes  (5G5).  En  ajoulant  les  inégalités 


EAB  ■ 

<  EAS  +  BAS, 

ABG< 

<  AB3  H-  CBS, 

r,cr)  <  r>cs  +  dsg, 

que  fournissent  les  trièdres  A,  B,  C,. . .  (567),  on  voit  que  la 
somme  des  angles  intérieurs  du  polygone  ABCDE  est  moindre 
que  la  somme  des  angles  à  la  base  des  triangles  SAB,  SBC, 
6CD,...,  qui  ont  S  pour  sommet.  Or,  la  somme  des  angles 
tant  intérieurs  qu'extérieurs  du  polygone  convexe  ABCDE  est 
égale  à  la  somme  de  tous  les  angles  des  triangles  dont  S  est 
le  sommet  commun.  Donc,  la  somme  des  angles  en  S  de  ces 
triangles,  c'est-à-dire  la  somme  des  faces  de  l'angle  polyèdre, 
est  moindre  que  la  somme  des  angles  extérieurs  du  polygone, 
c'est-à-dire  moindre  que  quatre  angles  droits. 


SCOLIE. 

• 

571.  Il  résulte  des  deux  théorèmes  précédents  (567,  570)  que,  pour 
qu'un  puisse  former  un  angle  trièdre  avec  trois  faces  données,  il  faut  que 
la  plus  grande  face  soit  inférieure  à  la  somme  des  deux  autres,  et  que  la 
somme  des  trois  faces  soit  moindre  que  quatre  angles  droits.  Nous  allons 
prouver  que  ces  deux  conditions  sont  suffisantes. 
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Soient  (/^-.SâS)  ASB  la  plus  grande  face,  et  ASC,  BSC,  les  deux  autres 
faces  rabattues  dans  le  plan  de  la  première,  de  part  et  d'autre  de  celle-ci; 


se  et  se  sont  les  deux  droites  provenant  du  dédoublement  delà  troisième 
arête. 

Décrivons  du  points  comme  centre  un  arc  de  cercle  CC  de  rayon  ar- 
bitraire ;  cet  arc  sera  moindre  qu'une  circonférence,  puisque  la  somme  des 
trois  faces  données  est  inférieure  à  quatre  angles  droits.  Ce  et  Ce'  étant 
les  cordes  menées  des  points  G  et  G'  perpendiculairement  aux  arêtes  SA 
et  SB,  les  arcs  AC  et  Ac  èont  égaux  entre  eux,  ainsi  que  les  arcs  BG'  et 
Be':  et  comme  chacun  de  ces  arcs  est  moindre  que  AB,  les  points  c  et  e' 
tombent  entre  A  et  B.  De  plus,  l'inégalité 

arc  AB  <  arc  AG  +  arc  BG' 
ou 

arc  AB  <  arc  Ar  -+-  arc  Bc', 

qui  exprime  que  la  plus  grande  face  ASB  est  inférieure  à  la  somme  des 
deux  autres,  montre  que  le  point  e  tombe  entre  B  et  c'.  11  suit  de  là  que 
les  points  G  et  c  sont  de  part  et  d'autre  de  la  corde  Ce';  cette  corde 
coupe  donc  la  corde  Ce  en  un  point  0  situé  à  l'intérieur  du  cercle. 

Élevons  au  point  0  la  perpendiculaire  OM  au  plan  ASB  et,  dans  le 
plan  DOM,  décrivons  du  point  D  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  DG, 
un  arc  de  cercle  qui  coupera  nécessairement  la  perpendiculaire  OM, 
puisque  OD  est  moindre  que  DG.  M  étant  le  point  d'intersection,  menons 
SM  :  le  trièdre  SABM  sera  formé  avec  les  trois  faces  données.  En  effet,  si 
l'on  tire  MD  et  ME,  ces  droites  seront  respectivement  perpendiculaires  sur 
SA  et  sur  SB,  en  vertu  du  théorème  des  trois  perpendiculaires  ;  dès  lors 
les  deux  triangles  SDM,  SDG  sont*  égaux  comme  ayant  un  angle  droit 
compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun  :  on  en  conclut  d'abord 
que  la  face  ASM  est  égale  à  la  face  donnée  ASG,  et  que  l'arête  SM  est  égale 
à  se.  Les  deux  triangles  rectangles  SME,  SG'E  ont  donc  l'hypoténuse 
égale  et  un  côté  commun,  et  leur  égalité  prouve  que  la  face  MSB  est  égale 
à  l'autre  face  donnée  BSG'. 
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THÉORÈME. 

572.  Si  lin  angle  trièdre^k'W Qlest  le  irièdre  supplémentaire 
d'un  angle  trièdre  donné  SABG,  réciproquement  SABC  sera  le 
trièdre  supplémentaire  de  S  A^  B'  C. 

Pour  bien  comprendre  la  définition  du  trièdre  supplémen- 
taire et  l'objet  du  présent  théorème,  il  convient  de  faire  une 
remarque.  Par  un  point  0  d'un  plan  P,  menons  une  perpendi- 
culaire OM  à  ce  plan  et  une  oblique  ON.  Si  les  deux  droites  OM 
et  ON  sont  d'un  même  côté  du  plan  P,  Tangle  MON  qu'elles 
forment  est  aigu  [Jig,  324),  car  il  est  compris  dans  l'un  des 
angles  droits  MOT  ou  MOT'  que  fait  la  perpendiculaire  OM 
avec  la  trace  TOT'  du  plan  MON  sur  le  plan  P.  Si  les  deux 
droites  OM  et  ON  sont  situées  de  part  et  d'autre  du  plan  P, 
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l'angle  MON  est  obtus  [fg,  325),  car  il  contient  l'un  des 
angles  MOT  ou  MOT'.  Donc,  réciproquement,  suivant  que 
l'angle  MON  est  aigu  ou  obtus,  on  peut  affirmer  que  la  perpen- 
diculaire OM  et  l'oblique  ON  sont  d'un  même  côté  du  plan  P 
ou  de  part  et  d'autre  de  ce  plan. 

Cela  posé,  on  nomme  trièdre  supplémentaire  d'un  trièdre 
SABG  [fig,  326)  un  nouveau  trièdre  SA'B'C  formé  delà  ma-- 
nière  suivante  : 

Par  le  sommet  S,  on  élève  une  perpendiculaire  SG'  à  la 
face  ASB,  du  même  côté  que  SG  par  rapport  au  plan  de  cette 
face;  on  mène  SB'  perpendiculaire  àla  face  ASG,  du  même  côté 
que  SB  par  rapport  au  plan  ASG,  et  l'on  trace  enfin  SA'  perpen- 
diculaire à  la  face  BSG,  du  même  côté  que  SA  par  rapport  au 
plan  BSG. 

Il  s'agit  maintenant  de  démontrer  que  le  trièdre  SABG  rc- 


4o 
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suite  du  Irièdre  SA'B'C,  comme  celui-ci  du  premier;  ou,  en 
d'autres  termes,  que  l'.irele  SC,  par  exemple,  est  perpendi^'U- 
laire  à  la  L\ce  A'SB'  et  du  même  côté  que  SC  par  rapport  au 
plan  de  cette  face.  Or,  par  hypothèse,  SA'  est  perpendiculaire 
su  plan  CF.S  et  par  suite  à  SC;  de  même,  SB'  est  perpendicu- 
laire à  SC;  donc  SC  est  perpendiculaire  au  plan  A'SB'.  De 
plus,  se  ayant  été  menée  perpendiculairement  au  plan  ASB  et 
du  côté  de  SC,  l'angle  CSC  est  aigu;  par  suite,  la  perpendicu- 
laire se  au  plan  iV^B'  et  l'oblique  SC  formant  un  angle  aigu, 
ces  deux  droites  sont  situées  d'un  môme  côté  par  rapport  à  ce 
plan  A'SB'. 

THÉORÈME. 

573.  Si  SABC  el  SA'B'C  sont  deux  trièdres  supplémentnireSy 
c flaque  angle  dièdre  de  l'un  de  ces  trièdres  est  le  supplément 
de  la  face  opposée  dans  l'autre  [fig.  327). 

La  démonstration  est  fondée  sur  la  remarque  suivante  : 
Lorsque,  par  un  point  0  pris  sur  l'arête  d  un  angle  dièdre  01, 
on  élève  sur  la  face  lOA  une  perpendiculaire  Ok'  du  même  côté 
du  plan  10  A  que  la  face  lOB,  et  sur  la  face  lOB  une  perpen- 
diculaire OB'  du  même  côté  du  plan  lOB  que  la  face  iOA, 
l'afigle  A'OB'  est  le  supplément  de  l'angle  plan  AOB  qui  mesure 
le  dièdre  [fi g.  828,  329). 

Fij.  3>9. 
I 


Les  quatre  droites  OA,  OB,  OA',  OB',  sont  dans  le  plan  per- 
pendiculaire à  01  mené  par  0;  d'ailleurs,  OA'  perpendiculaire 
au  plan  IOA  doit  être  perpendiculaire  à  OA,  et  de  môme  OB' 
doit  être  perpendiculaire  sur  OB;  les  angles  AOB,  A' OB'  sont 
donc  deux  angles  situés  dans  un  même  plan  et  ayant  leurs 
côtés  perpendiculaires  chacun  à  chacun;  pour  prouver  qu'ils 
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sont  supplémentaires,  il  suffit  de  prouver  qu'ils  sont  toujours 
d'espèce  différente,  c'est-à-dire  l'un  aigu,  l'autre  obtus.  Or, 
cc!a  résulte  de  la  direction  queVénor^cé  impose  aux  perpendi- 
culaires OA'  et  OB'.  En  effet,  si  l'angle  AOB  est  aigu  [fig,  328), 
l'angle  A/OB'  renferme  l'angle  droit  AOA'  et,  par  suite,  est 
obtus;  si  l'angle  AOB  est  obtus  (/g\  329),  l'angle  A'OB'  est 
contenu  dans  l'angle  droit  kOk'  et,  par  suite,  est  aigu. 

Cela  posé,  revenons  aux  trièdres  supplémentaires  SABC, 
SA'B'C^  {fig,  327),  et  considérons,  par  exemple,  le  dièdre  SC. 
La  droite  SB'  est  une  perpendiculaire  à  la  face  CSA  de  ce 
dièdre  du  côté  de  SB,  et  par  suite  du  côté  de  l'autre  face  CSB; 
de  même,  SA'  est  une  perpendiculaire  à  la  face  CSB  du  dièdre, 
du  côté  de  la  face  CSA;  donc,  l'angle  A'SB'  est  le  supplément 
de  l'angle  qui  mesure  le  dièdre  SC  ou,  plus  brièvement,  le 
supplément  du  dièdre  SC.  On  procéderait  de  même  pour  les 
dièdres  SA  et  SB. 

Puisque  les  deux  trièdres  SABC,  SA'BX'  se  déduisent  l'un 
de  Tautre  par  la  même  construction,  il  est  clair  que  la  pro- 
priété qui  vient  d'être  établie  pour  les  dièdres  du  premier 
s'étend  aux  dièdres  du  second.  D'ailleurs,  la  démonstration 
serait  la  même. 

C'est  en  raison  de  celte  double  propriété  que  les  deux  triè- 
dres ont  été  appelés  supplémentaires. 

SCOL'E. 

ïûl.  Désignons  par  a,  b^  c  les  nombres  qui  mesurent  les  faces,  et  par 
A,  B,  C  les  nombres  qui  mesurent  les  angles  dièdres  d'un  angle  trièdre, 
]  angle  droit  étant  pris  pour  unité  d'angle.  Les  nombres  a',  //,  r',  qui 
mesureront  les  faces,  et  ceux  A',  B',  C'qui  mesureront  les  angles  dièdres 
du  trièdre  supplémentaire,  seront  donnés  par  les  formules 

a'  =^  1  —  A,     A'  =  '1  —  ^/, 

b'  =^1—  B,       B'-::  'l~b, 

c'  =  '1  —  c,      Çl  =  1  —  c. 

Si  l'on  connaît  une  propriété  quelconque  d'un  angle  trièdre,  c'est-à- 
dire  une  relation  entre  les  éléments  «,/?/,  c,  A,  B,  C  do  cette  figure,  en 
appliquant  cette  relation  aux  éléments  «',  b\  c',  A',  B',  C  du  trièdre  sup- 
plémentaire, puis  en  remplaçant  ces  éléments  par  leurs  valeurs  tirées  des 
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formules  précédentes,  on  aura  une  relation  nouvelle  entre  a,  b,  r,  A,  B,  C, 
c'est-à-dire  une  nouvelle  propriété  du  trièdre  primitif. 

De  môme,  toute  propriété  relative  à  plusieurs  trièdres  comlidra,  par  la 
considération  des  trièdres  supplémentaires  des  proposés,  à  une  propriété 
nouvelle  de  ce  s^^stème  de  trièdres. 

On  conçoit  par  là  l'importance  du  théorème  précédent.  Voici  d'ail- 
leurs quelques  applications  de  la  méthode  générale  que  nous  venons 
d'indiquer. 

575.  Nous  avons  vu  (570)  que  la  somme  des  faces  d'un  trièdre  était 
toujours  comprise  entre  zéro  et  quatre  angles  droits.  Cherchons  le  théo- 
rème correspondant,  ou,  comme  on  dit,  le  théorème  corrélatif.  Considé- 
rons à  cet  etfet  le  trièdre  supplémentaire  du  proposé  ;  r/',  //,  c'  étant  ses 
faces,  on  w 

Par  suite,  A.  B,  C  étant  les  dièdres  du  trièdre  proposé,  on  a 

o<(^- A)-h(2-B)-i-(2-C)<4, 
ou 

G>A  +  B-i-C>  2. 

Ainsi,  la  proposition  demandée  est  la  suivante  :  Dans  tout  trièdre,  la 
somme  des  angles  dièdres  est  comprise  entre  deux  droits  et  six  droits. 

Nous  avons  vu  encore  (567)  que,  dans  tout  trièdre,  la  plus  grande  face 
est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres  :  quel  est  le  théorème  cor- 
rélatif? 

Soient  a'J)\  c'  les  faces  du  trièdre  supplémentaire  du  trièdre  considéré. 
a'  étant  la  plus  grande,  on  a 

a'  <  /;'  H-  c'  ; 

par  suite,  si  A,  B,  C  sont  les  dièdres  du  trièdre  proposé,  on  aura 

0. -A<(2-B) -+-('2-C),     ou    A-+-2>B-f-C. 

D'ailleurs,  le  supplément  d'un  angle  diminuant  quand  cet  angle  augmente, 
A  doit  être  le  plus  petit  des  dièdres  A,  B,  C,  puisque  a'  est  la  plus  grande 
des  faces  «',  h' ,  c'.  Donc,  enfin,  la  proposition  demandée  est  la  suivante  : 
Da?}s  tout  trièdre,  le  plus  petit  angle  dièdre,  augmenté  de  deux  droits, 
est  plus  grand  cpie  la  somme  des  deux  autres  dièdres. 

576.  En  résumé,  pour  qu'on  puisse  former  un  angle  trièdre  avec  trois 
dièdres  donnés  A,  B,  C,  d  faut  que  leur  somme  soit  comprise  entre  deux 
droits  et  six  droits,  et  que  le  plus  petit  augmenté  de  deux  droits  soit 
supérieur  à  la  somme  des  deux  autres. 
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Ces  conditions  sont  suffisantes  ;  car,  quand  elles  sont  remplies,  les  sup- 
pléments a\  b\  c'  des  angles  donnés  A,  B,  C  satisfont  aux  deux  condi- 
tions du  n°  57i.  On  peut  donc,  avec  les  trois  faces  r/,  b' ,  c\  construire 
un  trièdre;  par  suite,  en  construisant  le  trièdre  supplémentaire  de 
celui-là,  on  aura  un  trièdre  dont  les  dièdres  seront  les  angles  donnes 
A,  B,  G. 

THÉORÈME. 

577.  Deux  angles  trièdres  sont  égaux  : 

1°  Lorsqu'ils  ont  une  face  égale  adjacente  à  deux  angles 
dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et  seniblablenient  disposés; 

?."  Lorsqu'ils  ont  un  angle  dièdre  égal  compris  entre  deux 
faces  égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  disposées; 

3°  Lorsqu'ils  ont  leurs  faces  égales  chacune  à  chacune  et 
semblablement  disposées; 

4°  Lorsqu'ils  ont  leurs  angles  dièdres  égaux  chacun  à  chacun 
et  semblablement  disposés, 

i"  Soient  les  deux  trièdres  SABC  et  S' A'B'C  [fig.  33o).  Par 
hypothèse,  k  face  ASB  est  égale  à  la  face  A'S'B',  les  angles 

Fig.  33o. 


dièdres  SA  et  S'A'  sont  égaux  entre  eux,  ainsi  que  les  dièdres 
SB  et  S'B'.  On  suppose  en  outre  que  la  disposition  est  la 
même,  c'est-à-dire  que,  si  un  observateur  dont  la  tête  est  en  S, 
le  dos  appuyé  sur  la  face  ASB  et  le  regard  dirigé  vers  SC,  a 
l'arête  SA  à  sa  gauche  et  l'arête  SB  à  sa  droite,  un  autre  observa- 
teur, dont  la  tête  serait  en  S',  le  dos  appuyé  sur  la  face  A'S'B' 
et  le  regard  dirigé  vers  S'C,  aurait  l'arête  S'A'  à  sa  gauche  et 
l'arête  S'B'  à  sa  droite. 

Dans  ces  conditions,  les  deux  trièdres  sont  égaux,  c'est-à- 
dire  superposables.En  efîel,  si  l'on  place  la  face  A'S'B'  sur  son 
égale  ASB,  de  façon  que  S'A' coïncide  avec  SA  et  S'B' avecSB,^ 
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l'arête  S'C  tombe,  par  rapport  au  plan  ASB,  du  même  coté 
O'ie  se,  sans  quoi  la  disposition  des  cléments  serait  différente 
dans  les  deux  Irièdres.  Alors,  les  dièdres  S\  el  S'A'  étant 
égaux,  le  plan  A'S'C  s'applique  sur  le  plan  ASC;  de  môme,  les 
dièdres  SB  cl  S'l]'  étant  égaux,  le  plan  B'S'C  s'applique  sur  le 
plan  ESC;  donc,  enfin,  les  arêtes  S''C'  et  SG  se  confondent  et 
les  deux  trièdres  coïncident. 

2"  Ledeiixième  cas  résulte  du  précédent, dont  il  est  le  corré- 
latif {^^].  En  effet,  les  deux  trièdres  supplémentaires  des 
proposés  ont  une  face  égale  adjacente  à  deux  dièdres  respecli- 
vement  égaux  et  semblablemenl  disposés;  ils  sont  donc  super- 
posables  et,  par  suite,  il  en  est  de  même  des  trièdres  pri- 
mitifs. 

D'ailleurs,  la  démonstration  directe  n'offre  aucune  difficulté; 
on  voit,  par  un  raisonnement  analogue  au  précédent  (  i°),  que 
la  superposition  est  possible,  si,  conformément  à  l'hypothèse, 
la  disposition  des  éléments  est  la  même. 

3^  Pour  le  troisième  cas,  on  pourrait  prouver  par  l'ab- 
surde que  le  dièdre  SB,  par  exemple,  est  égal  au  dièdre  S'B', 
en  s'appuyant  sur  le  second  théorème  énoncé  au  n''  56i). 

Voici  d'ailleurs  une  démonstration  directe  : 

Soient  SABG  et  S'A'B'C  les  deux  irièdres;  il  suftit  évidem- 
ment de  démontrer  l'égalité  de  deux  dièdres  homologues,  des 
dièdres  SA  et  S'A',  par  exemple. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  faces  ASB,  ASC,  qui  com- 
prennent le  dièdre  SA,  soient  deux  angles  aigus.  En  un  point 
quelconque  0  de  l'arête  SA,  formons  {fig^  33i)  l'angle  plan 
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correspondant  à  l'angle  dièdre  SA;  en  d'autres  termes,  élevons 
par  le  point  0  des  perpendiculaires  sur  SA  dans  les  plans  ASB 
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el  ASC  ;  les  angles  ASB  el  ASC  étant  aigus,  ces  perpendiculaires 
rencontrent  les  arêtes  Sr>  et  SC  en  deux  points  M  elN  que  nous 
joindrons  par  une  ligne  droite.  Prenons  S'O'  ==  SO  et  construi- 
sons de  même  en  0'  l'angle  pian  M'O'N'  du  dièdre  S'A'.  Il  s'agit 
de  démontrer  l'égalité  des  deux  angles  plans  MON  et  M'O'Ps'. 
Or  les  ileux  triangles  rectanglcsSOM,  S^O'M'soiit  égaux  comme 
ayant  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  :  il  en  est  de 
li-éme  des  triangles  SON  el  S'O'N'  ;  par  suite,  les  deux  trian- 
gles SMN,  S'M'N'  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés 
égaux,  et  enfin  les  deux  triangles  OMN,  0  M'N'  ont  les  trois 
rôles  égaux  cliacun  à  chacun.  L'égalité  de  ces  derniers  triangles 
entraîne  celle  des  deux  angles  i\]ON,  M'O'N'. 

Supposons  en  second  lieu  que  les  deux  angles  ASB  et  ASC, 
qui  comprenneiU  le  dièdre  Sx\,  soient  quelconques,  et  prenons 
six  longueurs  égales  SA  =SB=:SC  =  S'■ii'=:S'B'  =  S'C^à  partir 
des  sommets,  sur  les  arêtes  des  deux  trièdres  [Jif^.  332). 


Les  triangles  isocèles  ASB  et  A'S'B',  ESC  et  B'SX',  CSA  et 
C'S'A'sont  égaux  deux  à  deux  comme  ayant  un  angle  égal 
compris  entre  deux  côtés  égaux;  par  suite,  les  triangles  ABC, 
A'B'C  sont  égaux  comme  ayant  les  trois  côtés  égaux  chacun  à 
chacun.  D'après  cela,  les  deux  trièdres  A  et  A'  ont  leurs  faces 
respectivement  égales;  d'ailleurs,  les  angles  SAB,  SAC,  q;ii 
comprennent  le  dièdre  AS,  sont  aigus  comme  angles  à  la  base 
de  triangles  isocèles;  donc,  en  vertu  du  raisonnement  fait  dans 
l'alinéa  précédent,  le  dièdre  AS  est  égal  au  dièdre  A' S'.  f 

4"^  Le  dernier  cas  résulte  du  précédent  dont  il  est  le  corré- 
latif. En  effet,  les  deux  trièdres  supplémentaires  des  proposés 
ont  leurs  faces  respectivement  égales  et  semblablement  dispo- 
sées; ils  sont  donc  superposablcs,  et,  par  suite,  il  en  est  de 
même  des  trièdres  primitifs. 
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SCOLIE. 

578.  Si,  dans  chacun  des  quatre  cas  examinés,  la  disposi- 
tion des  élémenls  égaux  était  différente  dans  les  deux  trièdres, 
il  n'y  aurait  plus  égalité,  mais  seulement  symétrie.  En  effet, 
soient  T  et  T' les  deux  trièdres  proposés,  et  Tt  le  symétrique 
de  T,  c'est-à-dire  celui  que  l'on  déduit  de  T  en  prolongeant 
SCS  arêtes  au  delà  du  sommet  (j^^^\  33oj.  Les  trièdres  T  et  T,  ont 
leurs  éléments  égaux  et  inversement  disposés;  par  suite, 
comme  ï  et  T'  remplissent  par  hypothèse  toutes  les  conditions 
de  l'un  des  cas  d'égalité,  sauf  celle  relative  à  la  disposition  des 
parties  égales,  les  trièdres  T'  et  ït  satisferont  à  toutes  les  con- 
diiions  de  ce  cas  d'égalité  :  ils  seront  donc  superposables  ;  d'où 
l'on  voit  que  ï'  est  alors  superposable  au  symétrique  de  ï. 

579.  Nous  avons  suffisamment  signalé  dans  le  courant  de  ce 
paragraphe  l'analogie  entre  certaines  propriétés  des  trièdres  et 
des  triangles  rectilignes.  11  importe  toutefois  d'observer  en  ter- 
minant que,  si,  à  toute  propriété  des  triangles  répond  une  pro- 
])riété  des  trièdres,  la  réciproque  n'est  pas  vraie;  par  exemple, 
tandis  que  l'égalité  des  angles  dièdres  de  deux  trièdres  entraîne 
régalité  de  leurs  faces,  l'égalité  des  angles  de  deux  triangles 
n'entraîne  que  la  proportionnalité  des  côtés. 
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QUADRILATÈRE   GAUCHE. 

580.  On  dit  qu'un  quadrilatère  ABCD  [fig.  333)  est  gaucJie\Qï?>(\\xQ  ses 
quatre  côtés  ne  sont  pas  dans  un  môme  plan.  Pour  obtenir  une  pareille 
figure,  il  suffit  d'assembler  deux  triangles  ABC,  ADC,  ayant  un  côté  com- 
mun AC,  de  façon  que  leurs  plans  ne  coïncident  pas. 

THÉORÈME. 

581 .  Quand  un  plan  P  rencontre  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère 
gauche  ABCD  en  quatre  points  a^h^  c^d  [fig.  ^3"^),  on  a  la  relation  seg- 
mentaire 

«A    ^    rC    d^ _ 
^'^  «B'Z^C'cD*r/A       ''"^* 
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En  effet,   en  appliquant  le  théorème  de  Ménélaiis   (310)  aux  deux 
triangles  ADC  et  ADC  coupés  respectivement  par  les  deux  transversales  nb 

FijT.  333. 


et  cd^  et  remarquant  que  les  deux  droites  ab  et  cd  se  rencontrent  an 
point  s  où  la  diagonale  x\C  perce  le  plan  P,  on  a  les  égalités 

^A    Z^    £C_         ^   <a)  zk___ 
ai'  bC'^k"  ^'      rD'r/A'rC  ~  ^' 

dont  le  produit  est  précisément  la  relation  (  i). 

582.  RÉCIPROQUEMENT,  si  siir  les  quatre  côtés  d'un  qiiadrdatère gauche 
ABCD,  on  prend  quatre  points  <?,  b^  c,  <-/,  tels  qu^on  ait  la  relation  [\)^ces 
quatre  points  sont  dans  un  même  plan  [fig.  334). 

Car  le  plan  P,  déterminé  par  les  trois  points  b^  c,  r/,  rencontre  le  côté  AB 
en  un  point  <?',  tel  qu'on  ait  (581  ) 

^'A   ^   ;^    ^  „ 

La  comparaison  de  cette  relation  avec  la  relation  (i),  qui  a  lieu  par 
hypothèse,  donne 

ak  __  a' A 

et  cette  proportion  entraîne  (303)  la  coïncidence  des  points  a'  et  a. 

Corollaires. 

583.  La  relation  (  i  )  est  satisfaite  lorsqu'on  a 

ak_cY)  bB       dX 

aB~~7C      ^^     IC^dY)' 

De  là  ce  théorème  :  Si  une  première  droite  ac  divise  proportionnelle^ 
ment  deux  côtés  opposés  AB  et  BCd'un  quadrilatère  gauche  ABCD,  et  si 
une  seconde  droite  bd divise  proportionnellement  les  deux  autres  côtésBC 
et  AD,  ces  deux  droites  sont  dans  un  même  plan  [fig,  334). 

Dans  le  cas  particulier  où  le  plan  transversal  P  est  parallèle  aux  deux 
côtés  opposés  BC  et  AD,  les  deux  points  ^  et  c^  passent  à  l'infini,  les 
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deux  lapnoris  7-^  et -7,  so  reaiusciiî  a  1  unité,  cl  la  relation  [i  1  dcvirnl 

Dwîic:  Tout  p'dn  \* ,  ])(irallcu'  a  deux  côtes  ojjpnsés  BG  et  AD  (F un 
{juddrilaîèrc  ^{iiiclic  AECD,  divise  pn/ponio/:ncllc/]U'/it  les  deuj  autre;: 
voies . 

La  démonstrolion  directe  de  ce  thcorème  est  d'aillesirs  très-simple^  : 
si,  par  clîacuî.e  des  droites  EC  et  AD,  on  imagine  un  plan  parallèle  ve\ 
plan  P,  on  a  deux  droites  AB  et  CD  coupées  [lar  trois  plans  parallèle.^  ; 
donc  (510),  etc. 

Réci;  roiiiiomerd  :  Toute  droite  nc^  cjui  divise  pr)j)()rîinnn( llemeiitdeu.r 
côtés  opposés  AB  et  CD  dé  un  {piadrilatère  gauche  ABCD,  est  située  dans  un 
plan  paradèle  aux  deux  autres  côtés  AD  et  BG.  Car,  si  Ton  imagine  le  pl,;ii 
mené  par  c  parallèlement  aux  droites  AD  et  BG,  ce  plan  doit,  en  ver'u  Cm 
théorème  direct,  diviser  le  côté  x\B  enpartir'S  proportionnelles  à  rC  et  ^.l'  ; 
ce  plan  contient  donc  le  point  a  et,  par  suite,  la  droite  ce. 


RAPPOP.T   ANÏIÂUMOXIQUE    DE   QUATRE    PLAXS. 

581.  Il  est  aisé  de  voir  que,  lorsejuc  ciuatre  plans  A,  B,  G,  D  passent 
var  une  même  droite,  le  rapport  anJuirmondjuc  du  jaisceeui  de  quatie 
droites  déternnr>é  par  un  plan  transversal  cjueleon(p(e  est  indépendant  de 
la  position  de  ce  plan  trcmsversal.  Car  les  quatre  droites  r/,  b,  c.  d.  dé- 
terminées piir  un  premier  plan  P,  et  les  quatre  droites  a\  b\  c\  d\  dé- 
terminées [:ar  un  second  plan  P',  se  coupent  deux  à  deux  en  quatre  poinis 
a,  f',  7,  0,  situés  sur  Tintersection  des  deux  plans  P  et  P',  et  le  rapjîort 
anharmonique  des  points  a,  p,  7,  §  est  é-;al  (321)  à  celui  des  droitî's 
rz,  b,  r,  r/,  aussi  bien  qu'à  cehii  des  droites  a\  b\  c\  d'. 

D'après  cela,  on  donne  le  nom  de  rapport  (mJuu-monique  d'un  Jaiseeau, 
de  ([uatre  plans  passant  par  une  même  droite  à  tout  rapport  anharmo- 
nique du  faisceau  de  quatre  droites  déterminé  par  un  plan  transversal 
quelconque. 

585.  Lo?\sque  cjuatT^e  plans  passeïU  par  une  même  droite,  toute  trans- 
versale les  reJîcontre  en  cjuatre  points  do/it  le  rapport  anJiarmonicjue  est 
c^al  à  celui  des  quatre  plans.  Car  ces  deux  rapports  ne  sont  autres  que 
celui  du  faisceau  de  quatre  droites  déterminé  par  un  plan  quelconque 
contenant  la  transversale  (321,  58i). 

Un  faisceau  de  quatre  plans,  A,  B,  C,  D,  passant  par  une  même 
droite,  est  dit  luumoniqae  lorsque  le  rapport  anharmonique  (A,  B,  G,  D) 
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de  ces  quatre  plans  est  égal  à  —  i.  Alors,  tout  plan  transversal  ou  toute 
sécante  détermine  un  système  harmonique  de  quatre  droites  ou  de 
quatre  points. 

PROJECTION    CETS'ÏRVLE    OU    PERSPECTIVE. 

586.  Le  théorème  du  n"  527,  relatif  à  la  projection  d'une  droite  sur  un 
plan,  subsiste  lorsque  les  projetantes  des  divers  points  de  la  droite  sont 
obliques  au  plan,  pourvu  qu'elles  soient  parallèles  entre  elles  ou  qu'elles 
divergent  d'un  môme  point  de  Fespace;  car  les  projetantes  sont  encore, 
dans  l'un  ou  l'autre  cas,  situées  toutes  dans  le  plan  de  Tune  d'elles  et  de 
la  droite  que  l'on  projette. 

On  est  ainsi  conduit  à  étendre  le  sens  du  moi  projection. 

La  projection  m  d'un  point  M  sur  un  plan  P  est  dite  orthogonale, 
oblique  ou  centrale,  suivant  que  la  projetante  Wm  est  perpendiculaire 
au  plan  P,  ou  qu'elle  est  parallèle  à  une  direction  fixe  oblique  à  ce  plan, 
ou  enfin  qu'elle  est  issue  du  point  fixe  S  de  l'espace. 

La  projection  orthogonale,  oblique  ou  centrale  d'une  figure  est  le  lieu 
des  projections  orthogonales,  obliques  ou  centrales  de  ses  divers  points, 
en  supposant,  bien  entendu,  dans  les  deux  derniers  cas,  que  la  direc- 
tion oblique  des  projetantes,  ou  que  le  centre  S  de  projection  ne  change 
pas  quand  on  passe  d'un  point  à  un  autre  de  la  figure  que  l'on  projette. 

Ld,  perspective  d'une  figure  sur  un  tableau  P  n'est  autre  chose  que  la 
projection  centrale  de  cette  figure  sur  le  plan  P,  la  position  de  l'œil 
étant  prise  pour  centre  S  de  projection. 

D'après  cela,  le  théorème  du  n"  585  peut  encore  être  énoncé  de  la 
manière  suivante  : 

Lorsque  quatre  droites  concourantes  sont  situées  dans  un  même  plan, 
si  Von  construit  leur  projection  orthogonale,  oblique  ou  centrale,  sur  un 
plan  quelconque,  on  obtient  quatre  droites  concourantes  dont  le  rapport 
anharmonique  est  égcd  à  celui  des  quatre  premières . 

Le  théorème  du  n*"  530,  relatif  aux  projections  de  deux  droites  paral- 
lèles, subsiste,  ainsi  que  la  démonstration,  pour  la  projection  oblique; 
mais  il  cesse  d'être  vrai  pour  la  projection  centrale.  Nous  allons,  à  cette 
occasion,  donner,  sur  la  projection  centrale  ou  perspective,  quelques 
définitions  et  quelques  principes  fondamentaux  qu'il  est  indispensable 
de  connaître. 

587.  On  nomme  droite  de  front  toute  droite  parallèle  au  tableau,  et 
plan  de  front  tout  plan  parallèle  au  tableau. 

On  appelle  trace  d*une  droite  D  le  point  t  où  elle  rencontre  le  ta- 
bleau P  (/%•.  335),  et  trace  d'un  plan  la  droite  suivant  laquelle  ce  plan 
coupe  le  tableau.  Une  droite  de  front  n'a  pas  de  trace,  ou  plutôt  sa  trace 
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est  à  rinfini  ;  il  en  est  de  même  d'un  plan  de  front.  Quand  une  droite  SF 
passe  par  le  centre  S  de  projection,  sa  perspective  se  réduit  à  un  point/, 
qui  est  sa  trace.  Quand  un  plan  passe  par  le  centre  de  projection,  tous 
les  points  de  ce  plan  ont  donc  leurs  perspectives  sur  la  trace  du  plan. 

On  nomme  point  de  fuite  d'une  droite  D  non  parallèle  au  tableau  la 
trace  /de  la  parallèle  S/menée  à  cette  droite  par  le  centre  S  de  projec- 
tion. Quand  un  point  M  s'éloigne  de  plus  en  plus  sur  la  droite  D,  la 
projetante  SM  de  ce  point  tend  vers  la  position  S/  et  la  perspective  m 
du  point  M  tend  vers  /;  le  point  de  fuite  /d'une  droite  D  est  donc  la 
perspective  da  point  à  l'infini  de  cette  droite. 

Lorsque  plusieurs  droitesD,\)\  D'', . .  .^  non  parallèles  au  tableau,  sont 
parallèles  entre  elles,  elles  ont  le  môme  point  de  fuite  ;  leurs  perspec- 
tives d,  d' ,  d', . . .  concourent  donc  en  ce  point/ 

Une  droite  de  front  A  n'a  pas  de  point  de  fuite,  ou  plutôt  son  point  de 
fuite  est  à  l'infini;  elle  di  pour  perspective  une  droite  o  qui  lui  est  parcd- 
lèle,  car  son  plan  projetant,  passant  par  une  droite  A  parallèle  au  tableau, 
coupe  le  tableau  suivant  une  parallèle  S  à  cette  droite.  11  résulte  de  là 
que,  si  plusieurs  droites  de  front  sont  parallèles,  leurs  perspectives  sont 
parallèles. 

Fio-.  335.  Tm,  336. 


"^  t" 


Les  droites  de  front,  parallèles  entre  elles,  ne  sont  pas  les  seules  droites 
qui  aient  leurs  perspectives  parallèles.  Pour  que  des  droites  D,  D', 
D%  . . .  {/ig>  336  )  aient  leurs  perspectives  d,  d'  ,d\  ...  parallèles  entre  elles, 
il  faut  et  il  suffit  qu'elles  rencontrent  une  même  droite  de  front  SU  pas- 
sant par  le  centre^  de  projection.  En  effet,  la  condition  est  nécessaire; 
car,  si  les  traces  d^  d\  d\  . , ,  des  plans  projetants  S^<^,  S?'^',  ^fcV 
sont  parallèles,  ces  plans  se  coupent  suivant  une  droite  SU  parallèle 
(500)  à  d,  d\  d%  . . .,  c'est-à-dire  suivant  une  droite  de  front  qui  ren- 
contre chacune  des  droites  D,  D',  D% La  condition  est  suffisante; 

car,  si  elle  est  remplie,  les  plans  projetants  S«D,  Sa'D',  Sa''D^..., 
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passant  tous  par  une  même  droite  de  front  SU,  auront  leurs  traces  d,  d\ 
d\  . . .  parallèles  à  cette  droite  (495).  On  retombe  sur  le  même  résultat 
que  celui  obtenu  dans  le  cas  très  particulier  signalé  d'abord,  lorsque  les 
droites  D,  D',  D%"  . . .  rencontrent  à  l'infini  la  droite  de  front  SU. 

588.  On  appelle  ligne  de  fuite  d'un  plan  Q,  non  parallèle  au  tableau  P, 
la  trace  FFi  du  plan  Qi^  mené  par  le  centre  S  de  projection  parallèle- 
ment au  plan  Q  {fig,  387).  Plusieurs  plans  parallèles  ont  donc  la  même 
ligne  de  fuite. 

Fig.   337. 


Quand  une  droite  D  est  parallèle  à  un  plan  Q  ou  située  dans  ce  plan, 
son  point  de  fuite  f  est  sur  la  ligne  de  fuite  FFi  du  plan;  car  la  paral- 
lèle S/ à  D,  menée  par  S,  est  contenue  dans  le  plan  Qi  (497). 

Les  points  à  l'infini  de  toutes  les  droites  du  plan  Q  ont,  d'après  cela, 
leurs'perspectives  sur  la  ligne  de  fuite  FFi  de  ce  plan  et,  comme  la  per- 
spective d'une  ligne  plane,  dont  le  plan  ne  contient  pas  le  centre  S  de 
projection,  n'est  une  droite  qu'autant  que  cette  ligne  est  droite  elle- 
même,  on  voit  qu'o/2  est  conduit  à  considérer  tous  les  points  à  Vinjini 
d'un  plan  Q  comme  étant  en  ligne  droite.  On  nomme  cette  droite  la 
droite  de  V infini  du  plan  Q. 
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LIVRE  VI. 

LES   POLYÈDRES. 


§  L  —  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  ET  AIRE  LATÉRALE 
DU  PRISME. 

DÉFINITIONS. 

589.  On  appelle  polyèdre  tout  corps  terminé  de  toutes  paris 
par  des  plans. 

Ces  plans,  en  se  limitant  mutuellement,  déterminent  les 
arêtes,  les  faces  et  les  sommets  du  polyèdre.  Les  angles  diè- 
dres et  polyèdres  formés  par  les  faces  sont  les  angles  dièdres 
et  polyèdres  de  la  figure.  Le  polyèdre  a  pour  diagonales  les 
droites  qui  unissent  deux  sommets  quelconques  non  situés 
sur  une  même  face. 

On  a  donné  des  noms  particuliers  à  certains  polyèdres  d'a- 
près îe  nombre  de  leurs  faces  -.ainsi,  tout  polyèdre  ayant 
quatre  faces  est  un  tétraèdre.  Les  noms  hexaèdre,  octaèdre, 
dodécaèdre,  icosaèdre  correspondent  aux  polyèdres  de  six, 
huit,  douze,  vingt  faces. 

590.  Un  polyèdre  est  convexe,  lorsqu'il  reste  tout  entier 
d'un  même  côté  de  chacune  de  ses  faces  prolongées  indéfini- 
ment. 

Une  droite  quelconque  ne  peut  rencontrer  la  surface  d'un 
polyèdre  convexe  en  plus  de  deux  points.  Car  tout  plan  mené 
suivant  celte  droite  rencontre  nécessairement  la  surface  du  po- 
lyèdre suivant  un  polygone  convexe  (26),  dont  le  contour  a, 
avec  la  droite  donnée,  les  mêmes  points  d'intersection  que  la 
surface  du  polyèdre. 

Dans  ce  qui  suit,  11  n'est  question  que  de  polyèdres  convexes. 
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591.  Parmi  les  polyèdres,  on  distingue  le  prisme  ella/^jra- 
mide. 

Le  prisme  est  un  polyèdre  compris  sous  plusieurs  plans  pa- 
rallélogrammes réunis  entre  eux  par  deux  faces  opposées 
égales  et  parallèles. 

On  conslruil  un  prisme  de  la  manière  suivante  : 

Soîl  {fig.  338)  ABGDE  un  polygone  plan  quelconque.  Par  le 
sommet  A,  menons  extérieurement  au  plan  de  ce  polygone  la 


Fin;.   338. 
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A 

B           C 

droite  AF  et,  par  le  point  F,  un  plan  parallèle  au  plan  ABCDE; 
puis,  par  les  sommets  B,  C,  D,  E,  traçons  jusqu'à  la  rencontre 
du  plan  mené  par  le  point  F  les  droites  BG,  CH,  Dl,  EK,  pa- 
rallèles à  AF.  Ces  droites  sont  toutes  égales  à  AF  (  509);  toutes 
les  faces  ABGF,  BCIIG,  CDiH,  etc.,  sont  donc  des  parallélo- 
grammes. De  plus,  les  deux  polygones  parallèles  ABCDE, 
FGIilK  sont  égaux  comme  ayant  leurs  côtés  égaux  et  paral- 
lèles. Le  polyèdre  obtenu  est  donc  un  prisme. 

592.  Si  la  droite  AF  est  perpendiculaire  au  plan  ABCDE,  le 
prisme  est  droit;  sinon,  il  est  oblique. 

Les  droites  AF,  BG,  CH,  . . .  sont  les  arêtes  latérales  du 
prisme,  et  la  somme  des  faces  parallélogrammes  ABGF, 
BCHG,    . . .   forme  son  aire  latérale. 

Le  prisme  a  pour  bases  les  deux  polygones  égaux  et  paral- 
lèles ABCDE,  FGUIK,  et  sa  hauteur  est  la  distance  des  plans 
de  ses  deux  bases. 

593.  Dans  un  prisme  droit,  chaque  arête  latérale  est  égale 
à  la  hauteur.  Les  faces  latérales  d'un  prisme  droit  sont  des 
rectangles. 
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Dans  un  prisme  obiiquc,  la  hauteur  est  moindre  que  l'arête 
latérale. 

Un  prisme  régulier  est  un  prisme  droit  qui  a  pour  bases  des 
polygones  réguliers. 

594.  Suivant  que  les  bases  d'un  prisme  sont  des  triangles, 
des  quadrilatères,  des  pentagones,  des  hexagones,  etc.,  le 
prisme  est  dit  triangulaire  y  quadrangulaire ,  pentagonal, 
hexagonal,  etc. 

595.  Parmi  les  prismes  quadrangulaires,  on  distingue  celui 
qui  a  pour  bases  des  parallélogrammes^^  et  on  lui  donne  le 
nom  de  parallélipipède.  Toutes  les  faces  d'un  parallélipipède 
sont  des  parallélogrammes  {fig.  SSq). 

Un  parallélipipède  peut  être  droit  ou  oblique  (5921. 

Parmi  les  parallélipipèdes  droits,  on  distingue  le  parallé- 
lipipède rectangle,  dont  les  bases  sont  des  rectangles.  Toutes 
les  faces  d'un  parallélipipède  rectangle  sont  des  rectangles 

ijig-  34o). 

On  nomme  cube  le  parallélipipède  rectangle  dont  les  bases 
et  les  faces  latérales  sont  des  carrés,  nécessairement  égaux 
(/g-.  34i). 

On  remarquera  que  la  perspective  déformant  les  angles,  la 
fig.  S/jO.  représente  aussi  bien  un  parallélipipède  droit  qu'un 
parallélipipède  rectangle. 


Fm.  Uu 


596.  De  même  qu'on  appelle  dimensions  d'un  rectangle  les 
longueurs  de  deux  côtés  adjacents,  on  appelle  dimensions  d'un 
parallélipipède  rectangle  les  longueurs  de  trois  arêtes  conti- 
guës,  c'est-à-dire  partant  d'un  même  sommet.  Le  parallélipi- 
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pède  rectangle  AG  {fig-  S/Jo)  a  pour  dimensions  les  longueurs 
des  arêtes  AB,  AD,  AE. 

THÉORÈME. 

597.   Les  faces  opposées  d'un  parallélipipède  sont  égales  et 
parallèles. 

Soit  [fig,  342  )  le  parallélipipède  AG.  Ses  bases  ABCD,  EFGH 
sont,  par  définition,  des  parallélogrammes  égaux  et  parallèles. 


11  faut  donc  prouver  seulement  que  deux  faces  latérales  op~ 
posées,  ADUE  et  BCGF  par  exemple,  remplissent  la  même 
condition.  Or,  AD  et  BG  sont  égaux  et  parallèles  comme  côtés 
opposés  du  parallélogramme  ABCD;  AE  et  BF  sont  aussi  égaux 
et  parallèles  comme  côtés  opposés  du  parallélogramme  ABFE. 
Par  suite,  les  deux  angles  DAE  et  CBF  sont  égaux  et  leurs 
plans  sont  parallèles.  Les  deux  parallélogrammes  ADIÎE, 
BCGF  sont  donc  égaux  et  parallèles. 

Corollaires. 

598.  Le  parallélipipède  étant  un  prisme  compris  sous  six 
faces  parallélogrammes  dont  les  opposées  sont  égales  et  pa- 
rallèles, on  peut  prendre  pour  hases  d'un  parallélipipède  deux 
faces  opposées  quelconques  (  591). 

599.  Tout  plan  qui  rencontre  deux  faces  opposées  d'un 
parallélipipède  le  coupe  suii^ant  un  parallélogramme.  Soit  le 
plan  IKLM  {fg.  342)  qui  rencontre  les  deux  faces  oppo- 
sées ADIIE  et  BCGF  du  parallélipipède  AG.  Les  côtés  opposés 
de  la  section  IKLM  étant  parallèles  comme  intersections  de 
deux  plans  parallèles  coupés  par  un  troisième,  cette  section 
est  un  parallélogramme. 
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690.  Pour  construire  un  parallélipipècle  snr  trois  droites 
données  AB,  AD,  AE,  partant  d'un  môme  point  A  et  non  si- 
tuées dans  un  même  plan  [fig,  342),  il  suffit  de  mener  par 
l'extrémité  non  commune  de  chacune  de  ces  droites  un  plan 
parallèle  au  plan  des  deux  autres.  Ainsi,  par  le  point  E,  on 
conduira  un  plan  parallèle  au  plan  BAD,  par  le  point  D  un  plan 
parallèle  au  plan  BAE,  par  le  point  B  un  plan  parallèle  au 
plan  DAE.  Le  polyèdre  compris  sous  les  six  plans  considérés 
sera  un  paralléiipipède^ 

THÉORÈME. 

601.  Dans  un  parallélipipècle,  les  quatre  diagonales  se  cou- 
peni  mutuellement  en  parties  égales. 

Fig.  343. 
n 9 


/  \  IM^rX 


'XV 


Soient  [fig.  343)  le  parallélipipcde  AG  et  ses  quatre  diagonales 
AG,  CE,  BIl,  DF.  Les  deux  côtés  AE  et  CG  étant  égaux  et  pa- 
rallèles, la  figure  ACGE  est  un  parallélogramme  dont  les  diago- 
nales AG  et  CE  se  coupent  mutuellement  au  point  0  en  par- 
ties égales.  La  figure  ABGH  étant  aussi  un  parallélogramme, 
les  diagonales  AG  et  BlI  se  coupent  mutuellement  en  parties 
égales,  c'est-à-dire  au  point  0  milieu  de  AG.  On  prouverait  de 
même  que  la  quatrième  diagonale  DF  passe  au  point  0  et  y 
est  divisée  en  parties  égales. 

SCOLIES. 

602.  On  appelle  ce /it re  d\m  parallélipipède  le  point  de  ren- 
contre de  ses  quatre  diagonales. 

Toute  droite  KL  passant  par  le  point  0  et  limitée  à  la  sur- 
face du  parallélipipède  AG  (fig.  343)  est  divisée  au  point  0 
en  deux  parties  égales.  En  effet,  le  plan  déterminé  par  cette 
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droite  et  la  diagonale  AG  coupe  les  deux  faces  opposées  ADHE 
et  BCGF  suivant  les  parallèles  AK  et  GL;  les  deux  triangles 
AOK,  GOL  sont  donc  égaux. 

603.  Si  le  parallélipipède  proposé  est  rectangle,  tous  les  pa- 
rallélogrammes de  la  figure  deviennent  des  rectangles.  Le  pa- 
rallélogramme ABGII,  par  exemple,  est  alors  un  rectangle, 
parce  que  Tarete  AB  est  perpendiculaire  à  la  face  ADIIE.  Les 
diagonales  d'un  rectangle  étant  égales,  les  quatre  diagonales 
d\in  parallélipipède  rectangle  sont  égales. 

604.  Dans  l'hypothèse  précédente,  les  triangles  UAB,  lîDA, 
étant  rectangles,  on  a 

BÏï'=  AB  -4-  Âïï',     AÏÏ'r^  ÂD  +  01'=  ad'  h-  Ae'. 

Par  suite, 

ïm  V_  AB  V  ad' -{- aë\ 

Donc,  le  carré  de  la  diagonale  a* an  parallélipipède  rectan- 
gle est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  ses  trois  dimensions. 

Un  cube  étant  un  parallélipipède  rectangle  dont  les  dimen- 
sions sont  égales,  le  carré  de  la  diagonale  d'un  cube  est  égal 
à  trois  fois  le  carré  de  son  aréie. 

THÉORÈME. 

605.  Les  sections  faites  dans  un  prisme  par  deux  plans  pa- 
rallèles sont  deux  polygones  égaux. 


B 

Soient  {Jîg,  344)  le  prisme  AH  et  les  sections  LMNOP, 
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QRSTU,  faites  par  deux  plans  parallèles.  Les  côtés  de  ces  sec- 
(ions  sont  deux  à  deux  parallèles  comme  intersections  de  deux 
plans  parallèles  coupés  par  un  troisième,  et  égaux  comme  pa- 
rallèles comprises  entre  parallèles.  Les  deux  polygones  ob- 
tenus ont  donc  à  la  fois  leurs  angles  égaux  et  leurs  côtés 
égaux. 

Corollaires. 

fi06.  Lorsque  le  plan  sécant  est  parallèle  à  la  base  du  prisme, 
la  section  obtenue  est  égale  à  cette  base. 

En  supposant  les  arêtes  latérales  du  prisme  prolongées  au 
delà  des  bases,  la  démonstration  précédente  s'applique,  que 
les  sections  soient  intérieures  ou  extérieures  au  prisme,  et 
même  lorsqu'elles  sont  en  partie  intérieures  et  en  partie  exté- 
rieures. Il  suffit  que  les  plans  sécants  rencontrent  toutes  les 
arêtes  latérales. 

SCOLIE. 

607.  On  appelle  section  droite  d*un  prisme  la  section  déter- 
minée dans  ce  prisme  par  un  plan  perpendiculaire  à  ses  arêtes 
Latérales. 


TllÉORËME. 

608.  L'aire  latérale  d'un  prisme  a  pour  mesure  le  produit 
du  périmètre  de  sa  section  droite  par  son  arête  latérale. 


Soient  (/g.  345)  le  prisme  AH  et  sa  section  droite  LMNOP. 
Les  côtés  de  cette  section  droite  sont  les  hauteurs  des  paral- 
lélogrammes qui  forment  Taire  latérale  du  prisme,  et  ces  pa- 
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rallélogrammes  ont  pour  bases  égales  les  arêtes  latérales  du 
polyèdre.  La  somme  de  leurs  mesures  sera  donc 

AF.LM  +  BG.MN-h  ...  +KE.PL 

zzrAErLM  +  MN  ...  4- PL). 

Corollaire. 

609.  Si  le  prisme  est  droit,  sa  section  droite  est  égale  à  sa 
base  et  son  arête  latérale  à  sa  hauteur  (606,  593).  L'aire  laté^ 
raie  d'un  prisme  droit  a  donc  pour  mesure  le  produit  du  péri- 
mètre  de  sa  base  par  sa.  hauteur, 

SCOLIE. 

610.  En  ajoutant  à  Taire  latérale  d'un  prisme  deux  fois  l'aire 
de  sa  base,  on  obtient  son  aire  totale. 


§  II.  —  VOLUME  DU  PRISME. 

DÉFINITIONS. 

611.  On  appelle  volume  d'un  polyèdre  l'étendue  du  lieu 
qu'il  occupe  dans  l'espace  indéfini. 

Quand  deux  polyèdres  peuvent  coïncider,  ils  sont  égaux. 
Quand  deux  polyèdres  ont  des  volumes  égaux  sans  pouvoir 
coïncider,  on  dit  qu'ils  sont  équimlenis. 

Pour  démontrer  que  deux  polyèdres  convexes  coïncident,  il 
suffit  de  prouver  qu'ils  ont  les  mêmes  sommets. 

612.  Si  l'on  détache  une  portion  d'un  prisme  par  un  plan 
incliné  à  sa  base,  le  polyèdre  restant  est  un  prisme  tronqué. 
La  section  obtenue  est  la  base  supérieure  du  tronc  de  prisme. 

THÉORÈME. 

613.  Deux  prismes  droits  de  même  hase  et  de  même  hau- 
teur sont  égaux. 

Car,  si  l'on  fait  coïncider  les  bases  inférieures  de  ces  prismes, 
leurs  arêtes  latérales  prendront  deux  à  deux  la  même  direc- 


6o  GÉOMÉTRIE   DANS   L'kSPACE. 

lion  (518),  el  comme  elles  sont  égales  à  la  hauleiïr  donnée,  les 
bases  supérieures  des  deux  prismes  coïncideront  aussi. 

SCOLIE. 

614.  La  démonstration  précédente,  s'applique  au  cas  de 
deux  prismes  droits  tronqués  de  même  base,  lorsque  leurs 
arêtes  latérales  sont  égales  deux  à  deux. 

THÉORÈME. 

615.  Tout  prisme  oblique  est  équwalent  au  prisme  droit 
ayant  pour  base  la  section  droite  du  prisme  oblique  et  pour 
hauteur  son  arête  latérale. 

Soit  (fig.  346)  le  prisme  oblique  ABCDEFGHIK  ou  AH.  Par 
un  point  G'  de  l'arête  BG,  menons  la  section  droite  F  G'H'rK'. 


Prolongeons  l'arête  BG  au-dessous  de  la  base  ABCDE  d'une 
longueur  BB'riz  GG',  et  par  le  point  B'  menons  un  plan  parai- 
lèle  au  plan  de  la  section  droite.  Les  intersections  de  ce  plan 
avec  les  arêtes  latérales  du  prisme  prolongées  détermineront 
un  polygone  A'B'C'D'E'  égal  (606)  au  polygone  F'G'HTK'. 
La  figure  A'B'C'D'E'F'G'HTK'  ou  A'H'  sera  donc  un  prisme 
droit  ayant  pour  base  la  section  droite  du  prisme  oblique  AH 
et  pour  hauteur  son  arête  latérale  BG;  car  on  a  B'G'  — BG, 
puisque,  par  construction,  BB'  1=  GG'. 

Ceci  posé,  le  volume  compris  entre  la  base  inférieure  du 
prisme  oblique  AH  et  la  base  supérieure  du  prisme  droit  A'H' 
est  commun  aux  deux  prismes.Pour  démontrer  l'équivalence  de 
ces  deux  prismes,  il  suffit  donc  de  démontrer  l'égalité  des  deux 
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polyèdres  OU  prismes  droits  ironqués( 612)  A'B'C'D'E'ABCDE 
ou  A'C  et  F'G'irrKTGIIlK  ou  FIL  Cette  égalité  résulte  im- 
médiatement de  la  remarque  faite  au  n°  614  ;  car  les  deux  bases 
X'WCW E\  F'G'irFK'  sont  égales,  ainsi  que  les  arêtes  cor- 
respondantes A' A  etF'F,  B'B  et  G' G,  etc.  A' A,  par  exemple, 
est  l'arête  latérale  ou  la  hauteur  du  prisme  droit  A'IF,  dimi- 
nuée de  AF',  et  F' F  est  l'arête  latérale  du  prisme  oblique  AU, 
diminuée  de  la  même  quantité. 

THÉORÈME. 

616.  Le  plan  mené  par  deux  arêtes  latérales  opposées  d'ii:i 
parallélipipède  le  partage  en  deux  prismes  triangulaires  équi- 
{talents. 

Soit  {fig.  347)  le  parallélipipède  quelconque  AG.  Le  plan 
AEGC,  mené  par  les  arêtes  opposées  AE  et  CG,  partage  ce  pa- 
rallélipipède en  deux  prismes  triangulaires  ABCEFG,  ACDEGII, 
dont  il  s'agit  d^  démontrer  l'équivalence. 


Menons  la  section  droite  du  parallélipipède  AG.  Cette  section 
OKLM  est  un  parallélogramme  (599);  et  les  deux  triangles 
égaux  KLM,  KMO,  suivant  lesquels  la  diagonale  KM  la  divise, 
sont  respectivement  les  sections  droites  des  prismes  ABCEFG, 
ACDEGH. 

Or,  le  prisme  triangulaire  ABCEFG  est  équivalent  au  prisme 
droit  ayant  pour  base  KLM  et  pour  hauteur  AE  (615);  de  même, 
le  prisme  triangulaire  ACDEGH  est  équivalent  au  prisme  droit 
ayant  pour  base  KMO  et  pour  hauteur  AE.  Les  deux  prismes 
droits  énoncés  étant  égaux  (613),  les  deux  prismes  triangu- 
laires ABCEFG,  ACDEGH  sont  équivalents,  et  chacun  d'eux 
est  la  moitié  du  parallélipipède  AG. 
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THÉORÈME. 

617.  i^  Si  deux  paralléliplpèdes  rectangles  de  même  hase 
ont  des  hauteurs  égales,  ils  sont  égaux, 

2°  Si  trois  parallélipipèdes  rectangles  de  même  base  sont 
tels,  que  la  hauteur  du  premier  soit  égale  à  la  somme  des 
hauteurs  des  deux  autres ^  le  premier  parallélipipède  est  égal 
à  la  somme  des  deux  autres. 

En  effet  : 

1°  Soient  {fig.  348)  les  deux  parallélipipèdes  rectangles  AG 
et  A'G',  dont  les  bases  ABGD,  A^B'G'D'  sont  égales,  ainsi  que 
les  hauteurs  AE  et  A^E^ces  deux  parallélipipèdes  rectangles 
seront  égaux  comme  prismes  droits  ayant  m.ème  base  et  même 
hauteur  (613). 


Fig.  348. 


a: 


^}[~ 


ii"L 


'^ 


G" 


tP  Soient  (fig.  348)  les  trois  parallélipipèdes  rectangles  AN, 
A' G',  E"N',  dont  les  bases  ABGD,  A'B'G'D',  WY"G"IV  sont 
égales,  et  dont  les  hauteurs  AL,  A'E',  E''L',  satisfont  à  la  con- 
dition 

AL==:A'E'-t-E''U; 

le  parallélipipède  rectangle  AN  est  égal  à  la  somme  des  deu^j 
autres.  Car,  si  l'on  prend  sur  AL  une  longueur  AE  égale  à 
A'E'  et  qu'on  mène  par  le  point  E  une  section  EFGII  paral- 
lèle à  la  base  ABGD,  EL  sera  égale  à  E"L',  en  vertu  de  l'hypo- 
thèse énoncée.  Par  suite,  des  deux  parallélipipèdes  rectan- 
gles AG,  EN,  qui  composent  le  parallélipipède  rectangle  AN, 
le  premier  sera  égal  au  parallélipipède  rectangle  A' G',  et  le  se- 
cond au  parallélipipède  rectangle  E''N'  (1°). 
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Corollaires. 

618.  Le  l'apport  de  deux  parallélipipèdes  rectangles  de 
même  base  est  égal  au  rapport  de  leurs  hauteurs;  en  d'autres 
termes,  le  volume  d' un  paralléllpipède  rectangle  de  base  con- 
stante est  proportionnel  à  sa  hauteur. 

Car  le  théorème  précédent  prouve  qu'un  parallélipipède 
rectangle  de  base  constante  et  sa  hauteur  satisfont  aux  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  {voir  Note  I)  pour  qu'il  y  ait 
proportionnalité  entre  ces  grandeurs. 

Dire  que  deux  parallélipipèdes  rectangles  ont  même  base. 
c'est  dire  qu'ils  ont  deux  dimensions  communes  (596)  La  con- 
clusion précédente  peut  donc  être  énoncée  de  cette  manière  : 

Deux  parallélipipèdes  rectangles,  qui  ont  deux  dimensions 
communes,  sont  entre  eux  comme  leurs  troisièmes  dimensions. 

Il  résulte  de  là  que  deux  parallélipipèdes  rectangles  quel- 
conques sont  entre  eux  comme  les  produits  de  leurs  trois 
dimensions,  puisque  une  grandeur  proportionnelle  à  plusieurs 
autres  varie  proportionnellement  à  leur  produit  (Note  1). 

619.  L*une  des  dimensions  d'un  parallélipipède  recianglo 
étant  prise  pour  sa  hauteur,  le  produit  des  deux  autres  dimen- 
sions mesure  sa  base  [ki^]»  Donc,  deux  parallélipipèdes  rec- 
tangles quelconques  sont  entre  eux  comme  les  produits  respec- 
tifs  de  leur  hase  par  leur  hauteur, 

THÉORÈME. 

620.  Le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  a  pour  me- 
sure le  produit  du  nombre  qui  mesure  sa  base  par  le  nombre 
qui  mesure  sa  hauteur,  lorsqu'on  prend  pour  unités  d'aire  et 
de  volume  le  carré  et  le  cube  construits  sur  Vanité  de  Ion- 
^ueur, 

o 

En  effet,  soient  {Jig.  348)  AN  le  parallélipipède  rectangle  à 
mesurer  et  A' G'  le  cube  dont  le  côté  A'B'  irr  A'D'  ™  A'E'  re- 
présente l'unité  de  longueur  :  on  a  (619) 

AN  ABCD       AL 


A'G'~~A'B'G'D'  A'Ë' 
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Or,  dans  le  système  d'unités  adopté,  le  premier  membre  de 
cette  relation  est  égal  au  nombre  qui  mesure  le  volume  AN 
et  les  rapports  qui  composent  le  second  membre  sont  .espec- 
tivement  égaux  aux  nombres  qui  mesurent  la  base  et  la  hau- 
teur du  parallélipipède  rectangle  proposé.  Donc  le  nombre 
qui  mesure  le  volume  du  parallélipipède  rectangle  est  égal  au 
produit  des  nombres  qui  mesurent  sa  base  et  sa  hauteur.  Ainsi, 
en  désignant  ces  trois  nombres  par  V,  B,  H,  on  a  la  formule 

V^B.II. 

On  préfère  énoncer  ce  théorème  usuel  d'une  manière  plus 
rapide,  quoique  incorrecte,  en  disant  :  le  volume  d'un  paral- 
lélipipède rectangle  est  égal  au  produit  de  sa  hase  par  sa 
hauteur. 

SCOLILS. 

62L  En  se  reportant  au  n°  618,  le  rapport  du  parallélipipèdâ 
rectangle  AN  au  cube  A' G'  peut  s'écrire 

AN         AB     AD     AE 


A' G'      A^B'  A'D'  A'E' 

Les  rapports  qui  composent  le  second  membre  étant  respecti- 
vement égaux  aux  nombres  qui  mesurent  les  arêtes  contiguës 
du  parallélipipède  rectangle,  on  voit  que  le  nombre  qui  me- 
sure le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  est  égal  au  pro- 
duit des  nombres  qui  mesurent  ses  trois  dimensions.  En 
d'autres  termes,  le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  est 
égal  au  produit  de  ses  trois  dimensions. 

Ce  second  énoncé  n'est  applicable  qu'au  parallélipipède 
rectangle;  nous  allons  prouver,  en  terminant  ce  paragraphe, 
que  le  premier  (620),  oii  entrent  explicitement  la  base  et 
la  hauteur  du  parallélipipède,  est  applicable  à  tous  les 
prismes. 

622.  Le  volume  d'un  cube  est  égal  à  la  troisième  puissance 
de  son  arête.  De  là,  le  nom  de  cube  donné  à  la  troisième  puis- 
sance d'un  nombre. 

623.  Le  volume  d'un  parrallélipipède  rectangle  est  encore 
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égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur,  lorsqu'on  prend 
pour  unité  de  volume  le  parallélipipède  rectangle  ayant  pour 
base  l'unité  d'aire  quelle  qu*elle  soit  et  pour  hauteur  la  lon- 
gueur prise  pour  unité  de  hauteur. 

THÉORÈME. 

624.  Le  volume  d'un  parallélipipède  quelconque  a  pour 
mesure  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Soit  [fig.  349)  le  parallélipipède  quelconque  AG  ayant  pour 
base  ABCD  ou  EFGH  et  pour  hauteur  la  perpendiculaire  EP 
abaissée  du  sommet  E  sur  le  plan  ABCD.  Menons  par  le 
point  E,  dans  le  plan  EFGH,  la  perpendiculaire  EM  à  HG.  Si 

Fig.  349. 


Ton  prend  la  face  AEHD  pour  base  du  parallélipipède  pro- 
posé (598),  son  arête  latérale  sera  EF,  et  sa  section  droite  (607) 
sera  le  parallélogramme  EMQR  déterminé  par  le  plan  MEP. 
Le  parallélipipède  AG  sera  donc  équivalent  au  parallélipipède 
droit  RK  ayant  pour  base  la  section  droite  EMQR  et  pour  hau- 
teur l'arête  EF  (615). 

Cela  posé,  reproduisons  à  part,  pour  plus  de  clarté  [fig.  349) 
ce  parallélipipède  droit  RK,  et  construisons  un  parallélipipède 
rectangle  PK  ayant  pour  dimensions  EF,  EM,  EP.  Le  paral- 
lélipipède droit  RK  et  le  parallélipipède  rectangle  PK  ainsi 
déterminé  présentent  seulement  comme  parties  non  com- 
munes les  deux  prismes  droits  qui  ont  pour  hauteur  EF  et 
pour  bases  les  deux  triangles  égaux  EPR,  MVQ.  Ces  deux 
prismes  étant  égaux  (613),  les  deux  parallélipipèdes  seront 
équivalents  et,  par  suite,  il  en  sera  de  même  du  parallélipi- 
pède quelconque  AG  et  du  parallélipipède  rectangle  PK.  Donc, 

R.  et  DE  C.  —  Tr.  de  Géom,  (!!•  Partie).  5 
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le  produit  EF.EM.EP,  qui  exprime  la  mesure  (621)  du  pa- 
rallélipipède  rectangle  PK,  mesure  aussi  le  volume  du  paral- 
lélipipède  quelconque  AG.  Or,  EF.EM  mesure  la  base  EFGII 
de  ceparallélipipède,  etEP  est  sa  hauteur. 

Donc,  enfin,  le  volume  du  parallélipipède  quelconque  AG 
est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

THÉORÈME. 

625.  Le  volume  d'un  prisme  quelconque  a  pour  mesure  le 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 


I"  Soit  [fig.  35o)  le  prisme  triangulaire  ABCEFG.  Par  l'ex- 
trémité A  de  l'arête  AB,  menons  le  plan  ADHE  parallèle  à  la 
face  BCGF,  et  par  l'extrémité  C  de  l'arête  BC  le  plan  CDHG 
parallèle  à  la  face  ABFE;  prolongeons  en  même  temps  les 
deux  bases  du  prisme  jusqu'à  la  rencontre  de  ces  plans.  On 
obtiendra  ainsi  (600)  le  parallélipipède  AG  construit  sur  les 
trois  droites  BA,  BC,  BF.  La  face  ACGE  du  prisme  triangu- 
laire considéré  étant  un  plan  diagonal  du  parallélipipède  AG, 
ce  prisme  en  sera  la  moitié  (616).  Donc,  le  volume  du  paral- 
lélipipède AG  ayant  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  ABCD 
par  sa  hauteur  EP  (624),  le  volume  du  prisme  triangulaire 
ABCEFG  aura  pour  mesure  la  moitié  de  ce  produit,  c'est-à- 
dire  le  produit  de  sa  base  ABC,  moitié  du  parallélogramme 
ABCD,  par  sa  hauteur  EP. 

2«  Soit  [Jig.  35i  )  un  prisme  quelconque  ABCDEFGHIK.  On 
le  décompose  en  prismes  triangulaires  en  faisant  passer  des 
plans  diagonaux  par  l'arête  AF  et  chacune  des  arêtes  CH,  DI. 
Ces  prismes  triangulaires  ont  pour  bases  les  triangles  ABC, 
ACD,  ADE,  qui  composent  la  base  du  prisme  donné,  et  leur 
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hauteur  commune  est  celle  H  du  prisme.  La  somme  de  leurs 
mesures  (  i^) 

ABC.H-f-ACD.H-f-ADE.H, 

ou  la  mesure  du  prisme  Aï,  sera  donc  égale  au  produit  de  sa 
base  ABCDE  par  sa  hauteur  IL 


Corollaires. 

626.  En  désignant  par  V,  B,  H  les  trois  nombres  qui  me- 
surent respectivement  le  volume  d'un  prisme,  sa  base  et  sa 
hauteur,  on  a  la  formule  générale 

VzzzB.IL 

Donc,  deux  prismes  de  hases  équivalentes  et  de  même  hau- 
teur sont  équivalents;  deux  prismes  sont  entre  eux  comme 
les  produits  respectifs  de  leur  base  par  leur  hauteur;  deux 
prismes  de  même  hase  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs; 
deux  prismes  de  même  hauteur  sont  entre  eux  comme  leurs 
hases, 

627.  Application.  ~  Un  hassin  a  la  forme  d'un  prisme  hexa- 
gonal régulier  de  o"",  yS  de  hauteur,  le  côté  de  la  hase  hexago- 
nale est  égal  à  i  mètre;  calculer  la  capacité  du  hassin. 

L'aire  de  la  base  du  prisme  considéré  étant  six  fois  l'aire 
du   triangle    équilatéral   de   i   mètre    de   côté    est    égale   à 

— ^—(427)  ou  à  — — -•  En  appliquant  la  formule  V=  B. H, 
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on  aura  donc  pour  le  volume  cherché 

à  I  décimètre  cube  près. 

§  m.  —  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  ET  AIRE  LATÉRALE 
DE  LA  PYRAMIDE. 

DÉFINITIONS. 

628.  La  pyramide  est  un  polyèdre  dont  Tune  des  faces  est 
un  polygone  quelconque,  et  dont  toutes  les  autres  faces  sont 
des  triangles  ayant  pour  bases  respectives  les  différents  côtés 
de  la  face  polygonale  et,  pour  sommet  commun,  un  point  ex- 
térieur à  cette  face. 

Fin.  352. 


Ainsi,  soit  [fig.  35-2)  un  polygone  ABCDE  et  un  point  S 
pris  hors  du  plan  de  ce  polygone.  Le  corps  limité  par  la  face 
polygonale  ABCDE  et  par  les  faces  triangulaires  SAB,  SBC, 
SCD,  SDE,  SEA  est  une  pyramide. 

629.  La  pyramide  SABCDE  a  pour  base  le  polygone  ABCDE 
et  pour  sommet  le  point  S.  Sa  hauteur  est  la  distance  du  som- 
met S  à  la  base  ABCDE,  c'est-à-dire  la  longueur  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  ce  point  sur  ce  plan. 

Les  droites  SA,  SB,  SC,  .  . .  sont  les  arêtes  latérales  de  la 
pyramide,  et  la  somme  des  faces  triangulaires  SAB,  SBC, 
SCD,  .  .  .  constitue  son  aire  latérale, 

630.  La  pyramide  est  régulière  lorsque  sa  base  est  un  poly- 
gone régulier  dont  le  centre  se  confond  avec  le  pied  de  la  hau- 
teur de  la  pyramide. 
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Les  arêtes  latérales  d'une  pyramide  régulière  sont  néce^ai- 
rement  égales,  comme  obliques  s'écartant  également  du  pied 
de  la  hauteur;  ses  faces  latérales  sont  donc  des  triangles  iso- 
cèles tous  égaux  entre  eux.  La  hauteur  d'un  de  ces  triangles 
est  Vapothème  de  la  pyramide  régulière, 

631.  Suivant  que  la  base  de  la  pyramide  est  un  triangle,  un 
quadrilatère,  un  pentagone,  un  hexagone,  etc.,  la  pyramide 
est  dite  triangulaire,  guadrangulaire,  pentagonale,  hexago- 
nale, etc. 

632.  Toute  pyramide  triangulaire  ayant  quatre  faces,  on  lui 
donne  souvent  aussi  le  nom  de  tétraèdre  (589). 

D'après  la  définition  générale  de  la  pyramide,  on  voit  qu'on 
a  le  droit  de  prendre  pour  base  d'un  tétraèdre  telle  face  qu'on 
veut;  le  sommet  du  tétraèdre  est  alors  le  sommet  opposé  à  la 
base  choisie. 

Les  tétraèdres  sont  dans  la  Géométrie  de  Tespace  ce  que 
les  triangles  sont  dans  la  Géométrie  plane.  On  fixe  la  position 
d'un  point  sur  un  plan  en  le  rattachant  par  un  triangle  à  deux 
points  donnés.  On  fixe  la  position  d'un  point  dans  l'espace  en 
le  rattachant  par  un  tétraèdre  à  trois  points  donnés. 

633.  Si  l'on  coupe  une  pyramide  par  un  plan  qui  rencontre 
toutes  ses  faces  latérales,  le  polyèdre  compris  entre  la  section 
obtenue  et  la  base  de  la  pyramide  est  une  pyramide  tronquée 
ou  un  tronc  de  pyramide. 

Si  le  plan  sécant  est  parallèle  au  plan  de  la  base  de  la  py- 
ramide, le  tronc  de  pyramide  est  dit  à  bases  parallèleso 

Fig.  353. 


A  B 

Soit  [Jig,  353)  la  pyramide  SABCDE.  Coupons  celte  pyra- 
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mide  par  le  plan  abcde  parallèle  à  la  base  ABCDE,  et  compris 
entre  cette  base  et  le  sommet  S.  La  section  abcde  et  la  base 
ABCDE  sont  les  bases  du  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles 
ABCDEa6cr/e.  La  hauteur  ùw  tronc  est  la  distance  constante 
des  plans  de  ses  deux  bases.  Les  segments  A  a,  BZ>,  Ce,  . . ., 
sont  ses  arêtes  latérales,  et  son  aire  latérale  est  la  somme  des 
trapèzes  k^ah,  BCéc,  CDcr/,  .... 

634.  Si  la  pyramide  considérée  est  régulière,  le  tronc  de 
pyramide  à  bases  parallèles  qui  lui  correspond  est  un  tronc 
de  pyramide  régulier, 

THÉORÈME. 

635.  Si  une  pyramide  est  coupée  par  un  plan  parallèle  à 
sa  base  : 

i""  Ses  arêtes  latérales  et  sa  hauteur  sont  divisées  en  parties 
p  rop  o  rt  io  n  ne  lie  s  ; 

2°  La  section  est  un  polygone  semblable  à  la  base  de  la  py- 
ramide. 

Fig.  354. 


1°  Soit  [Jig,  354)  la  pyramide  SABCDE  coupée  par  le  plan 
abcde  parallèle  à  sa  base.  Ce  plan  rencontre  les  arêtes  laté- 
rales SA,  SB,  se,  . . .,  et  la  hauteur  SH  de  la  pyramide  aux 
points  a,  b,  c,  . . ,,  h.  Deux  plans  parallèles  coupant  en  parties 
proportionnelles  une  série  de  sécantes  issues  d'un  même 
point  (511),  on  peut  écrire  immédiatement 


S  67 

sa' 


SA 


Se- 
'SG^ 


Sh 

Sir 
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2.^  Les  polygones  ABCDE  et  abcde  ont  leurs  côtés  deux  à 
deux  parallèles  (495)  et  dirigés  dans  le  même  sens.  Les  angles 
homologues  de  ces  polygones  sont  donc  égaux  (506).  De  plus, 
le  parallélisme  de  leurs  côtés  entraîne  la  similitude  des  trian- 
gles SAB  et  Saô,  SBC  et  S6c, Par  suite, 


d'où 


On  prouverait  de  la  même  manière  qu*on  a 

bc cd de  en 

BC  "^  CD  "^  DE  "^ËI* 

Les  polygones  ABCDE  et  abcde,  ayant  leurs  angles  égaux  et 
leurs  côtés  proportionnels,  sont  semblables. 


ab       Sb 

ab~sb' 

Sh       bc  ^ 
SB~BG' 

ab 
AB" 

hc 
^BC* 

Corollaire. 

636.  La  similitude  des  triang 

les  SAB  et  Sa6  donne 

ab 

Sa 

AB~ 

'sa 

ou,  d'après  ce  qui  précède, 

ab 

SA 

AB~ 

SH" 

La  similitude 

des  polygones 

1 ABCDE 

et  abcde  donne  à  son 

tour 

abcde 

rtî' 

ABCDE 

~âb' 

On  a  donc 

• 

abcde 

s7/ 

—  ~ T> 

ABCDE       g^ 

c'est-à-dire  que,  dans  une  pyramide ^  les  sections  parallèles  à 
la  base  et  la  base  elle-même  sont  proportionnelles  aux  carrés 
de  leurs  distances  au  sommet  de  la  pyramide 
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SCOLIE. 


637.  Si  l'on  coupe  une  pyramide  régulière  par  un  plan  pa- 
rallèle à  la  base,  la  section  abcde,  étant  semblable  à  la  base 
ABCDE,  est  aussi  un  polygogne  régulier.  Comme  les  arêtes  la- 
térales d'une  pyramide  régulière  sont  égales,  il  en  est  de 
même  des  arêtes  du  tronc  de  pyramide  régulier  obtenu.  Les 
faces  latérales  d'un  tronc  de  pyramide  régulier  sont  donc  des 
trapèzes  isocèles  tous  égaux  entre  eux.  La  hauteur  d'un  de 
ces  trapèzes  est  Y  apothème  du  tronc  de  pyramide. 

THÉORÈME. 

638.  Lorsque  deux  pyramides  ont  des  hauteurs  égales,  les 
sections  faites  dans  ces  pyramides  parallèlement  à  leurs  bases 
et  à  la  même  distance  de  leurs  sommets  sont  proportionnelles 
aux  bases  des  deux  pyramides, 

Fig.  355. 


Soient  [fig.  355)  les  deux  pyramides SABCD,  S' A'B'C,  dont 
les  hauteurs  SH  et  S'il'  sont  égales.  Prenons  SA  =  S'A'  et, 
par  les  points  h  et  A',  menons  la  section  abcd  parallèle  à  la 
base  ABCD  et  la  section  a'  b'c'  parallèle  à  la  base  A'B'C  Nous 
aurons  (636) 


abcd 
ABCD 


SA" 

si' 


a'b'c\ 
A'B'C 


S'A' 


S' H' 


c'est-à-dire,  en  vertu  de  l'hypothèse  et  de  la  construction, 

abcd  a' b'c' 

ABCD  "A'B'C* 
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SCOLIE. 

G39.  Si  les  bases  des  deux  pyramides  sont  équivalentes,  les 
sections  obtenues  sont  équii^alentes. 

THÉORÈME. 
640.  L'aire  latérale  d'une  pyramide  régulière  a  pour  me- 
sure la  moitié  du  produit  du  périmètre  de  sa  base  par  son  apo- 
thème, 

Fig.  356. 


Soit  [fig.  356)  la  pyramide  régulière  SABCDE.  Les  triangles 
isocèles  et  égaux  qui  composent  sa  surface  latérale  ayant  res- 
pectivement pour  bases  les  côtés  AB,  BC, . . .,  EA  de  la  base 
de  la  pyramide,  et  pour  hauteur  son  apothème  SH  (630),  la 
somme  des  aires  de  ces  triangles,  c'est-à-dire  l'aire  deman- 
dée, a  pour  mesure  la  moitié  du  produit  de  la  somme  des 
côtés  AB,  BC, . . .,  EA  par  l'apothème  SH,  c'est-à-dire  la  moi- 
tié du  produit  du  périmètre  de  la  base  de  la  pyramide  par  son 
apothème. 

SCOLIE. 

6W .  L'aire  latérale  d'un  tronc  de  pyramide  régulier  a  pour 
mesure  le  produit  de  la  demi-somme  des  périmètres  de  ses 
deux  bases  par  son  apothème. 

Soit  if  g.  356)  le  tronc  de  pyramide  régulier  ABCDEabcde. 
Les  trapèzes  isocèles  et  égaux  qui  composent  son  aire  latérale 
ayant  respectivement  pour  bases  les  côtés  AB  et  ab,  BC  et 
bc,  . . .,  EA  et  ea,  des  bases  du  tronc  de  pyramide,  et  pour 
hauteur  son  apothème  Uh  (637),  la  somme  des  aires  de  ces 
Irapèzes,  c'est-à-dire  l'aire  demandée,  aura  pour  mesure  le 
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produit  de  la  demi-somme  des  côtés  AB  et  ah,  BC  et  Z^c,  . . ., 
EA  et  ea,  par  l'apothème  llh,  c'est-à-dire  le  produit  de  la 
demi-somme  des  périmètres  des  deux  bases  du  tronc  de 
pyramide  par  son  apothème. 

§  IV.  VOLUME  DE  LA  PYRAMIDE. 
THÉORÈME. 

642.  Deux  pyramides  triangulaires  de  bases  équivalentes 
et  de  hauteurs  égales  sont  équivalentes. 


Fig.  357. 


Nous  diviserons  la  démonstration  en  deux  parties. 

i*^  Considérons  {fig,  357)  une  pyramide  triangulaire  SABC. 
Divisons  l'arête  SA  en  un  certain  nombre  n  de  parties  égales 
SK,  KG,  GD,  DA  et,  par  les  points  de  division  K,  G,  D,  menons 
des  plans  parallèles  au  plan  de  la  base  ABC.  Soient  KML, 
GIH,  DFE,  les  sections  faites  dans  la  pyramide  par  ces  plans. 
La  parallèle  menée  par  M  à  SA  sera  située  dans  le  plan  déter- 
miné par  le  point  M  et  la  droite  SA,  c'est-à-dire  dans  le  plan 
de  la  face  SAC  ;  elle  rencontrera  donc  GI  en  un  certain  point  T, 
tandis  que  la  parallèle  menée  par  L  à  SA  rencontrera  à  son 
tour  la  droite  GH  en  un  certain  point  R.  La  figure  KMLGTR 
sera  alors  un  prisme  inscrit  dans  la  tranche  KMLGIH,  et  l'on 
obtiendra  de  même  les  prismes  GIHDQP,  DFEAON,  inscrits 
dans  les  tranches  suivantes  GIHDFE,  DFExiCB. 

Cela  posé,  nous  allons  prouver  que  la  somme  S  des  volumes 
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des  prismes  inscrits  dans  les  dw erses  tranches  de  la  pyramide 
SABC  a  pour  limite  le  volume  de  cette  pyramide,  lorsque  le 
nombre  n  croit  indéfiniment. 

Remarquons,  à  cet  effet,  que  les  droites  SK,  LR,  HP,  EN, 
étant  égales  et  parallèles,  les  figures  SKLR,  LRHP,  HPEN, 
sont  des  parallélogrammes;  les  segments  KR,  RP,  PN,  sont 
donc  parallèles  à  l'arête  SB,  et,  comme  l'extrémité  de  chacun 
d'eux  est  l'origine  du  suivant,  ils  appartiennent  tous  à  une 
même  droite  KN  parallèle  à  SB.  Les  points  K,  T,  Q,  0,  sont, 
également,  sur  une  même  droite,  KO  parallèle  à  l'arête  SC. 
Il  en  résulte  que  la  figure  AKON  est  un  tétraèdre  dont  la  base 
est  parallèle  à  celle  du  tétraèdre  primitif  ASCB  (632),  qui 
diffère  d'autant  moins  de  ce  tétraèdre  que  la  division  SK  est 
plus  petite,  et  qui  coïncide  avec  lui  à  la  limite,  lorsque  n 
croit  indéfiniment,  puisque,  dans  cette  hypothèse,  SK  tend 
vers  zéro.  Mais  le  volume  ^wq  ASCB  et  les  volumes  x\KON  et 
S  qui  varient  avec/i  satisfont  évidemment,  pour  toute  valeur 
de  l'entier  n,  aux  inégalités 

AKON<S<ASCB. 

Donc,  puisque  AKON  a  pour  limite  ASCB,  la  somme  S  tend 
vers  cette  même  limite. 

2'^  Considérons  maintenant  (yZ^.  Soy)  deux  pyramides  trian- 
gulaires SABC,  S'A'B'C^  de  bases  équivalentes  et  de  même 
hauteur.  Si  l'on  place  les  bases  ABC,  A^B'C,  sur  un  même 
plan,  de  façon  que  les  sommets  S  et  S'  soient  d'un  même 
côté  de  ce  plan,  ces  sommets  seront  dans  un  plan  parallèle 
au  plan  commun  des  bases.  Si  l'on  opère  alors  sur  la  pre- 
mière pyramide  SABC  comme  il  a  été  dit  ci-dessus,  en  me- 
nant des  plans  parallèles  au  plan  commun  des  bases  par  les 
points  de  division  de  l'arête  SA  supposée  divisée  en  n  par- 
ties égales,  ces  plans  partageront  aussi  SA/  en  n  segments 
égaux  entre  eux  et,  à  chaque  tranche  de  SABC  et  au  prisme 
qui  y  est  inscrit,  correspondront  une  tranche  de  S'A^B^C  et 
un  prisme  inscrit  dans  cette  tranche.  Mais  deux  prismes  in- 
scrits correspondants,  tels  que  GIHDQP,  GTH/D'Q'P',  sont 
équivalents  (626);  car,  leurs  bases  GIH,  G^FH^  sont  équi- 
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valentes  (639),  et  leurs  hauteurs  sont  les  mêmes  puisque 
les  bases  supérieures  sont  dans  un  même  plan  aussi  bien 
que  les  bases  inférieures.  Donc,  la  somme  des  volumes 
des  prismes  inscrits  dans  la  pyramide  SABC  est,  quel  que 
soit  l'entier  /^,  égale  à  la  somme  des  volumes  des  prismes 
inscrits  dans  la  pyramide  S'A'B'C^-  et,  comme  chacune  de 
ces  sommes  a  pour  limite  le  volume  de  la  pyramide  cor- 
respondante lorsque  n  croît  indéfiniment  (i^^),  les  volumes 
de  ces  pyramides  sont  égaux  (611). 


TIÉORÈME. 

64-3.  Le  volume  d'une  pyramide  a  pou?'  mesure  le  tiers  du 
produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 


Fig.  359. 


1°  Soit  (/g*.  358)  la  pyramide  triangulaire  EABC.  Par  les 
sommets  A  et  C,  menons  les  droites  AD  et  CF,  parallèles  à 
l'arête  BE,  jusqu'à  leurs  rencontres  D  et  F  avec  un  plan  mené 
par  le  sommet  E  parallèlement  à  la  base  ABC  de  la  pyramide. 
Le  polyèdre  ABCDEF  sera  un  prisme  triangulaire  ayant  même 
base  et  même  hauteur  que  la  pyramide  proposée. 

Si  l'on  fait  passer  un  plan  par  les  trois  sommets  D,  E,  C,  le 
prisme  triangulaire  ABCDEF  se  trouve  décomposé  en  trois  py- 
ramides triangulaires  EABC,  EDCA,  EDCF.  La  première  est  la 
pyramide  donnée.  Les  deux  autres  sont  équivalentes  (642), 
car  elles  ont  même  hauteur  et  leurs  bases  sont  équivalentes 
comme  moitiés  du  parallélogramme  ACFD.  Or,  si  Ion  prend 
la  face  DEF.pour  base  de  la  pyramide  EDCF,  son  sommet  est 
le  point  C.  Cette  pyramide  a  donc  même  base  et  même  hau- 
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leur  que  le  prisme  ABCDEF  ;  elle  est  donc  équivalente  à 
la  pyramide  EABC. 

Les  trois  pyramides  dont  se  compose  le  prisme  ABCDEF 
étant  équivalentes,  chacune  d'elles  est  le  tiers  de  ce  prisme. 
Or,  le  volume  du  prisme  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur;  le  volume  de  la  pyramide  EABC  a  donc  pour 
mesure  le  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

2°  Soit  (Jig,  359)  la  pyramide  polygonale  SABCDE.  On  la 
décompose  en  pyramides  triangulaires  en  faisant  passer  des 
plans  par  l'arête  SA,  et  chacune  des  arêtes  SG,  SD.  Ces  pyra- 
mides triangulaires  ont  pour  bases  les  triangles  ABC,  ACD, 
ADE,  qui  composent  la  base  de  la  pyramide  donnée,  et  leur 
hauteur  commune  est  celle  de  cette  pyramide.  La  somme  de 
leurs  mesures  ou  la  mesure  de  la  pyramide  SABCDE  sera  donc 
égale  au  tiers  du  produit  de  sa  base  ABCDE  par  sa  hauteur  SO. 

Corollaires. 
("M.  En  désignant  par  V,  B,  H  les  trois  nombres  qui  me- 
surent respectivement  le  volume  d'une  pyramide,  sa  base  et 
sa  hauteur,  on  a  la  formule  générale 

V  =  lB.H. 

Donc,  toute  pyramide  est  le  tiers  du  prisme  de  même  base 
et  de  même  hauteur.  Deux  pyramides  quelconques  de  bases 
équivalentes  et  de  même  hauteur  sont  équivalentes.  Deux  py- 
ramides sont  entre  elles  comme  les  produits  respectifs  de  leur 
base  par  leur  hauteur.  Deux  pyramides  de  même  base  sont 
entre  elles  comme  leurs  hauteurs.  Deux  pyramides  de  même 
hauteur  sont  entre  elles  comme  leurs  bases, 

645.  Quand  un  tétraèdre  est  régulier,  son  volume  s'exprime 
en  fonction  de  son  arête  a. 

Un  tétraèdre  régulier  est  compris  sous  quatre  triangles 
équilatéraux  égaux.  Sa  base  a  donc  pour  expression  (427) 

aV3 

4 
Sa  hauteur  est  le  côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle 
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ayant  pour  second  côlé  de  Tangle  droit  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  de  base,  c'est-à-dire  -^5  et  pour  hypoté- 
nuse  l'arête  a  du  tétraèdre.  Cette  Iiauteur  est,  par  suite, 


/ 


3— ^r 


On  a  donc,  pouV  le  volume  du  tétraèdre  régulier  en  fonction 
de  son  arête, 

~^      4       \/3  ~    12 

Exemple. 

Quel  est  le  volume  du  tétraèdre  régulier  dont  rareté  est 
I  mètre? 


On  a 


^  = — —  =  — -^-^ =:o^^Sii7  85i, 

12  12  '      y         ? 


à  Y  centimètre  cube  près. 

SCOLIE. 

646.  Pour  évaluer  le  volume  d'un  polyèdre,  il  suffit  de  dé- 
composer ce  polyèdre  en  pyramides,  de  calculer  les  volumes 
de  ces  pyramides  et  de  faire  la  somme  des  nombres  obtenus. 
Plus  généralement,  il  suffit  de  décomposer  le  polyèdre  pro- 
posé en  parties  telles,  que  l'expression  de  leur  volume  soit 
connue. 

Pour  opérer  la  décomposition  en  pyramides,  on  peut  choisir 
un  point  quelconque  dans  l'espace  et  le  joindre  à  tous  les 
sommets  du  polyèdre.  Les  bases  des  différentes  pyramides 
formées  sont  les  faces  du  polyèdre,  et  leurs  hauteurs  sont 
les  perpendiculaires  abaissées  du  point  choisi  sur  ces  faces. 
Le  volume  du  polyèdre  est  la  somme  arithmétique  ou  algé- 
brique des  volumes  des  pyramides  obtenues,  suivant  que  leur 
sommet  commun  est  lui-même  intérieur  ou  extérieur  au 
polyèdre. 
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Souvent  on  effectue  la  décomposition  en  prenant  pour 
centre  l'un  des  sommets  du  polyèdre,  c'est-à-dire  en  menant 
toutes  les  diagonales  qui  partent  d'un  même  sommet. 

Si  l'on  peut  trouver  dans  l'intérieur  du  polyèdre  un  pointa 
égale  distance  de  toutes  ses  faces,  les  pyramides  qui  le  com- 
poseront auront  pour  hauteur  commune  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  l'une  des  faces,  et  le  volume  du 
polyèdre  aura  pour  mesure  le  tiers  du  produit  de  son  aire  par 
cette  perpendiculaire. 

THÉORÈME. 

647.  Un  tronc  de  pyramide  à  hases  parallèles  est  équiva^ 
lent  à  la  somme  de  trois  pyramides  ayant  pour  hauteur  com- 
mune la  hauteur  du  tronc ^  et  pour  bases  respectives  les  deux 
bases  du  tronc  et  la  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux 
bases, 

i^  Soit  [fig.  36o)  le  tronc  de  pyramide  triangulaire  à  bases 
parallèles  ABCDEF. 

Fig.  36o. 


Les  plans  AEC,  DEC  le  partagent  en  trois  pyramides  trian- 
gulaires EABC,  EDCF,  EDCA,  dont  nous  désignerons  les  vo- 
lumes respectifs  par  P,  P',  P". 

La  première  EABC  a  pour  base  la  base  inférieure  ABC  du 
ironc  de  pyramide,  et  elle  a  même  hauteur  que  ce  tronc, 
puisque  son  sommet  E  est  un  sommet  de  la  base  supérieure. 

Si  l'on  prend  le  point  C  pour  sommet,  la  seconde  pyramide 
EDCF  a  pour  base  DEF  la  base  supérieure  du  tronc,  et  elle  a 
même  hauteur  que  ce  tronc,  puisque  son  sommet  C  se  con- 
fond avec  un  sommet  de  la  base  inférieure. 

Pour  évaluer  la  troisième  pyramide  EDCA,  comparons-la 
successivement  aux  deux  autres. 


8o  GÉOMÉTRIE    DANS    L^ESPACE. 

Si  Ton  prend  le  point  C  comme  sommet  commun  des  deux 
pyramides  EABC,  EDCA,  elles  ont  même  hauteur  et  sont  entre 
elles  comme  leurs  bases  EAB,  ADE;  mais  ces  triangles,  dont 
la  hauteur  est  aussi  la  môme,  sont  entre  eux  comme  leurs 
bases  AB  et  DE,  et  l'on  peut  écrire 


P' 


AB 
DE 


AC 


(635,  2« 


De  même,  si  l'on  prend  le  point  E  comme  sommet  commun 
des  deux  pyramides  EDCA,  EDCF,  elles  ont  même  hauteur  et 
sont  entre  elles  comme  leurs  bases  DAC,  CDF,  ou  comme  les 
bases  AC  et  DF  de  ces  triangles,  qui  ont  aussi  même  hauteur. 
On  a,  par  suite, 

p//  -  p7  • 

Il  en  résulte 

P'2==P.F. 

Le  volume  de  la  troisième  pyramide  est  donc  la  moyenne 
proportionnelle  des  volumes  des  deux  premières,  c'est  à-dire 
que  la  pyramide  EDCA  équivaut  à  une  pyramide  ayant  pour 
hauteur  la  hauteur  du  tronc,  et  pour  base  la  moyenne  pro- 
portionnelle entre  ses  deux  bases. 

2^ Soit (/^.  36 1 )  le  tronc  de  pyramide  polygonale  GHIKLMNP. 

Fig.  36i. 


N  J)Ll.\p 


I  A  t— ->  G 


Ce  tronc  a  été  obtenu  en  coupant  la  pyramide  TGHIK  par 
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un  plan  parallèle  à  sa  base.  Prenons  un  point  Sala  même  hau- 
teur que  le  point  T  au-dessus  de  la  base  GÎIIK,  et  construisons 
dans  le  plan  de  cette  base  un  triangle  ABC  qui  lui  soit  équi- 
valent. La  pyramide  triangulaire  SABC  sera  équivalente  à  la 
pyramide  polygonale  TGHIK  (644).  Si  l'on  prolonge  le  plan 
LMNP  jusqu'à  la  pyramide  SABC,  il  déterminera  dans  cette 
pyramide  une  section  DEF  équivalente  à  la  section  LMNP  (639)  ; 
les  deux  pyramides  SDEF,  TLMNP  seront  donc  aussi  équi- 
valentes. Par  suite,  le  tronc  polygonal  GHIKLMNP,  différence 
des  pyramides  TGIÏIK,  TLMNP,  sera  équivalent  au  tronc  trian- 
gulaire ABCDEF,  différence  des  pyramides  SABC,  SDEF.  Et 
comme  le  tronc  de  pyramide  triangulaire  est  équivalent  à  la 
somme  de  trois  pyramides  ayant  pour  hauteur  commune  la 
hauteur  du  tronc  et  pour  bases  respectives  les  deux  bases  du 
tronc  et  la  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  bases,  il 
en  sera  de  même  du  tronc  de  pyramide  polygonale  qui  a 
même  hauteur  et  des  bases  équivalentes. 

Corollaires. 

648.  En  désignant  par  V,  B,  6,  h  les  nombres  qui  mesurent 
respectivement  le  volume  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases 
parallèles,  ses  deux  bases  et  sa  hauteur,  on  a  la  formule 

D  6  ô 

ou 

(i)  v=:|(B-+-  b-^  v'iû)' 

Souvent,  au  lieu  do  donner  les  deux  bases  0  et  /;,  on  donne 
l'une  d'elles  B  et  le  rapport  —  de  deux  côtés  homologues  de 
ces  deux  bases;  on  a  alors 
b       a 


Il  en  résulte 


B-A='     ^'^"     ^^%^'- 


-.       B/i  /  a       a^ 


R.  et  DE  C.  —  Tr,  de  Géoin.  (!!•  Partie). 
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Celte  formule,  très-commode  dans  les  applications,  se 
trouve  dans  un  Traité  de  Léonard  de  Pise,  Sur  les  centres 
de  gravité. 

Exemple. 

Les  bases  parallèles  d'un  tronc  de  pyramide  sont  deux 
hexagones  réguliers  ayant  respectivement  i  mètre  et  i  mètres 
de  côté,  sa  hauteur  est  égale  à  3  mètres  :  calculer  son  volume. 

On  a  dans  ce  cas 

2 

et,  en  appliquant  la  formule  (2), 


V 


6V3.3/         I       I 


3       V         2       4 


T       9 


c*est-à-dire 


V  =  3v/3.3,  5==:i8™%î86534 
à  I  centimètre  cube  près. 

SCOLIES. 

6W.  On  aurait  pu  employer,  pour  trouver  le  volume  d'un 
tronc  de  pyramide  polygonale,  la  méthode  de  décomposition 
déjà  suivie  dans  d'autres  cas  (625,  643);  mais  celle  marche 
exigeant  ici  la  vérification  d'une  formule  algébrique,  il  était 
préférable  d'avoir  recours  à  la  méthode  de  transformation  en 
figures  équivalentes. 

650.  On  peut  donner  au  mot  tronc  une  extension  utile. 

De  même  que  les  théorèmes  relatifs  aux  sections  d'un  prisme  s'étendent 
au  cas  où  elles  sont  extérieures  (606),  les  théorèmes  relatifs  aux  sections 
d'une  pyramide  (635,  636)  s'étendent  au  cas  où  ces  sections  deviennent 
extérieures,  qu'elles  soient  faites  au  delà  du  sommet  ou  au-dessous  de  la 
base  de  la  pyramide  proposée.  Les  plans  sécants  doivent  seulement  rester 
parallèles  à  la  base  de  cette  pyramide. 

On  peut  distinguer  les  deux  cas  possibles  en  disant  que  les  sections 
faites  au-dessous  du  sommet  donnent  des  troncs  de  première  espèce,  et 
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que  les  sections  faites  au-dessus  du  sommet  donnent  des  troncs  de  seconde 
espèce. 
Pour  évaluer  le  volume  d'un  tronc  de  seconde  espèce  ABCDEF  [fig.  362), 


il  suffît  d'effectuer  la  somme  des  pyramides  SABG,  SDEF.  La  hauteur /^  du 
tronc  est  d'ailleurs  égale  à  la  somme  des  hauteurs  H  et  H'  des  deux  py- 
ramides. On  a  ainsi,  en  conservant  les  notations  du  n"  648, 


De  la  relation  (648,  636) 


il  résulte 


doù 


Par  suite, 


et  aussi 


H  _  H '  _  Il  H-  ir  _    h 

A       a         A  -+-  (t       k-\-  a' 


11  =  ^,  11'  =  ^ 

A  H-  <7  A  -f-  < 


V-= 


3  A=^(A-f-«j~    3   V'  "~A~"A 


a       a- 
I  — 


3  V  A        AV       3 

Pour  un  tronc  de  seconde  espèce,  la  formule  du  volume  est  donc  la 
même  que  pour  un  tronc  de  première  espèce,  sauf  le  signe  de  la  moyenne 
piroportionnelle.  On  passe  donc  de  l'une  à  l'autre  formule  en  changeant  le 
signe  de  cette  moyenne  ou  en  changeant  a  qh  —  a. 
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On  aurait  pu  suivre  une  marche  analogue  pour  calcuJer  l'expression 
du  volume  d'un  tronc  de  pyramide  de  première  espèce;  seulement,  au 
lieu  d'ajouter  les  pyramides  SABC,  SDEF,  il  aurait  fallu  les  retrancher 
[fg.  36 1). 

651.  Problème.  —  On  donne  le  volume  V,  la  hautaitr  h  et  le  côté  X  de 
la  base  inférieure  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles  ;  on  sup- 
jwse  que  cette  base  est  un  hexagone  régulier^  et  l'on  demande  le  lôlé  x 
de  r hexagone  régulier,  base  supérieure  du  tronc. 

L'équation  du  problème  sera  l'équalion  (2)  du  n°  648,  dans  laquelle  on 
remplacera  a  par  l'inconnue  x,  c'est-à-dire 


V: 


Les  racines  de  cette  équation  restent  imaginaires  tant  qu'on  a  V  <  — ,-  ; 

elles  deviennent  réelles  et  elles  restent  toutes  deux  négatives  tant  que  V 

B//      B/i        ^       „  „  .,.        ,,,     , 

(^st  compris  entre  -— -  et  --;  enun,  elles  sont  1  une  positive  et  1  autre  ne- 
4  '^ 

gative,  lorsqu  on  a  V  >  —  • 

Dans  le  premier  cas,  le  problème  est  impossible  ;  dans  le  deuxième  cas, 
deux  troncs  de  seconde  espèce  répondent  à  la  question  ;  dans  le  troisième 
cas,  un  tronc  de  première  espèce  et  un  tronc  de  seconde  espèce  y  ré- 
nondeiit  à  la  fois. 


"(■ 

X        .r-\ 

X 
-_  _i_ 

A   ' 

3V 

Supposons . 

,   par  exemple 

,  A  =  1-,  d 

'où 

B 

'1 

-  ? 

// 

v 

--  i^"".  L'équation  à  résoudre  sera 

^^  -f-  X  H-   I  — 

4 
■  -  =  0     ou 

x"^ 

-^ 

î 

0. 

E 

lie  donne 

-3± 

nr'    

\/'l\       —  ') 

±_ 

Al 

58'257)7 

"•V^J,  et 


La  racine  positive  est  x  =  0,26376  à  y^  de  milhmètre  près;  la  racine 
négative  est  a-  =  —  1,26376  avec  la  même  approximation.  La  première 
répond  à  un  tronc  de  première  espèce  ;  la  seconde,  prise  positivement. 
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à  un  tronc  de  seconde  espèce.  La  hauteur  de  la  pyramide  qui  correspond 
au  tronc  de  première  espèce  est  (650) 

H  =  T =  5^r-7  =  2, 353 

A  —  X       0,73624 

à  I  millimètre  près.  Celle  de  la  pyramide  qui  correspond  au  tronc  de  se- 
conde espèce  est  (650) 

II  =  . =  — -^  =  o™,765 

à  Y  millimètre  près. 

THÉORÈME. 

(352.  Un  tronc  de  prisme  triangulaire  est  équivalent  à  la 
somme  de  trois  pyramides  ayant  pour  base  commune  la  base 
inférieure  du  tronc  et,  pour  sommets,  ceux  de  sa  base  supé  - 
rieure. 

Soit  [fîg.  363  )  le  ironc  de  prisme  triangulaire  ABCDEF.  En 
menant  le  plan  ACE,  on  détache  du  tronc  la  pyramide  trian- 
gulaire EABC,  qui  a  pour  base  ABC  et  pour  sommet  le  point  E. 

Firr.  363. 


Il  reste  la  pyramide  quadrangulaire  ECADF.  En  menant  le 
plan  DEC,  on  la  partage  en  deux  pyramides  triangulaires  ECDA, 
ECDF. 

La  première  ECDA,  qui  a  pour  sommet  le  point  E  et  pour 
base  CDA,  équivaut  à  la  pyramide  BCDA  de  même  base  CDA 
et  de  même  hauteur,  puisque  son  sommet  B  est  situé  sur 
Tarête  EB  parallèle  à  DA  ou  au  plan  CDA  de  la  base  com- 
mune. Or  la  pyramide  triangulaire  BCDA  peut  être  regardée 
comme  ayant  pour  base  ABC  et  pour  sommet  le  point  D. 

La  seconde  pyrajmi.de  triangulaire  ECDF  peut  être  regardée 
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comme  ayant  pour  base  ECF  et  pour  sommet  le  point  D;  elle 
équivaut  donc  à  la  pyramide  ABCF,  de  base  BCF  et  de  som- 
met xV.  En  effet,  les  deux  bases  ECF,  BCF  sont  équivalentes 
comme  triangles  de  même  base  CF  et  de  même  hauteur, 
puisque  l'arête  EB  est  parallèle  à  FC;  et  les  hauteurs  des  deux 
pyramides  comparées  sont  égales,  puisque  la  droite  DA,  qui 
joint  leurs  sommets,  est  parallèle  à  FC  et,  par  conséquent, 
au  plan  commun  EBCF  de  leurs  bases.  Or,  la  pyramide  trian- 
gulaire ABCF  peut  être  considérée  comme  ayant  pour  base 
xVBC  et  pour  sommet  le  point  F. 

SCOLIE. 

653.  Si  le  tronc  considéré  est  un  tronc  de  prisme  droit,  les 
hauteurs  des  trois  pyramides  indiquées  se  confondent  avec 


les  arêtes  latérales  EB,  DA,  FC,  et  la  base  ABC  avec  la  section 
droite  du  tronc.  Le  volume  du  corps  tronqué  a  donc  alors 
pour  mesure  le  produit  de  sa  section  droite  par  la  moyenne 
arithmétique  de  ses  arêtes  latérales  (643). 

On  étend  facilement  cet  énoncé  au  cas  du  tronc  de  prisme 
oblique.  Soit  (y?^.  364)  ^^  tronc  de  prisme  oblique  ABCDEF. 
Menons  sa  section  droite  MNP.  Elle  le  partage  en  deux  troncs 
de  prisme  MNPABC,  MNPDEF,  qui  sont  droits  relativement 
à  cette  section  considérée  comme  base.  Le  premier  a  pour 
mesure 

jjj^p/MA+NB  +  PC 


le  second. 
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Le  tronc  de  prisme  oblique  ABCDEF,  somme  des  deux  troncs 
de  prismes  droits  MNPABG,  MNPDEF,  a  donc  pour  mesure  la 
somme  de  leurs  mesures,  c'est-à-dire 


MNP 


AT)  +  BE  -I-  CF 


Corollaire. 


651.  En  désignant  par  V,  B,  [3,  li,  li\  h" ^  «,  a! ,  a"  les  nom- 
bres qui  mesurent  respectivement  le  volume  d'un  tronc  de 
prisme  triangulaire,  sa  base  et  sa  section  droite,  les  hauteurs 
des  sommets  de  sa  base  supérieure  au-dessus  du  plan  de  sa 
base  inférieure  et  ses  arêtes  latérales,  on  a  les  formules 


V==B 


V=.(3 


h  -\-  h' 

+  li" 

3 

a-\-  a! 

H-«" 

Application. 


655.  La  base  B  d'un  parallélipipède  droit  tronqué  est  égale 
à  36  mètres  carrés;  ses  arêtes  latérales  sont  égales  à  5  mètres, 
3  mètres,  7  mètres  et  q  mètres;  on  demande  de  calculer  son 
volume. 

Soit  [Jig.  365)  ABCDEFGH  le  parallélipipède  tronqué  pro- 
posé. Menons  le  plan  diagonal  ACGE  qui  le  partage  en  deux 


troncs  de  prismes  triangulaires  droits,  dont  les  bases  sont 
égales  entre  elles  et  à  la  moitié  du  parallélogramme  ABGD. 
Les  volumes  de  ces  deux  troncs  de  prismes  étant  respective- 
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menî,  d'après  les  formules  du  numéro  précédenl, 


ie  volume  cherché  sera 


D'une  manière  générale,  si  l'on  désigne  par  A  et  a,  B  et  ù,  les  arêlcs 
latérales,  opposées  deux  à  deux,  d'un  parallélipipède  tronqué  quelconque 
et  par  S  sa  section  droite,  les  volumes  ^^  et  u'  des  deux  prismes  triangu- 
laires tronqués  qui  le  composent  sont 

S    A  -h  r(  -{-  h         I  _  ^    A  +  r/  -f-  B  ^ 

7.  3  '2  0 

par  suite,  son  volume  V  =  c  -^  p'  a  pour  expression 


^     ^2[A-i-a)  4-(B-+-// 


(5 

Mais,  si  l'on  représente  par  S  la  longueur  de  la  droite  qui  unit  les  centres 
des  deux  bases  du  tronc,  on  a 

A  -h  n  =  B  -h  h  =  iS, 
(Voa 

Y  :=    S.O. 

Le  volume  d'un  parallélipipède  tronqué  quelconque  a  donc  pour  me- 
sure le  /jrodait  de  sa  section  cl/vile  par  la  moyenne  arithmétique  de  deux 
arêtes  latérales  opposées, 

THÉORÈME. 

6o6.  Le  volume  de  tout  polyèdre  ayant  pour  hases  deux  polygones 
quelconques  situés  dans  des  plans  parallèles  et  pour  faces  latércdes  des 
trapèzes  ou  des  triangles  est  exprimé  par  la  formule 

"(B  +  B'  +  4B'), 

dans  laquelle  lî  désigne  la  distance  des  deux  plans  parallèles,  B  la  base 
inférieure  du  polyèdre,  B'  la  base  supérieure,  et  B''  la  section  éfjuidistante 
des  deux  bases. 
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En  effet,  soient  LjMjNjP,Q,  la  section  éqaidislan te  des  bases  (/^.  366) 
et  S  un  point  pris  à  volonté  dans  l'intérieur  de  cette  section.  Le  polyèdre 
peut  être  décomposé  en  pyramides  ayant  pour  bases  ses  diverses  faces  et 

Fig.  366. 


pour  sommet  commun  le  point  S.  Les  volumes  des  deux  pyramides  qui 

BH     B'H 

reposent  sur  les  bases  B  et  B'  ont  évidemment  pour  mesures  "7"  '  ~^  ' 

et  il  reste  à  évaluer  les  volumes  des  pyramides  qui  reposent  sur  les  faces 
latérales.  Soit  donc  LMM'L'  une  quelconque  de  ces  faces,  par  exemple 
celle  qui  répond  au  côté  L,M,  du  polygone  L,M,N,PjO,  ;  pour  raisonner 
d'une  manière  générale,  nous  supposerons  que  cette  face  soit  un  trapèze 
(si  c'était  un  triangle,  l'un  des  côtés  parallèles  LM  ou  L'M'  serait  nul). 
Abaissons  du  point  S  la  perpendiculaire  SO  sur  le  plan  de  la  face  LMM'L'; 
dans  ce  plan,  nienons  par  le  point  0  la  perpendiculaire  LOI,  à  L,M,  ;  la 
droite  SI,  sera  perpendiculaire  à  L,M,  ;  enfin  menons  l'K,  perpendiculaire 
au  pUm  de  la  section  L,M,N^P,Q,  :  l'K,  sera  la  moitié  de  la  distance  II  des 
bases  du  polyèdre.  Cela  posé,  la  pyramide  SLMM'L'a  pour  mesure 

L,M,.2n,.^S0. 

Or,  le  produit  ri,. SO  peut  être  remplacé  par  le  produit  SI, .l'K,,  qui, 
comme  lui,  exprime  le  double  de  l'aire  du  triangle  l'I.S  ;  on  a  donc,  pour 
le  volume  de  la  pyramide  indiquée, 

!^2L,M,.SI,  =iî'4SL,M,. 

Par  suite,  pour  avoir  la  somme  des  volumes  des  pyramides  qui  reposent 

TT 

sur  les  faces  latérales  du  polyèdre,  il  faut  multiplier  par  -  quatre  fois  la 

somme  âes  triangles  qui  ont  S  pour  sommet  commun  et  pour  bases  les 

H 
6 


côtés  delà  section  L,M,N,P,Q, ,  c'est-à-dire  multiplier  par  —  quatre  fois 
l'aire  B"  de  cette  section. 
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Application. 
657.  Les  amas  de  pierres,  les  fossés  ou  cuvettes  établis  de  distance  en 
distance  le  long  des  routes,  les  tombereaux,  etc.,  sont  terminés  haut  et 
bas  par  deux  rectangles  parallèles  LMNP,  L'M'N'P',  et  latéralement  par 
quatre  trapèzes  LMM'U.MNN'M',  NPP'N',  PLL'P'.  Exprimons  le  volume 
d'un  pareil  corps  en  fonction  de  la  distance  h  des  plans  des  deux  rectangles 
et  des  dimensions  a  et  h^  d  et  h\  de  ces  rectangles  [fi^.  367). 

Fig.  367. 

P'  N' 


.^fer^È. 


La  section  LjM,P,Q, ,  équidistante  des  bases,  est  un  rectangle  dont  les 

dimensions,  L,M,,  L,P,,  sont  évidemment  égales  à- (^  -f-  a!)  et  -[h  -f-  ^'). 

Le  volume  du  corps  est  donc,  en  vertu  du  théorème  précédent,  donné  par 
la  formule 

-  \^ab  -f-  rt' ^'  -H  ( <7  -f-  a')(b-h  b')]. 

que  l'on  peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 

bh,  ,.       b'h.     ,         . 

— -    2r?  -f-  a)  +  — -  lia  -\-  a). 

Pour  b'  '■=  o,  le  volume  se  réduit  à 

b   ^  ' 

et  le  corps  a  la  forme  qu'on  donne  dans  les  parcs  d'artillerie  aux  piles  de 
boulets  sphériques  rectangulaires. 

§  V.  -  FIGURES  SYMÉTRIQUES. 

DÉFINITIONS. 

658.  Deux  points  A  et  A'  sont  symétriques  par  rapport  à 
un  centre  0,  lorsque  ce  centre  0  est  le  milieu  de  la  droite  AA' 
{Jig.  368). 

Deux  points  A  et  A'  sont  symétriques  par  rapport  à  un 
axe  xf  [fig.  36g)  ou  à  un  plan  P  [fig,  370),  lorsque  cet  axe 
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OU  ce  plan  est  perpendiculaire  au  milieu  de  la  droite  AA'. 
Deux  figures  sont  symétriques  par  rapport  à  un  centre,  à  un 
axe  ou  à  un  plan,  lorsque  leurs  points  sont  deux  à  deux  symé- 
triques par  rapport  à  ce  centre,  à  cet  axe  ou  à  ce  plan.  Les 
points  symétriques  des  deux  figures  sont  dits  homologues. 


Fig.  368. 


Fig.  369. 


Fig.  370. 


Deux  figures  symétriques,  par  rapport  à  un  axe,  sont 
égales.  Car  une  rotation  de  180  degrés  autour  de  Taxe,  impri- 
mée à  Tune  des  deux  figures,  amène  évidemment  cette  figure 
sur  Tautre. 

La  symétrie  par  rapport  à  un  axe  n'offre  donc  rien  de  par- 
ticulier. Aussi,  dans  la  suite  de  ce  paragraphe,  ne  sera-l-il 
question  que  de  la  symétrie  relative  à  un  point  ou  à  un  plan. 

THÉORÈME. 

659.  Deux  figures  F'  et  F",  sy^métriques  d*une  même  figure  F 
par  rapport  à  deux  centres  différents  0'  et  0" ,  sont  égales 

(/5r-370{'). 

Fig.  371. 


B       G 1    '■" 

-V.  0' 

p 

j  ^,.' 

'  .-J   - 

^N^^ 

À." 

0" 

Soient  A  un  point  quelconque  de  la  figure  F,  A'  son  homo- 
logue dans  la  figure  F'  et  A''  son  homologue  dans  la  figure  F". 
0'  étant  le  milieu  de  AA' et  0"  le  milieu  de  A  A'',  la  droite  A' A" 


(*)  Bravais,  Journal  de  Matkémat'rques,  t.  XIV. 
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est  parallèle  à  O'O"  et  égale  à  20'0'''.  La  figure  F''  n'(St  donc 
que  la  figure  F'  transportée  parallèlement  à  la  direction  O'O'', 
d'une  quantité  égale  à  ^O'iY, 

Corollaire. 

660.  La  position  du  centre  de  symétrie  n'influe  ni  sur  la 
forme  ni  même  sur  Vorientation  de  la  figure  symétrique  d'une 
figure  donnée. 

THÉORÈME. 

661.  Si  deux  figures  F  et  F"  sont  symétriques  par  rapport 
à  un  plan  P,  on  peut  toujours  les  placer  de  telle  sorte  quelles 
soient  symétriques  par  rapport  à  un  centre  0'  pris  à  volonté 
dans  ce  plan;  et  réciproquement,  si  deux  figures  F  et  F'  sont 
sy^métriques  par  rapport  à  un  centre  0' ,  on  peut  toujours  les 
placer  de  telle  sorte  qu  elles  soient  symétriques  par  rapport  à 
un  plan  quelconque  P  passant  par  ce  centre  {fitg  87  i)  ('  ). 

11  suffit  de  faire  tourner  la  figure  F''  dans  le  premier  cas,  la 
figure  F'  dans  le  second,  de  180  degrés  autour  de  la  perpen- 
diculaire O'CB  élevée  en  0^  au  plan  P. 

En  effet,  considérons  une  figure  F,  un  plan  P  et  un  point 
quelconque  0'  de  ce  plan;  soient  F'  la  figure  symétrique  de  F 
par  rapport  au  point  0',  et  F"  la  figure  symétrique  de  F  par 
rapport  au  plan  P.  Le  théorème  direct  et  sa  réciproque  seront 
démontrés  à  la  fois,  si  l'on  fait  voir  que  les  figures  F'  et  F'' 
sont  symétriques  par  rapport  à  la  perpendiculaire  O'B  élevée 
en  0'  au  plan  P  (658).  Or,  soient  A,  A',  A''  trois  points  homo- 
logues des  figures  F,  F',  F",  et  0"  le  point  où  la  droite  AA" 
rencontre  le  pian  P.  0'  étant  le  milieu  de  AA^  et  0'''  le  milieu 
de  AA",  la  droite  A'A''  est  parallèle  à  O'O''  et,  par  suite,  per- 
pendiculaire sur  O'B.  D'ailleurs  O'B,  étant  menée  parallèle- 
ment à  AA*'  par  le  milieu  de  AA',  passe  par  le  milieu  C  de  A'  A"'. 
Donc,  enfin,  les  points  A'  et  A''  sont  symétriques  par  rapport 
à  la  droite  O'B. 


Bravais,  Journal  de  Mathématiques,  t.  XIV. 
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Corollaires 

G62.  Deux  figures  symétriques  d'une  même  figure  F,  par 
rapport  à  deux  plans  différents  P  et  Q,  ne  sont  autre  chose, 
quant  à  \d^  forme,  que  la  figure  symétrique  de  F  par  rapport  à 
un  centre  quelconque  (659);  elles  sont  donc  superposables. 
Mais  leur  orientation  dans  l'espace  n'est  pas  la  même,  à  moins 
que  les  plans  P  et  Q  ne  soient  parallèles. 

663.  En  résumé,  si  Ton  fait  abstraction  de  l'orientation  pour 
n'avoir  égard  qu'à  la  formCj  on  voit  qu  une  figure  F  n'a  quune 
seule  figure  symétrique.  Toutes  les  figures  obtenues  en  pre- 
nant la  figure  symétrique  de  F^  par  rapport  à  tel  centre  ou  à 
teî  pian  qu'on  veut,  sont  superposables. 

Scolle. 
G64.  Telle  propriété  de  deux  figures  symétriques  (C58)  est 
plus  ou  moins  aisée  à  démontrer,  suivant  que  l'on  considère 
la  symétrie  relative  à  un  plan  ou  à  un  centre.  Le  théorème 
précédent  (661)  permet  de  choisir  le  mode  de  symétrie  qui 
facilite  le  plus  les  raisonnements.  C'est  généralement  la  symé- 
trie relative  à  un  centre  qui  rend  les  démonstrations  plus  sim- 
ples, parce  qu'en  déplaçant  le  centre  de  symétrie  on  n'altère 
pas  même  l'orientation  de  la  figure  symétrique  (660). 

THÉORÈME. 

665.  La  figure  symétrique  d'une  ligne  droite  est  une  ligne 
droite. 

Car,  si  l'on  prend  un  point  quelconque  de  la  droite  pour 
centre  de  symétrie,  ce  qui  ne  peut  rien  changer  au  résultat 
(660),  on  retrouve  évidemment  la  droite  elle-même  pour  figure 
symétrique. 

Corollaires. 

666.  La  distance  de  deux  points  est  égale  à  celle  de  leurs 
symétriques. 

Car,  si  l'on  prend  pour  centre  de  symétrie  le  milieu  de  la 
droite  qui  joint  les  deux  points,  on  voit  que  ces  deux  points 
ne  font  que  s'échanger. 
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6G7.  L'angle  de  deux  droites  est  égal  à  l'angle  de  leurs  sy- 
métriques. 

Car,  en  prenant  pour  centre  de  symétrie  le  sommet  de  cet 
angle,  on  voit  que  les  droites  symétriques  forment  l'angle  qui 
lui  est  opposé  par  le  sommet. 

SCOLIE. 

668.  Il  importe  de  se  figurer  nettement  la  situation  de  deux 
droites  symétriques  par  rapport  à  un  centre  ou  par  rapport  à 
un  plan. 

Soit  AB  [fig,  372)  une  droite  dont  on  veut  la  droite  symé- 
trique par  rapport  à  un  centre  donné  0'.  Prenons  d'abord  la 

l^i'C-  372.  FifT.  3^3. 

A         0         B  rf 


droite  symétrique  deAB  par  rapport  à  son  milieu  0  :  le  point  A 
aura  son  symétrique  en  B,  et  le  point  B  son  symétrique  en  A; 
de  sorte  que  la  droite  symétrique  de  AB,  par  rapport  à  son 
milieu  0  pris  pour  centre,  sera  BA.  Pour  passer  ensuite  du 
centre  0  au  centre  0',  il  suffira  (659)  de  faire  décrire  aux 
points  A  et  B  des  droites  BA'  et  AB'  parallèles  à  00'  et  dou- 
bles de  00'.  On  trouve  ainsi,  pour  symétrique  de  AB,  la 
droite  A'B'  parallèle  à  AB,  de  sens  contraire,  et  située  à  la 
même  distance  du  centre  0'  de  symétrie, 

Soii  OA  [fig,  StS)  une  droite  dont  on  veut  la  droite  symé- 
trique par  rapport  à  un  plan  P  qu'elle  rencontre  en  0.  En  pre- 
nant d'abord  la  droite  symétrique  de  OA  par  rapport  au  point  0, 
on  trouve  son  prolongement  OA',  et  il  suffit  (661)  de  faire 
tourner  OA'  de  180  degrés  autour  de  la  perpendiculaire  OB 
au  plan  P,  pour  avoir  la  droite  OA''  demandée.  On  voit  que 
les  deux  droites  OA  et  OA",  symétriques  par  rapport  au  plan  P, 
sont  également  inclinées  sur  ce  plan,  qu  elles  rencontrent 
d'ailleurs  au  même  point  0. 
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THÉORÈME. 

669.  La  figure  symélrique  d'un  plan  est  un  plan: 

Car,  si  Ton  prend  un  point  du  plan  pour  centre  de  symétrie,, 
on  retrouve  évidemment  le  plan  lui-même  pour  figure  symé- 
trique. 

Corollaires. 

670.  La  figure  symétrique  d'un  polygone  plan  est  un  poly- 
gone égal  au  premier. 

D'abord,  c'est  un  polygone  plan  (669);  il  est  ensuite  égal 
au  premier,  parce  qu'il  a  ses  côtés  et  ses  angles  égaux  aux 
côtés  homologues  et  aux  angles  homologues  de  ce  polygone 
(666,667). 

671.  L* angle  de  deux  plans  est  égal  à  V angle  de  leurs  sy- 
métriques. 

Car,  en  prenant  pour  centre  de  symétrie  un  point  de  l'arête 
de  l'angle  dièdre  donné,  on  voit  que  les  plans  symétriques 
de  ses  faces  forment  le  dièdre  qui  lui  est  opposé  par  l'arête. 

SCOLIE. 

672.  Deux  plans  symétriques  par  rapport  à  un  centre  sont 
parallèles  et  équidistanis  de  ce  centre. 

Deux  plans  symétriques  par  rapport  à  un  plan  sont  égale- 
ment inclinés  sur  ce  plan,  qu'ils  coupent  d'ailleurs  suivant  la 
même  droite. 

THÉORÈME. 

673.  Deux  polyèdres  symétriques  ont  :  i»  leurs  faces  égales 
chacune  à  chacune;  i""  leurs  angles  dièdres  homologues  égaux; 
3«  leurs  angles  polyèdres  homologues  symétriques  (566). 

I*  L'égalité  des  faces  homologues  résulte  du  n«670. 

2«  L'égalité  des  angles  dièdres  homologues  résulte  du 
no  671. 

3"  Pour  montrer  clairement  la  relation  qui  existe  entre  un 
angle  polyèdre  A  de  la  première  figure  P  et  l'angle  polyèdre 
homologue  A'  de  la  seconde  figare  P',  il  suffit  de  construire  la 
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figure  symétrique  de  P  en  prenant  pour  centre  de  symétrie  le 
sommet  A  du  premier  angle  polyèdre.  On  voit  ainsi  que  l'angle 
polyèdre  A'  est  l'angle  polyèdre  opposé  par  le  sommet  à  l'angle 
polyèdre  A. 

THÉORÈME. 

67i.  Deux  polfèdres  symétriques  P  el  P'  sont  équivalents. 

Si  l'on  décompose  le  polyèdre  P  en  tétraèdres,  à  chacun  de 
ces  tétraèdres  répond  un  tétraèdre  symétrique,  et  l'ensemble 
de  ces  tétraèdres  symétriques  forme  le  polyèdre  P'.  Deux 
polyèdres  symétriques  P  et  P',  étant  d'après  cela  composés 
d'un  même  nombre  de  tétraèdres  symétriques  deux  à  deux,  il 
suffit  de  démontrer  que  deux  tétraèdres  symétriques  sont 
équivalents. 

Or,  soit  [fig^  374)  SABC  un  tétraèdre  quelconque.  Formons 
son  symétrique  SA'B'C  par  rapport  au  point  S.  Les  triangles 
ABC,  A'B'C  sont  égaux   (670),    et  leurs  plans  sont  équidi- 


Firj.   374, 


Fig.  375. 


stanls  du  point  S  (672).  Par  suite,  les  deux  tétraèdres  SABC, 
SA'B'C,  ayant  des  bases  el  des  hauteurs  égales,  sont  équiva- 
lents. 

La  symétrie  relative  à  un  plan  fournirait  dans  ce  cas  une 
démonstration  tout  aussi  simple  ;  car,  comme  la  propriété  dont 
il  s'agit  concerne  la  grandeur  el  non  la  situation,  on  peut 
prendre  à  volonté  le  plan  de  symétrie  (662).  Or,  en  construi- 
sant [fig.  375)  la  figure  S' ABC  symétrique  de  SABC  par  rap- 
port au  plan  ABC,  on  voit  que  les  deux  tétraèdres  SABC, 
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S' ABC  ont  même  base  ABC  eî  des  hauteurs  égales  SO  elS'O; 
d'où  résulte  leur  équivalence. 

SCOLIE. 

675.  Les  deux  prismes  dans  lesquels  un  parallélipipède  est 
décomposé  par  un  plan  diagonal  (616)  sont  évidemment  symé- 
triques par  rapport  au  centre  0  du  parallélipipède  [fig.  343). 
C'est  pourquoi  ils  ont  même  volume  (674),  bien  qu'ils  ne 
soient  pas  en  général  superposables.  On  ne  peut  les  super- 
poser que  quand  ils  sont  droits. 

§  VI.  -  POLYÈDRES   SEMBLABLES. 

DÉFmiTIOîSS. 

676.  On  donne  le  nom  de  polyèdres  semblables  aux  po- 
lyèdres qui  ont  leurs  angles  polyèdres  égaux  et  qui  sont  com- 
pris sous  un  même  nombre  de  faces  semblables  chacune  à 
chacune. 

L'égalité  des  angles  polyèdres  entraîne  évidemment  Téga- 
lité  des  angles  dièdres  homologues. 

On  appelle  homologues  les  éléments  (faces,  arêtes,  diè- 
dres, etc.)  qui  se  correspondent  dans  deux  polyèdres  sem- 
blables. 

677.  Les  arêtes  homologues  de  deux  polyèdres  semblables 
sont  proportionnelles. 

Car  les  faces  semblables  de  ces  polyèdres  ayant  le  même 
rapport  de  similitude,  puisqu'une  même  arête  appartient  sur 
chaque  polyèdre  à  deux  faces  adjacentes,  le  rapport  de  deux 
arêtes  homologues  quelconques  est  constant. 

THÉORÈME. 

678.  En  coupant  une  pyramide  par  un  plan  parallèle  à  la 
hasey  on  détermine  une  seconde  pyramide  semblable  à  la  pre- 
mière. 

Soit  [fig,  376)  la  pyramide  SABCDE,  dans  laquelle  un  plan 
parallèle  à  la  base  a  déterminé  la  section  FGHIK.  Les  deux 
pyramides  SABCDE,  SFGHIK  ont  leurs  faces  semblables,  car 
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les  polygones  ABCDE,  FGHIK   sont  semblables  (635),  et  les 
faces  latérales  SAB  et  SFG,  SBC  et  SGH  . .  .,  le  sont  aussi  par 


suite  du  parallélisme  des  côtés  de  ces  deux  polygones. 

Quant  aux  angles  polyèdres,  Tangle  polyèdre  S  est  commun, 
et  deux  angles  trièdres  homologues,  tels  que  A  et  F,  sont 
égaux  comme  ayant  un  angle  dièdre  commun  compris  entre 
deux  faces  égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  dis- 
posées, savoir  :  l'angle  dièdre  SA  commun,  la  face  SAB  égale 
à  la  face  SFG  et  la  face  SAE  égale  à  la  face  SFK. 

THÉORÈME. 

679.  Deux  prramides  triangulaires  sont  semblables,  lors- 
quelles  ont  un  angle  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces 
semblables  chacune  à  chacune  et  semblablement  disposées. 

Soient  [fig.  877)  les  pyramides  SABC,  S'A'B'C,  dans  les- 
quelles l'angle  dièdre  SA  est  égal  à  l'angle  dièdre  S'A',  et  les 
faces  SAB,  SAC,  semblables  aux  faces  S'A'B',  S' A' G',  et  sem- 
blablement placées. 

Portons  la  seconde  pyramide  sur  la  première,  de  manière 
qu'elles  aient  même  sommet  et  que  les  faces  homologues  de 
leurs  angles  dièdres  égaux  coïncident.  Le  triangle  S'A' B' étant 
semblable  au  triangle  SAB  et  le  point  A'  tombant  en  D  sur  SA, 
S'B'  se  confondra  avec  SB,  et  le  point  B'  viendra  en  un  point  E 
tel,  que  DE  soit  parallèle  à  AB.  De  même  le  triangle  S'A'C, 
étant  semblable  au  triangle  SAC,  S'C  se  confondra  avec  SC, 
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et  le  point  C  viendra  en  un  point  F  tel,  que  DF  soit  parallèle 
à  AC.  La  base  A'B'C  occupera  donc  alors  la  position  DEF,  et 


son  plan  sera  parallèle  au  plan  de  la  base  ABC  (506).  La  pyra- 
mide SDEF  étant  semblable  à  la  pyramide  SABG  (678),  il  en 
est  de  même  de  la  pyramide  S' A' B'C  qu'elle  représente. 

THÉORÈME. 

680.  Deux  polyèdres,  composés  d'un  même  nombre  de  té- 
traèdres semblables  chacun  à  chacun  et  semblablement  dis- 
poséSy  sont  semblables, 

Fi(T.  378. 


Soient  [fig.  378)  OABD,  OBGD,  OCDE,  ...,  O'A'B'D', 
O'B'C'D',  O'C'D'E',  ...  deux  séries  de  tétraèdres  respecti- 
vement semblables  et  semblablement  disposés;  le  polyèdre 
formé  par  les  premiers  tétraèdres  est  semblable  au  polyèdre 
formé  par  les  seconds. 

En  effet  : 

i**  Les  faces  homologues  des  deux  polyèdres  sont  semblables 
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comme  composées  d'un  même  nombre  de  triangles  semblables 
et  semblablement  disposés.  Considérons,  par  exemple,  la  face 
ABCD  du  premier  polyèdre.  Les  triangles  ABD,  BCD,  qui  la 
constituent,  sont  semblables  aux  triangles  A'B'D',  B'C'I)', 
comme  faces  homologues  de  tétraèdres  semblables.  De  plus, 
les  triangles  ABD,  BCD  étant  dans  un  même  plan,  les  angles 
dièdres  OBDA,  OBDC  des  deux  tétraèdres  OABD,  OBCD  sont 
supplémentaires;  il  en  est  donc  de  même  des  angles  dièdres 
homologues  O'B'D'A',  0'B'D'C^  des  tétraèdres  semblables 
O'A'B'D',  O'B'C'D'.  Par  suite,  les  deux  triangles  A'B^D', 
B'C'D'  sont  aussi  dans  le  même  pian,  et  constituent  sur  le 
second  polyèdre  une  face  A'B'C'D'  semblable  à  la  face  ABCD. 
2**  Les  angles  polyèdres  des  deux  polyèdres  sont  égaux 
comme  ayant  tous  leurs  éléments  égaux  et  semblablement 
disposés;  car  les  faces  homologues  des  deux  polyèdres  étant 
semblables  et  semblablement  disposées,  leurs  angles  po- 
lyèdres ont  d'abord  toutes  leurs  faces  égales  chacune  à  cha- 
cune et  semblablement  disposées.  De  plus,  les  angles  dièdres 
homologues  de  ces  angles  polyèdres  sont  égaux,  soit  comme 
dièdres  homologues  de  deux  tétraèdres  semblables,  soit 
comme  somme  d'angles  dièdres  égaux.  L'angle  dièdre  BCDE, 
par  exemple,  formé  par  les  deux  faces  ABCD,  COE  du  pre- 
mier polyèdre,  est  la  somme  des  deux  angles  dièdres  BCDO, 
ECDO,  qui  appartiennent  aux  deux  tétraèdres  OBCD,  OCDE; 
et  l'angle  dièdre  B'C'D'E^  formé  par  les  deux  faces  A'B'C'D', 
C'D'E'  du  second  polyèdre,  est  la  somme  des  deux  angles 
dièdres  homologues  B'C'D'O',  E'C'D'O',  qui  appartiennent 
aux  deux  tétraèdres  semblables  O'B'C'D',  O'C'D'F. 

681.  Réciproquement,  deux  polyèdres  semblables  peuvent 
être  décomposés  en  un  même  nombre  de  tétraèdres  semblables 
et  semblablement  disposés. 

Soit  [Jîg.  379)  un  point  0  pris  dans  l'intérieur  du  premier 
polyèdre  ;  décomposons-le  en  tétraèdres  en  prenant  le  point  0 
pour  centre  de  décomposition  (646),  et  soit  OABC  l'un  des 
tétraèdres  obtenus.  Les  points  A,  B,  C,  ayant  pour  homo- 
logues sur  le  second  polyèdre  les  points  A',  B',  C,  menons 
un  plan  O'A'B' faisant  au-dessus  de  A'B'C  un  angle  dièdre 
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égal  à  celui  que  forme  le  plan  AOB  au-dessus  de  ABC,  eidans 
ce  plan  O'A'B'  construisons  le  triangle  O'A'B'  semblable  au 

Fi[î.  379. 


triangle  OAB.  En  prenant  le  point  0'  pour  centre  de  décom- 
position, on  décompose  donc  le  second  polyèdre  en  tétraèdres, 
qui  correspondent  à  ceux  du  premier  polyèdre,  et  il  reste 
seulement  à  prouver  que  ces  tétraèdres  sont  semblables  deux 
à  deux. 

SoitD  un  quatrième  sommet  du  premier  polyèdre,  tel  que 
les  deux  triangles  ABC,  ABD  aient  un  côté  commun  et  soient 
situés  sur  la  même  face  ou  sur  deux  faces  adjacentes.  Com- 
parons les  deux  tétraèdres  OABD,  O'A'B'D'.  Les  faces  OAB, 
O'A'B'  sont  semblables  comme  faces  homologues  des  deux 
tétraèdres  semblables  OABCO'A'B'C;  les  faces  ABD,  A'B'D' 
le  sont  aussi  comme  triangles  homologues  de  deux  faces  sem- 
blables des  polyèdres  donnés.  De  plus,  si  les  deux  triangles 
ABC,  ABD  sont  dans  un  même  plan,  les  deux  dièdres  OABD, 
O'A'B'D'  sont  égaux  comme  suppléments  des  angles  dièdres 
égaux  OABC,  O^VB'C';  si  les  deux  triangles  ABC,  ABD  ne 
sont  pas  dans  un  même  plan,  les  deux  angles  dièdres  OABD, 
O'A'B'D'  sont  encore  égaux  comme  différences  des  angles 
dièdres  égaux,  DABC  et  OABC  d'une  part,  D' A' B'  C  et  0'  A'  B'  CJ 
d'autre  part.  Dans  les  deux  cas,  les  tétraèdres  OABD,  0'  A'B'  D' 
sont  semblables  (679). 

La  même  démonstration  s'appliquera  de  proche  en  proche, 
La  similitude  des  deux  tétraèdres  considérés  en  dernier  lieu 
permettra  toujours  de  vérifier  la  similitude  des  deux  tétraèdres 
suivants. 
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SCOIJE. 

682.  Deux  points  0  ei  0'  rapportés  à  deux  polyèdres  sem- 
blables sont  dits  homologues,  lorsqii'en  joignant  l'un  d'eux  0 
aux  sommets  consécutifs  A,  B,  C  de  l'un  des  polyèdres,  et 
l'autre  0'  aux  sommets  homologues  A', B\C'  de  l'autre  po- 
lyèdre, on  obtient  deux  tétraèdres  OABC,0' A' B'C  semblables 
et  semblablement  disposés  par  rapport  aux  deux  polyèdres. 

Il  résulte  de  la  démonstration  précédente  que  deux  points 
homologues  quelconques  peuvent  être  pris  pour  centres  de 
décomposition  de  deux  polyèdres  semblables,  en  tétraèdres 
semblables  et  semblablement  disposés. 

Si  le  point  0  est  extérieur  au  premier  polyèdre,  son  homo- 
logue 0' est  aussi  extérieur  au  second  polyèdre;  il  faut  alors 
considérer  les  deux  polyèdres  comme  composés  de  tétraèdres 
additifs  el  de  tétraèdres  soustractifs. 

Si  le  point  0  coïncide  avec  l'un  des  sommets  A  du  premier 
polyèdre,  son  homologue  0'  coïncide  avec  le  sommet  A'  du 
second  polyèdre,  et  les  diagonales  homologues  des  deux  po- 
lyèdres, relatives  aux  sommets  A  et  A',  se  confondent  avec  les 
arêtes  latérales  de  leurs  tétraèdres  homologues. 

683.  Deux  droites  rapportées  à  deux  polyèdres  semblables 
sont  dictes  liomologiies,  lorsque  leurs  extrémités  sont  deux  à 
deux  des  points  homologues.  Telles  sont,  par  exemple,  les 
diagonales  relatives  à  des  sommets  homologues. 

Le  rapport  de  deux  droites  homologues  quelconques  est 
égal  au  rapport  de  similitude  des  faces  homologues  des  deux 
polyèdres. 

Soient  {fig,Z^o)  ABCDE,  A'B'C'D'E'  deux  faces  homo- 
logues quelconques  des  polyèdres  donnés,  et  FH,  F' H'  deux 
droites  homologues  quelconques.  Formons  les  tétraèdres  ho- 
mologues F  ABC,  F'A'B'CHABC,  H' A'B'C.  La  similitude  de 
ces  tétraèdres  entraîne  celle  des  tétraèdres  FHAC,  F'H'A'C 
En  elfet,  les  faces  Fx\C,  HAC  sont  respectivement  semblables 
aux  faces  F' A' G',  H' A'C  et  l'angle  dièdre  FACH,  différence 
des  angles  dièdres  FACB,   HACB,  est  égal  à  l'angle  dièdre 
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F'A'C'ir,  différence    des  angles    dièdres    égaux  F'A'C'B', 

Fi(î.  38o. 
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IT'A'C'B'.  Les  deux  tétraèdres  FHAC,  F'H'A'C  étant  sembla- 
bles, on  a  (677) 

FH    __   AB 
F'H^  '"  Air' 

TllÉORÈiME. 

684.  Le  rapport  des  volumes  de  deux  polyèdres  semblables 
est  égal  au  cube  du  rapport  de  similitude  de  leurs  faces  homo- 
logues, ou  deux  polyèdres  semblables  sont  entre  eux  comme  les 
cubes  des  arêtes  homologues. 

Fia.  38i. 


Soient  d'abord  [fig.  38i)  deux  tétraèdres  semblables  SABC, 
SDEF,  qu'on  peut  toujours  supposer  placés  Tun  dans  l'autre, 
comme  l'indique  la  figure  (678),  de  manière  que  leurs  bases 
ABC,  DEF  soient  parallèles. 

Le  premier  tétraèdre  SABC  ayant  pour  base  ABC  et  pour 
hauteur  SH,  son  volume  a  pour  expression 

ABC.SH 

3    "   * 


Io4  GÉOMÉTRIE    DANS   l'eSPACE. 

Le  second  tétraèdre  ayant  pour  base  DEF  et  pour  hauteur  SK, 
son  volume  est  égal  à 

DEF.SK 

3 

Le  rapport  cherché  est  par  suite  égal  à 

ABC.SH  _  ABC    SH 
DEF.SK  "  DEF'  SK' 

Mais  le  plan  DEF  étant  parallèle  au  plan  ABC,  on  a  (636,  635) 

ABC        SH  SH_SA_AB 

DEF""g^'    ^^   SK^SD^DE' 

Le  rapport  des  volumes  des  deux  tétraèdres  est  donc  repré- 
senté par 

• 3  3 

SH  AB 

r=r    ou    zzzTs- 
SK  DE 

Soient  maintenant  deux  polyèdres  semblables  P  et  P'.  Le 
rapport  de  similitude  de  leurs  faces  homologues  sera  (677) 
celuide  deuxarêtes  homologues  quelconques  AB  et  A'B'.Ces 
deux  polyèdres  sont  décomposables  en  un  même  nombre  de 
tétraèdres  semblables  et  semblablement  disposés  (681),  et  le 
rapport  de  similitude  des  faces  homologues  de  deux  tétraèdres 

AB 

homologues  est  égal  (683)  au  rapport  77777  '  Si  le  polyèdre  P 

A.  15 

est  composé  des  tétraèdres  T,  T,,  T2,  et  le  polyèdre  P'  des 
tétraèdres  homologues  T',  T', ,  ï'2 ,  on  aura  donc,  d'après  ce  qui 
précède, 

T  _   Âb'         Tt  _  Âb'         T,_  Âb' 

^        A'B'         ^'       AB'         ^2       AB' 

et,  par  suite,  en  appliquant  un  théorème  connu, 

T+T.-hT^         Ab'  p         Âb' 

ou     -- 


A   +  Ai+  A.        AB'  ^         AB' 
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SCOLIES. 

685.  Les  aires  de  deux  polyèdres  semblables  sont  propor- 
tionnelles aux  carrés  de  leurs  arêtes  homologues, 

C86.  De  la  relation  démontrée,  on  déduit  réciproquement 

AB  __  3  /p^ 
A'B'  "  V  P  * 
Donc,  lorsqu'on  veut  amplifier  ou  réduire  un  polyèdre 
dans  un  rapport  donné,  VécheUe  à  adopter  pour  ampliiier  ou 
réduire  les  arêtes  de  ce  polyèdre  est  égale  à  la  racine  cubique 
du  rapport  donné.  Par  exemple,  si  le  volume  du  nouveau 
polyèdre  doit  être  la  millième  partie  du  polyèdre  donné,  il  fau- 
dra faire  ses  arêtes  dix  fois  plus  petites  que  les  arêtes  homo- 
logues du  polyèdre  donné. 

Application. 
687.  Étant  donnée  une  pyramide  dont  l'une  des  arêtes  SA 
est  égale  à  r  mètre,  par  quels  points  a  et  a'  de  cette  arête 
faut-il  mener  des  plans  parallèles  à  la  base  de  la  pyramide, 
pour  partager  son  volume  en  trois  parties  équif^alentes  ? 

Les  pyramides  partielles  dont  les  arêtes  sont  Sa  et  ^a'  re- 
présentent respectivement  le  tiers  et  les  deux  tiers  de  la  pyra- 
mide donnée.  On  aura  donc 


Sa 3/1       Sa' 3/2 

SÂ~V3'      SA"V3' 


d'où,  en  opérant  par  logarithmes  et  en  faisant  SA  =  i™, 

Sa  —  o"',693     et     Sa' ==  o«»,874 
à  \-  millimètre  près. 

§  VII.  -  APPENDICE. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  POLYÈDRES. 

THÉORÈME. 

688.  Dans  tout  polyèdre  convexe,    le  nombre  des   arêtes  augmenté 
de  1  est  égal  au  nombre  des  faces  augmenté  de  celui  des  sommets. 
Soient  A  le  nombre  des  arêtes,  F  celui  des  faces,  et  S  celui  des  som- 


Io6  GÉOMÉTRIIî    DANS    l'eSPACE. 

mets  diî  polyèdre;  il  faut  démontrer  l'égalité 

(i)  F -H  S -=  A  H- 2. 

Considérons  d'abord  une  figure  plane  formée  de  polygones  convexes 
juxtaposés  sans  laisser  de  vides,  et  désignons  par  F',  S',  A'  le  nombre 
des  polygones,  celui  des  sommets  et  celui  des  côtés.  Décomposons  ces 
polygones  en  triangles  à  l'aide  de  diagonales  menées,  dans  chacun  d'eux, 
d'un  sommet  aux  sommets  non  voisins,  d  étant  le  nombre  total  des 
diagonales,  ¥'  -^  d  sera  le  nombre  total  des  triangles,  A'-f-  d  le  nombre 
total  des  côtés;  le  nombre  S'  des  sommets  sera  resté  le  môme.  Suppo- 
sons maintenant  que  l'on  enlève  successivement  les  différents  triangles 
sauf  un,  en  commençant  par  ceux  qui  reposent  sur  le  bord  et  en 
continuant  par  ceux  dont  un  ou  deux  côtés  auront  été  amenés,  par  les 
suppressions  déjà  faites,  à  faire  partie  du  contour  extérieur.  Soit  t'  le 
nombre  des  triangles  qui,  au  moment  où  on  les  enlève,  ont  un  côté  sur 
le  bord,  et  t"  celui  des  triangles  qui  en  ont  deux.  La  suppression  d'un 
triangle  du  premier  genre  détruira  seulement  un  côté  et  celle  d'un 
triangle  du  second  genre  détruira  deux  côtés  et  un  sommet. 

Par  suite,  quand  on  aura  enlevé  tous  les  triangles,  sauf  un,  le  nombre 
des  triangles  détruits  étant  t'  -\-  t\  celui  des  côtés  détruits  sera  /'-f-  it" 
et  celui  des  sommets  supprimés  sera  t".  Donc,  comme  le  nombre  des 
triangles  restants  est  alors  égal  à  i  et  que  celui  des  côtés  restants,  aussi 
bien  que  celui  des  sommets  restants,  est  égal  à  3,  on  aura 

F' -^  d~-~{t' -h  f}r^  i,     A'-+-d  —  {t'-^il")~3,     S' —  t"  =^  3 
d'où 
(2)  F'-f-S'- A'=  I. 

Ce  lemme  établi,  revenons  au  polyèdre  convexe.  Si  on  supprime  l'une 
des  faces,  les  faces  restantes,  dont  le  nombre  sera  F  —  i,  pourront  être 
considérées  comme  formant  une  suite  de  polygones  convexes  juxtaposés 
et  renfermés  dans  le  contour  de  la  face  supprimée,  et  nous  pourrons 
raisonner  sur  ce  réseau  comme  s'il  était  plan,  puisque  le  théorème  ne 
dépend  que  des  nombres  des  polygones,  des  sommets  et  des  arêtes. 
La  relation  (2)  doit  donc  être  satisfaite  par  les  valeurs 

A'==A,     S'-=S,     F'---F  — i; 
on  tombe  ainsi  sur  la  relation  (i),  qui  est  due  à  Euler  {Mémoires  de 
Pétershourg,  1758)  (  1  ) . 

COROLLAIRES. 

689.  Désignons  par  t,  q,p,  h,  //',  o,  . . .  les  nombres  des  faces  triangu- 
laires, quadrangulaires,  pentagonales,  hexagonales,  heptagonales,  octogo- 

(^)   ^o//'  une  autre  denionstratioti,  après  la   mesure  des  aires  spliériques. 
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nales, Chaque  arôte  étant  commune  à  deux  faces,  on  aura  évidemment 

('^)  V  ^  t-\~  q  -^  p  ^  h-^h'  -^-  o-^  .  .  .  ^ 

(3)  2A  =--  3^-^47  -h5/?-4-6//H-7/i'-^8o-H 

Soient  T,Q,P,  H,  H',  0,  . . .  les  nombres  d'angles  trièdres,  tétraèdres, 
pentaèdres,  hexaèdres, ...  du  polyèdre  proposé  ;  chaque  arête  unissant 
deux  sommets,  on  aura  de  même 

(4)  S-T-t-Q  +  H-i-H'-i-O-i-  ..., 

(5)  2A  =  3T  4-4Q-^5P-+-6Hh-  7ir-+-80-i-  .... 

D'après  l'égalité  (3),  le  nombre  des  faces  dont  le  nombre  des  côtés  est 
impciir  (  c'est-à-dire  le  nombre  t  -^  p  -^  h'  -\-  . . .)  est  toujours  pair;  d'a- 
près l'égalité  (5),  le  nombre  des  angles  polyèdres  ou  des  sommets  dont  le 
nombre  des  arêtes  est  impair  (c'est-à-dire  le  nombre  T  -4-  P  -+-  H'  +  . .  À 
est  toujours  pair, 

690.  On  peut  exprimer  F  en  fonction  de  T,  Q,  P,  H,  H',  0, ...  ;  il  suffit 
d'éliminer  S  et  A  entre  les  relations  (i),  (4)  et  (5).  On  trouve 

{())  '2F   =  4  +  T-i-'2QH-3P-f-4H-f-5H'  -4-60+  .... 

De  même,  on  peut  exprimer  S  en  fonction  de  ^,  r/,/^,  A,  h\  o, . . .  ;  il 
suffît  d'éliminer  F  et  A  entre  les  relations  (i),  (i)  et  (3).  On  trouve 

( 7  )  2  S  "  4  -^-  ^  -^  '>i  7  +  3  /i  -h  4  /^  -H  5  A'  -H  6  0  ^-  . . . . 

SCOLIE. 

691.  Si  Von  conçoit  la  su?  face  d\m  polyèdre  convexe  décomposé  en 
plusieurs  portions,  chaque  portion  étant  une  face  seule  ou  le  système  de 
plusieurs  faces  voisines ,  le  théorème  d'Euler  a  encore  lieu  entre  le  nombre 
des  portions  dont  il  s'agit,  le  nombre  des  arêtes  qui  servent  de  limites  à 
ces  mêmes  portions,  et  le  nombre  des  sommets  compris  entre  ces  arêtes. 

En  effet,  que  les  droites  qui  terminent  chaque  portion  soient  ou  non 
dans  un  même  plan,  les  nombres  considérés  ne  varient  pas.  Or,  dans  la 
première  hypothèse,  sans  rien  changer  à  ces  mêmes  nombres,  on  pourrait 
former  un  nouveau  polyèdre  en  substituant  à  chaque  portion  une  face 
plane  terminée  au  même  contour,  et  le  théorème  d'Euler  serait  applicable 
à  ce  polyèdre. 

Toutes  les  formules  que  nous  venons  d'établir  subsistent  dans  ce  cas  ; 
seulement,  t  est  alors  le  nombre  des  portions  de  la  surface,  terminées  par 
un  contour  triangulaire;  7,  /?,...  les  nombres  des  portions  dont  le  con- 
tour est  quadrangulaire,  pentagonal,  etc. 
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THÉORÈME. 

692.  Dans  tout  polyèdre  convexe^  le  nombre  des  faces  triangulaires ^ 
augmenté  de  celui  des  angles  trièdres,  est  au  moins  égal  à  huit. 

En  effet,  si  dans  la  relation  (i),  qu'on  peut  écrire 

4F-f-4S==4A-+-8, 

on  remplace  F  par  la  valeur  (2  ),  S  par  la  valeur  (  4  ) ,  et  4  A  par  la  somme 
des  valeurs  (3)  et  (5),  on  trouve 

r-h  T  :^  8  +  (/?  -+-  P)  -H  2  (//  -4-  H)  -4-  3  (^'  -4-  H')  -H  4  (o  -f-  0)  -f-  . . . . 

D'après  cela,  //  n  existe  aucun  polyèdre  convexe  cjui  ne  T'en  ferme  ni  face 
triangulaire,  ni  angle  trièdre, 

THÉORÈME. 

693.  1°  //  n  existe  aucun  polyèdre  convexe  dont  toutes  les  faces  aient 
plus  de  cinq  cotés  ;  2°  //  n  existe  aucun  polyèdre  convexe  dont  tous  les 
angles  polyèdres  aient  plus  de  cinq  arêtes. 

En  effet  : 

1°  Si,  dans  l'inégalité  2A>  3 S,  qui  résulte  de  la  comparaison  des  re- 
lations (4)  et  (5),  on  remplace  Aet  S  parles  valeurs  (3)  et  (7),  on  trouve 
la  formule 

3  ^  -+-  2 //  -f-  />>  >  1 2  H-  (  /^'  H-  2  0  -h  ...  ! , 

qui  prouve  que  ^,  q  et  p  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois. 

2°  Si,  dans  l'inégalité  2A>  3F,  qui  résulte  de  la  comparaison  des  re- 
lations (  2  )  et  (  3  ) ,  on  remplace  A  et  F  par  les  valeurs  (  5  )  et  (  6  ),  on  trouve 
la  formule 

3Th-2Qh-P>  i2-f-(H'-i-20-f-  ...), 

qui  prouve  que  T,  Q  et  P  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois. 

SCOLIE. 

69i.  La  symétrie  de  la  formule  d'Euler  par  rapport  aux  nombres  F  et  S 
et  la  similitude  des  équations  {2)  et  (4),  (3)  et  (5)  entraînent  dans  les 
relations  qu'on  peut  en  déduire  une  corrélation  que  le  lecteur  a  sans  doute 
déjà  remarquée. 

THÉORÈME. 

695.  //  ne  peut  exister  que  cinq  espèces  de  polyèdres  convexes  dont 
toutes  les  faces  aient  le  même  nombre  n  de  côtés  et  dont  tous  les  angles 
polyèdres  aient  le  même  nombre  m  d'arêtes. 
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En  effet,  chaque  arête  appartenant  à  deux  faces  et  joignant  deux  som- 
mets, on  a 

L'élimination  de  A  et  de  S  entre  ces  équations  et  la  formule  d'Euler 
donne 

i[m-^  n)  —  inn 
Pour  /2  =  3,  cette  relation  devient 

17—     ^^^^ 

et  l'on  ne  peut  donner  alors  à  m  que  les  valeurs  3,  4  et  5,  auxquelles 
répondent  respectivement  les  valeurs  F  —  4>  F  ==  8,  F  =■•  20. 
Pour  /?  ==:  4  ou  «  =  5,  on  a 

F  = ■     ou    F  = 


10^ —  3  ni 


On  ne  peut  donner  dans  les  deux  cas  à  m  que  la  valeur  3,  et  il  en  résulte 
F=:r6ou  F  =  12. 
Pour  /^  =  G,  on  a 

^  m 


3  —  m 


et  l'on  ne  peut  donner  à  m  aucune  valeur.  Il  en  est  de  même  n  fortiori 
pour  /?  >  6  ;  ce  résultat  était  d'avance  indiqué  par  le  théorème  du  n°693. 
11  n'y  a  donc  que  cinq  espèces  de  polyèdres  convexes  dont  toutes  les 
faces  aient  le  même  nombre  de  côtés  et  tous  les  angles  polyèdres  le  même 
nombre  d'arêtes  :  ce  sont  le  tétraèdre,  l'octaèdre  et  l'icosaèdre  à  laces 
triangles  ;  l'hexaèdre  à  faces  quadrilatères  ;  le  dodécaèdre  à  faces  pen- 
tagones. 

THÉORÈME. 

696.  L'angle  choit  étant  pris  pour  unité ^  la  somme  des  angles  de  toutes 
les  jaces  d'un  polyèdre  coni>exe  est  égale  à  quatre  fois  le  nombre  des 
sommets  diminué  de  2. 

L'angle  droit  étant  l'unité  d'angle,  on  sait  que,  pour  une  face  quelconque 
de  n  côtés,  la  somme  des  angles  est  2A^  —  4.  En  désignant  par  w,  n\ 
7i'\  ...  les  nombres  de  côtés  des  différentes  faces,  on  aura  donc  pour 
toutes  les  faces 

(2/?— 4)  -h  (2/?'—  4)-f-(2/z"— 4)  -4- 

Cette  suite  contiendra  d'ailleurs  F  termes.  La  somme  cherchée  a  donc 
pour  expression 

2(Af-h/2'-i-  W"  H-...)— 4F. 
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Chaque  côté  appartenant  à  deux  faces,  la  parenthèse  est  égale  à  2  A,  et 
l'on  obtient  la  formule 

4(A-F)    ou    4(S--.i), 

d'après  le  théorème  d'Euler. 


CONDITIONS   D  EGALITE    ET   DE    SIMILITUDE   DE    DEUX    POLYEDRES    CONVEXES. 

LEMME. 

697.  Sij  dans  un  angle  polyèdre  convexe  dont  toutes  les  faces  moins 
une  seule  demeurent  constantes^  un  ou  plusieurs  angles  dièdres  non  ad- 
jacents à  la  face  qui  peut  varier  augmentent  ou  diminuent  tous  à  la  fois ^ 
cette  face  elle-mênw  augmente  ou  diminue. 

Fie,.  382. 


Soient  [fg,  882)  Tangle  polyèdre  SABCDEFet,  dans  cet  angle,  SAB  la 
seule  face  qui  puisse  varier.  Supposons  d'abord  qu'un  seul  angle  dièdre  SD 
augmente  ou  diminue.  Menons  les  plans  ASD,  BSD.  Les  deux  angles  po- 
lyèdres SBCD,  SADEF  ne  changent  ni  de  forme  ni  de  grandeur,  d'après 
les  conditions  de  constance  imposées  à  leurs  faces  et  à  leurs  angles  dièdres. 
Par  suite,  si  l'angle  dièdre  SD  augmente  ou  diminue,  ce  ne  peut  être  que 
par  sa  partie  ASDB  ;  et,  comme  ce  dernier  angle  dièdre  est  compris  dans 
l'angle  trièdre  SABD  entre  deux  faces  invariables  de  grandeur,  la  face 
opposée  ASB  auajmente  ou  diminue  (569). 

Si  plusieurs  angles  dièdres  non  adjacents  à  la  face  ASB  augmentent  ou 
diminuent  à  la  fois,  il  en  sera  de  môme  de  cette  face  ;  car  on  peut  faire 
varier  isolément,  et  l'un  après  l'autre,  les  angles  dièdres  considérés  et, 
d'après  ce  qui  précède,  chaque  changement  partiel  en  produira  toujours 
un  de  même  nature  sur  la  face  ASB. 

Corollaire. 

698.  Si,  toutes  les  faces  demeurant  constantes,  certains  dièdres  d'un 
angle  polyèdre  viennent  à  changer,  il  est  impossible  que  tous  varient  dans 
le  même  sens,  c'est-à-dire  qu'il  est  impossible  que  tous  augmentent  ou 
que  tous  diminuent. 
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LEMME. 


699.  Dans  un  angle  polyèdre  convexe  ayant  plus  de  trois  faces,  toutes 
les  faces  demeurant  constantes  et  r angle  polyèdre  restant  convexe,  on 
suppose  que  plusieurs  angles  dièdres  ont,  les  uns  augmenté,  les  autres 
diminué;  si  alors,  en  faisant  le  tour  de  l'angle  polyèdre^  on  affecte  du 
signe  -^-  l'arête  de  chaque  angle  dièdre  augmenté,  du  signe  —  Paré  te  de 
chaque  angle  dièdre  diminué,  on  trouvera  toujours  dans  le  tour  entier  au 
moins  cjuatJ'c  variations  de  signes. 

Il  est  impossible  qu'il  n'y  ait  que  deux  variations  de  signes,  c'est-à- 
dire  il  est  impossible  qu'à  une  série  de  signes  +  succède  une  série  de  si- 
gnes —  qui  ramène  au  premier  signes.  En  effet,  si  ifig.  882),  lesarêtes 
SA,  SF,  SE  étant  affectées  du  signe  -+- ,  les  arêtes  suivantes  SD,  SG,  SB 
étaient  affectées  du  signe  —  ,  la  face  ASE  qui  sépare  les  deux  angles 
polyèdres  SAFE,  SEDGBA  augmenterait  dans  l'un  et  diminuerait  dans 
l'autre  (697). 

Puisqu'il  y  a  plus  de  deux  variations  de  signes  et  qu'on  doit  fermer  le 
circuit  en  rejoignant  le  signe  qui  a  servi  de  point  de  départ,  il  est  impos- 
sible que  le  nombre  des  variations  soit  impair.  Puisque  ce  nombre  est 
pair  et  plus  grand  que  2,  il  est  au  moins  égal  à  4. 

THÉORÈME. 

700.  Dans  un  polyèdre  convexe  dont  toutes  les  faces  sont  constantes, 
les  angles  dièdres  sont  aussi  constants. 

;(  En  effet,  supposons,  contre  l'énoncé  ci-dessus^  que  l'on  puisse  faire 
))  varier  les  inclinaisons  des  faces  adjacentes,  sansdétruire  le  polyèdre; 
»  et  pour  simplifier  encore  la  question,  supposons  d'abord  que  l'on  puisse 
»  foire  varier  toutes  les  inclinaisons  à  la  fois.  Les  inclinaisons  sur  certaines 
»  arêtes  varieront  en  plus,  les  inclinaisons  sur  d'autres  arêtes  varieront 
»  en  moins;  et  en  comparant  deux  à  deux,  relativement  aux  signes  de 
»  leurs  variations,  les  inclinaisons  des  arêtes  qui,  dans  chaque  face,  abou- 
»  tissent  aux  mêm.es  sommets,  on  trouvera,  en  passant  successivement 
»  d'une  arête  à  l'autre,  plusieurs  changements  de  signes.  C'est  le  nombre 
))  de  ces  changements  que  nous  allons  chercher  à  déterminer  ('}.  » 

Il  suit  du  lemme  précédent  que  chaque  angle  polyèdre  présente  sur  ses 
arêtes  au  moins  quatre  changements  de  signes.  Le  nombre  des  change- 
ments de  signes  obtenus  en  considérant  tous  les  angles  polyèdres  du  po- 
lyèdre serait  donc  au  moins  égal  à  4 S.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  cela  est 
impossible. 


(^)  Cauciiy,  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique^  XVl°  Cahier,  p.  96. 
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Remarquons  qu'en  faisant  le  tour  de  chaque  sommet  ou  en  faisant  celui 
du  périmètre  de  chaque  face  on  doit  trouver  le  même  nombre  total  de 
variations  de  signes.  En  effet,  chaque  variation  de  signes  autour  d'un 
sommet  correspond  à  deux  arêtes  de  signes  différents  qui  se  suivent  sur 
le  périmètre  d'une  même  face,  et  réciproquement. 

Mais,  sur  un  périmètre,  le  nombre  des  variations  ne  peut  dépasser  le 
nombre  des  côtés  et  ne  peut  être  impair;  car,  puisqu'on  doit  revenir  au 
point  de  départ,  chaque  variation  en  entraîne  nécessairement  une  se- 
conde. Chaque  face  triangulaire  ne  peut  donc  fournir  plus  de  deux  chan- 
gements de  signes;  les  quadrilatères  et  les  pentagones  ne  peuvent  en 
fournir  plus  de  quatre;  de  même,  les  hexagones  et  les  heptagones  plus  de 
six,  et  ainsi  de  suite.  Toutes  les  faces  ou  tous  les  sommets  du  polyèdre 
ne  pourront  donc  donner  plus  de  changements  de  signes  qu'il  n'y  a  d'u- 
nités dans  la  somme 

it  ■+■  i\q  -\~  ^p  -\-  ^h  -^  Ç)h'  -\-  ^o  ---  .... 

Or  cette  somme  est  inférieure  à  4  S;  car  on  a  (690),  d'après  la  formule  (7), 

4S  ~  8  -+-  :i^  -+-  4^  -i-  6/? -4-  8/i  -+-  loA'-î-  126»  -4-  .  . . . 

Il  faut  en  conclure  qu'il  est  impossible  que  les  inclinaisons  sur  les  arêtes 
changent  toutes  à  la  fois. 

«  Si  l'on  suppose,  en  second  lieu,  que,  dans  le  polyèdre  donné,  non- 
»  seulement  les  faces,  mais  encore  les  inclinaisons  sur  plusieurs  arêtes 
))  restent  invariables,  et  que  cependant  on  puisse,  sans  détruire  le  po- 
»  lyèdre,  faire  varier  les  inclinaisons  sur  les  arêtes  restantes,  alors,  pour 
»  démontrer  l'absurdité  de  l'hypothèse,  il  suffira  de  concevoir  la  surface 
))  du  polyèdre  décomposée  en  autant  de  portions  que  les  arêtes  sur  les- 
»  quelles  les  inclinaisons  varient  forment  de  contours  différents,  et  d'ap- 
»  pliquer  aux  portions,  aux  arêtes  qui  les  terminent,  et  aux  sommets 
»  compris  entre  ces  arêtes,  les  mêmes  raisonnements  que  nous  avons  ap- 
/>  phquésj  dans  l'hypothèse  précédente,  aux  faces,  aux  arêtes  et  aux  som- 
))  mets  du  polyèdre  (').  »  On  y  parviendra  en  s'appuyant  encore  sur  le 
lemme  précédent  et  sur  le  scolie  du  n°  691. 

Corollaires. 

701.  Il  suit  du  théorème  précédent  que  deux  polyèdres  convexes ,  com- 
pris sous  un  même  nombre  de  faces  égales,  sont  égaux  ou  symétriques^ 
suivant  que  les  faces  égales  sont  ou  non  semblablement  placées. 

702.  Il  suit  encore  du  théorème  précédent  que,  lorsc^ue  deux  polyèdres 
convexes  sont  compris  sous  un  même  nombre  de  faces  semblables^  le 


(-)  Gâugiiy,  loc,  cit. 
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second  est  semblable  au  jivcmier  ou  à  un  troisième  polyèdre  symétrique 
du  premier^  suivant  que  les  faces  semblables  sont  ou  non  semblablement 
placées. 

PROBLÈME. 

703.  Chercher  le  nombre  de  conditions  nécessaires  pour  déterminer  un 
polyèdre  convexe. 

î°  Le  polyèdre  est  d'une  nature  déterminée,  c'est-à-dire  qu'on  connaît 
pour  ce  polyèdre  les  nombres  A,  F,  S,  t^  </,  />>,  A,  //', 

Prenons  pour  base  une  des  faces  du  polyèdre.  Si  elle  a  n  côtés,  il  faut 
in — 3  conditions  pour  la  déterminer.  Il  y  a  hors  de  cette  base  S  —  n 
sommets.  Pour  déterminer  un  point  dans  l'espace,  il  faut  trois  conditions. 
On  aurait  donc  en  tout  :2  72  —  3  4-  3  (S —  /?),  ou  3  S  —  /z  —  3  conditions. 
Mais  les  sommets  qui  répondent  à  une  même  face  sont  dans  un  même 
plan,  et  trois  points  suffisent  pour  déterminer  un  plan.  Par  conséquent, 
pour  tous  les  sommets  d'une  même  face,  en  sus  des  trois  premiers,  il  ne 
faut  réellement  que  deux  conditions.  On  doit  donc  diminuer  3  (S  —  /z)  de 
la  somme  (  /z'  —  3  )  -f-  (  //"  —  3  )  h-  (  /z'"  —  3  )  +  . . . ,  en  désignant  par  n\ 
ri\  n'% . . ,  les  nombres  de  côtés  des  F  —  i  faces  qui  restent  en  dehors 
de  la  base  choisie.  Le  nombre  de  conditions  demandé  est  donc  finalement 

3(F-f-S--2)  --  {n  -h  n'  -h  n"  -h  n'"  ~{-  ...); 

mais  (688,  689) 

71  -H  n'  -H  /2"  -h  «"'  -t-  . . .  =  2  A    et    F  -I-  S  —  2  —  A. 

Le  nombre  cherché  se  réduit  donc  à  A.  Ainsi,  ie  nombre  des  données  né- 
cessaires pour  déterminer  un  polyèdre,  dans  les  conditions  indiquées,  est 
égal  au  nombre  de  ses  arêtes. 

a  Remarquez  cependant  que  les  données  dont  il  s'agit  ne  doivent  pas 
y>  être  prises  au  hasard  parmi  les  lignes  et  les  angles  qui  constituent  les 
))  éléments  du  polyèdre  ;  car,  quoiqu'on  eût  autant  d'équations  que  d'in- 
»  connues,  il  pourrait  se  faire  que  certaines  relations  entre  les  quantités 
»  connues  rendissent  le  problème  indéterminé.  Amsi,  il  semblerait,  d'après 
»  le  théorème  qu'on  vient  de  trouver  ,  que  la  connaissance  des  arêtes 
))  seules  suffit  en  général  pour  déterminer  un  polyèdre;  mais  il  y  a  des 
»  cas  où  cette  connaissance  n'est  pas  suffisante.  Par  exemple,  étant  donné 
»  un  prisme  non  triangulaire  quelconque,  on  pourra  former  une  infinité 
»  d'autres  prismes  qui  auront  des  arêtes  égales  et  placées  de  la  mêmema- 
»  nière.  Car,  dès  que  la  base  a  plus  de  trois  côtés,  on  peut,  en  conser- 
))  vaut  les  côtés,  changer  les  angles  et  donner  ainsi  à  cette  base  une  infî- 
»  nité  de  formes  différentes  ;  on  peut  aussi  changer  la  position  de  l'arête 
»  longitudinale  du  prisme  par  rapport  au  plan  de  la  base  ;  enfin,  on  peut 
»  combiner  ces  deux  changements  l'un  avec  l'autre,  et  il  en  résultera 
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))  toujours  un  prisme  dont  les  arêtes  ou  côtés  n'auront  pas  changé.  D'où 
»  Ton  voit  que  les  arêtes  seules  ne  suffisent  pas  dans  ce  cas  pour  déter- 
»  miner  le  polyèdre.  Les  données  qu'il  convient  de  prendre  sont  celles 
))  qui  ne  laissent  aucune  indétermination  (').  » 

'^"  La  nature  du  polyèdre  n'est  pas  déterminée,  et  l'on  connaît  seule- 
ment le  nombre  de  ses  sommets. 

Prenons  trois  de  ces  sommets  à  volonté  en  construisant  un  triangle  oii 
il  entre  trois  des  éléments  donnés.  Si  l'on  considère  ce  triangle  comme 
base,  il  y  a  S  — 3  sommets  hors  de  celte  base,  et  la  détermination  de 
chacun  d'eux  exige  trois  conditions.  Le  nombre  cherché  est  donc  ici 
3  4_3(S— 3)  ou  3S~6. 

SCOLIE. 

704.  Si  un  côté  et  A  —  i  angles  déterminent  un  polyèdre  de  nature 
donnée,  un  autre  côté  pris  à  volonté  et  les  mêmes  angles  déterminent  un 
polyèdre  semblable  au  premier.  Donc,  pour  que  deux  polyèdres  de  même 
nature  soient  semblables^  il  faut  A  —  i  conditions. 

Si  les  deux  polyèdres  ne  sont  pas  de  nature  déterminée,  et  s'ils  ont 
seulement  le  même  nombre  S  d'angles  polyèdres,  il  faut  88  —  7  condi- 
tions pour  qu'ils  soient  semblables. 


RELATION   ENTRE   L  ETENDUE   D  UNE    FIGURE   PLANE   ET  CELLE   DE  SA 
PROJECTION   ORTHOGONALE. 

TLIÉORÈME. 

705.  ]m  projection  dhine  droite  AB  sur  un  axe  XY  est  égale  au  pro- 
duit de  la  longueur  AB  de  cette  droite  par  le  cosinus  de  l'angle  aigu  a 
quelle  fait  avec  Vaxe. 


Fis.  -^SS- 


W\. 


Nous  supposons  ici  [fig.  384)  que  la  droite  AB  et  l'axe  XY  ne  soient 


(*)  Legendre,  Eléments  de  Géométrie,  t4°  édition.  Note  VIIL 
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pas  dans  un  même  plan,  sans  quoi  le  théorème  ne  différerait  pas  de  celui 
qui  a  été  démontré  déjà  en  Géométrie  plane  (Appendice  du  lll*"  Livre). 
Dans  notre  hypothèse,  la  projection  ah  est  égale  à  la  portion  de  l'axe  XY 
comprise  entre  deux  plans  M  et  N  menés  par  A  et  B  perpendiculaire- 
ment à  cet  axe,  ou  bien  encore  à  la  portion  AD  de  la  parallèle  à  l'axe 
menée  par  le  point  A  jusqu'à  la  rencontre  du  plan  N.  Or  le  triangle 
rectangle  ADB  donne 

AD  — ABcosa    ou    <2^=:ABcosa. 

THÉORÈME. 

706.  L'aire  de  la  projection  d'un  triangle  sur  un  plan  est  égale  à  Paire 
de  ce  triangle  multipliée  par  le  cosinus  de  V angle  aigu  que  forme  le  plan 
du  triangle  avec  le  plan  de  projection, 

Fifî.  385.  Fie.  386. 


Supposons  d'abord  que  le  triangle  proposé  ABC  ait  un  de  ses  côtés  BG 
situé  dans  le  plan  P  de  projection  [fig.  385).  Si  de  la  projection  a  du 
sommet  A  on  mène  la  perpendiculaire  a\^  sur  BC,  la  droite  AD  sera,  en 
vertu  du  théorème  des  trois  perpendiculaires,  la  hauteur  du  triangle  ABC. 
Or,  le  rapport  des  triangles  <^BC,  ABC,  de  même  baseBC,  est  égal  au  rap- 
port des  hauteurs  a\)  et  AD,  c'est-à-dire  au  cosinus  de  l'angle  aigu  AD<^ 
qui  mesure  l'inclinaison  des  deux  plans. 

Considérons  actuellement  un  triangle  ABC  placé  d'une  manière  quel- 
conque par  rapport  au  plan  de  projection  [fig.  386),  et  menons  par  le 
sommet  B  le  plus  voisin  de  ce  plan  un  plan  P'  qui  lui  soit  parallèle.  La 
projection  a^c  ^v,  triangle  ABC  sur  le  plan  P'  est  égale  à  celle  qu'on  ob- 
tiendrait en  le  projetant  sur  le  plan  primitif.  Or,  soient  0  le  point  où  le 
côté  AG  prolongé  rencontre  le  plan  P',  et  a  l'angle  du  plan  ABC  et  du 
plan  de  projection;  le  triangle  ABC  étant  la  différence  de  deux  triangles 
ABO,  GBO,  qui  ont  un  côté  BO  dans  le  plan  P',  on  a 

«Bc  ^  rtBO  —  cBO  =  ABO  cosa  —  CBOcosa 
=  (  ABO  —  GBO  ]  cos  a  =  ABC  cosa. 
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Corollaire. 

707.  Le  thénj'ème  s'étend  à  la  projection  de  faire  d'an  polygone  plan 
et  même  d'une  courbe  plane  fermée. 

Il  suffit  défaire  voir  que  la  proposition  a  lieu  pour  un  polygone,  puis- 
qu'une courbe  n'est  qu'un  polygone  d  un  nombre  infini  de  côlés  infini- 
ment petits. 

Or,  soient  T,  T',  T", ...  les  aires  des  triangles  qui  composent  le  poly- 
gone plan  P  et  t^  t',  t'\. . .  les  triangles  correspondants  du  polygone />>, 
qui  est  la  projection  de  P  ;  chacun  des  triangles  de  la  deuxième  série  est 
évidemment  la  projection  du  triangle  correspondant  de  la  première,  et  si 
Ton  appelle  a  l'inclinaison  du  plan  du  polygone  P  sur  le  plan  de  projec- 
tion, on  a 

t  =  T  COS  a,     t'  =  ï'  COS  a,     t"  =  V  COS  a,      .  .  . , 

d'où,  en  ajoutant, 

t-+  t'-hî"-h  ...  =:(T  -^T'-hT"H-  ...  )cOSa     ou     p  =PcOSa. 
CENTRE   DES  DISTANCES   PROPORTIONiNELLES. 

708.  Soient  A  et  B  deux  points  donnés,  a  un  coefficient  ou  nombre  fixe, 
d'ailleurs  positif  ou  négatif,  correspondant  au  point  A,  et  ê  un  coefficient 
relatif  au  point  B.  On  sait  que,  sur  la  droite  indéfinie  qui  passe  par 

MA 

les  points  A  et  B,  il  existe  un  point  unique  M  tel,  que  le  rapport  —  soit 

égal  en  grandeur  et  en  signe  à •  Projetons  les  trois  points  A,  B,  M 

sur  un  plan  quelconque  P,  parallèlement  à  une  direction  donnée  arbitraire- 
ment, et  proposons-nous  de  déterminer  la  longueur  de  la  projetante  MM, 
ou  z  du  point  M  en  fonction  des  coefficients  a  et  6,  et  des  projetantes 
AAj  —  a  et.  BB,  =  b  des  points  A  et  B. 

11  y  a  deux  cas  à  distinguer,  suivant  que  les  coefficients  a  et  ê  sont  de 
même  signe  ou  de  signes  contraires. 

Fig.  38;.  Fig.  388. 

B  B 


Mt         Bi/  j>/     Mi 


Dans  le  premier  cas  (fg.  38;),  le  rapport est  négatif,  et,  par 
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suite,  le  point  M  est  situé  entre  A  et  B.  D'ailleurs,  en  menant  CMD 

MA 
parallèle  au  plan  P,  on  voit  que  le  rapport  ~jt  est  égal,  en  valeur  ab- 

,       .  AC      z~a  ,  S      MA  z—a     ,,  . 

solue,  a  rrrr  =  7 ,*  on  a  donc =  -— =  — ,  cl  ou 

hD      ù  —  z^  a      MB  b  —z 

2  — —  • 


Dans  le  second  cas  [Jrg.  388),  le  rapport est  positif  et,  par  suite,  le 

point  M  est  situé  sur  l'un  des  prolongements  de  AB.  On  a  alors 


d'où 


MA       a  ~~  z 

z  ■ 

—  a 

m~b-z  '''' 

z 

-b' 

z  —  ■ yr   ' 

C'est  la  même  formule  que  dans  le  premier  cas.  a  -h  S  sera  le  coefficient 
attribué  au  point  M. 

709.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  points  A,  B,  M  étaient  si- 
tués d'un  même  côté  du  plan  P  ;  mais  cette  restriction  n'est  pas  néces- 
saire, et  la  formule  (i)  subsiste  pour  toutes  les  dispositions  possibles  de 
la  figure,  pourvu  qu'on  regarde  les  nombres  a,  Z>,  2,  qui  mesurent  les  pro- 
jetantes, comme  positifs  pour  les  points  situés  d'un  côté  du  plan  P,  et 
comme  négatifs  pour  les  points  situés  du  côté  opposé. 

En  effet,  les  points  A,  B,  M,  étant  situés  d'une  manière  quelconque  par 
rapport  au  plan  P,  menons  un  plan  P'  parallèle  à  P  et  à  une  distance  h 
assez  grande  pour  que  les  trois  points  A,  B,  M,  soient  au-dessus  du  plan  P'. 
Alors,  si  a',  b\  z'  mesurent  les  projetantes  relatives  à  ce  plan  P',  on 
aura  (708) 

(a.  -h  ^)  z'  =  a'  a.  -h  b'^. 

En  retranchant  de  cette  égalité  l'identité 

( a  -t-  ^)  h=  hoL-h  h^y 
on  obtient  la  relation 

[oL-^^][z'~h)=^  [a'--h)oL-\-[b'-h)^. 

Mais,  en  ayant  égard  aux  signes  des  projetantes,  on  a  toujours 

z' — h~z^     a'  — II— a,     U  —  h^b, 
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«,  /?,  2;  étant  les  projetantes  relatives  au  plan  P.  Donc  la  formule 

subsiste  dans  tous  les  cas. 

710.  Cela  posé,  soient  A,B,C,D,...,L  autant  de  points  qu'on  voudra, 
situés  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace  ;  désignons  par  a,  ê,  7, 
^,...,  l  les  coetFicients  correspondants,  et  par  «,  b,  c,  r/,...,  /  les  nombres 
positifs  ou  négatifs  qui  mesurent  les  droites  projetant  obliquementou  or- 
thogonalement  les  points  A,  B,  G,  D,...,  L,  sur  un  plan  quelconque  P. 

Sur  la  droite  AB  [Jig.  389)  prenons  le  point  Mj  tel,  que 

M,  A  ^      ^ 
iM.B   ~       Gc* 

La  projetante  z^  de  ce  point  sera,  en  grandeur  et  en  signe, 

«a  ■+  bo 


a  H-  ë 
Fig.  389. 


M, 


MX 


M, 


Menons  M,  G  et  prenons  sur  cette  droite  le  point  Mj  tel,  qua 
M,M,  _  7 


M,G  a  4- S 

La  projetante  z.^  de  ce  point  sera 

z^  (y.  -h  ^)  -^  cy       acr.  -i-  b^  -h  cy 

■'  (  a  -î-  6  )  -r  7  a  -f-  ê  -f-  7 

En  menant  de  même  MjD  et  prenant  sur  cette  droite  un  point  M^ 
tel,  que 

M,  M, l 

et  continuant  ainsi  jusqu'au  dernier  point  L,  on  obtiendra  finalement  un 
point  M  dont  la  projetante  z  aura  pour  expression 

,    .  a  y.  -i-  b^  -^  cy  -i-  .  .  .  -T--  Il 

(1]  Z== s r o 

a  -f-  b  -I-  7  +  ...  -h  A 
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Oa  dit  que  ce  point  M  est  le  centre  des  distances  proportionnelles  des 
points  donnés  (A,  a)  (B,S),  {C,7),...,  (L,).).  On  arrive  d'ailleurs  au 
même  point  M  dans  quelque  ordre  que  l'on  joigne  les  points  donnés;  cela 
résulte  de  ce  que  la  formule  (2),  qui  exprime  la  distance  du  point  M  à 
un  plan  quelconque  P,  ne  porte  aucune  trace  de  l'ordre  suivi. 

Dans  le  cas  où  tous  les  coefficients  a,ê,  7,...,  \  sont  égaux  entre  eux, 
le  point  M  prend  le  nom  de  centre  des  moyennes  distances;  sa  distance  à 
un  plan  quelconque,  comptée  parallèlement  à  une  droite  arbitraire,  est 
donnée  par  la  formule 

rt  -I-  /;  +  c  -^ ,  .  .  -f-  / 


n  étant  le  nombre  des  points  considérés. 
7îi.  La  formule  (2),  qu'on  peut  écrire 

(3)  22  a  —  2<7a, 

en  désignant  en  général  par  la  notation  2: a  la  somme  de  tous  les  coeffi- 
cients et  par  2/7a  la  somme  de  tous  les  produits  <7a,  ^6,. . . ,  l\  exprime 
que  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  projetante  de  chaque 
point  par  son  coefficient  est  égale  au  produit  de  la  projetante  du  centre 
des  distances  proportiomielles  par  la  somme  des  coefficients. 

Pour  que  z  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  2<7a  le  soit,  car  on  suppose 
expressément  que  la  somme  2  a  des  coefficients  donnés  est  différente  de 
zéro.  Donc,  pour  qunn  plan  passe  parle  centre  des  distances  proportion- 
nelles, il  faut  et  il  suffît  cjue  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant 
chaque  projetante  relative  à  ce  plan  par  le  coefficiejit  correspondant  soit 
égale  à  zéro.  Cette  condition  se  réduit  à  2<7  =  o,  lorsqu'il  s'agit  du  centre 
des  moyennes  distances. 

712.  Dans  le  cas  où  tous  les  points  donnés  A,  B,  C, ...,  L  sont  dans 
un  même  plan  Q,  le  centre  M  est  aussi  dans  ce  plan.  Si  l'on  prend  alors 
pour  direction  des  projetantes  une  parallèle  au  plan  Q,  tous  les  pieds  des 
projetantes  seront  situés  sur  Tintersection  XY  du  plan  Q  et  du  plan  P 
de  projection  ;  cela  revient  donc  à  projeter  sur  une  droite  quelconque  XY 
du  plan  Q. 

713.  Soient  A,,  Aj, ...,  B,,  B^,...  deux  groupes  de  points;  M  le  centre 
des  distances  proportionnelles  du  premier  groupe,  et  Z  le  centre  des  dis- 
tances proportionnelles  du  système  formé  par  tous  les  points  des  deux 
groupes. 

Appelons  a,,  a^,...,  p,,  p^,...  les  coefficients,  a,,  a.^,...,  h^,  b^,,.,  les 
projetantes  des  points  donnés,  et  désignons  par  m  et  par  z  les  proje- 
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tantes  de  M  et  de  Z.  On  aura,  paj-  la  formule  ('2). 


niloL 
d'où,  en  posant  2a  = 


=  2<7a, 


■26)  =--: 


2/.p, 


vp)  ==.  w^- 


2/;Ô. 


Le  point  Z  est  donc  le  centre  des  distances  proportionnelles  des  points 
M,  B,,  B^,  ...,  quand  on  donne  à  M  un  coefficient  égal  à  [/. 

Ainsi,  dans  la  recherche  du  centre  des  distances  proportionnelles  d'un 
système  de  points,  on  peut  reviplacer  plusieurs  de  ces  points  par  leur 
centre  particulier,  pourvu  qu^on  donne  à  ce  centime  un  coefficient  égal  à  la 
somme  des  coefficients  des  points  correspondants. 

Inversement,  on  peut  remplacer  un  point  par  plusieurs  autres^  dont 
il  est  le  centre^  et  dont  la  somme  des  coefficients  est  égale  à  son  coej- 
ficient. 

CENTRE    DE   GRAVITÉ. 

714.  On  appelle  centre  de  gravité  d^une  ligne  droite  AB  le  centre  des 
moyennes  distances  de  ses  extrémités  A  etB,  c'est-à-dire  par  conséquent 
le  milieu  de  cette  droite. 

Le  centre  de  gravité  d^une  ligne  brisée  plane  est  le  centre  des  distances 
proportionnelles  des  centres  de  gravité  des  divers  côtés  de  ce  contour  po- 
lygonal, ces  centres  ayant  des  coefficients  proportionnels  aux  côtés  cor- 
respondants. 

Il  est  aisé  de  voir,  d'après  cela,  que  le  centre  de  gravité  du  périmètre 
d'un  triangle  ABC  est  le  centre  0  du  cercle  inscrit  au  triangle  A'B'C  formé 
enjoignant  les  milieux  des  côtés  du  tfiangle  primitif  [Jïg,  890) .  En  effet, 


Fig.  391. 


si  Ton  mène  les  trois  hauteurs  A'A",B'B",  C'G"  du  triangle  A'B'C,  etsi 
l'on  applique  la  formule (3)  en  projetant  successivement  sur  chacun  des 
côtés  de  ce  triangle,  on  trouve 


AB.C'C" 


BC.A'A" 


CA.B'B" 


:cl' 


AB-+-BC-f-GA'     AB-+-BC  +  CA'      AB-i-BC- 
pour  les  distances  du  centre  de  gravité  aux  trois  droites  A'B',  B'C,  C'A\ 
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Or,,  comme  les  numératoiirs  de  ces  trois  fractions  représentent  chacun 
l'aire  du  triangle  ABC,  on  voit  que  le  centre  de  gravité  cherché  estéqui- 
dislant  des  trois  côtés  du  triangle  A'B'C. 

715.  On  appelle  centre  de  gravité  de  l'aire  d'un  triangle,  ou  plus  rapi- 
dement centre  de  gravité  d'un  triangle,  le  centre  des  moyennes  distances 
des  trois  sommets. 

II  est  aisé  de  voir  [fig.  891  )  que  le  centre  de  gravité  G  d'an  triangle 
ABC  est  le  point  de  concours  des  médianes  de  ce  triangle;  car,  pour  avoir 
ce  centre,  il  faut,  d'après  la  construction  même  du  n**  710,  prendre  le  mi- 
lieu I  de  BC,  puis  diviser  lA  de  telle  sorte  que-^  = Donc  le  point  G 

est  sur  la  médiane  AI,  au  tiers  de  sa  longueur  à  partir  de  la  base,  etc. 

716.  Un  polygone  ABCDE  étant  donné  [fig.  392),  si  on  le  décompose 
en  triangles,  en  joignant  tous  ses  sommets  à  un  point  0  pris  dans  son  plan, 


et  que  l'on  cherche  le  centre  G  des  distances  proportionnelles  des  centres 
de  gravité  Gj,  G^,  G3,  G^ ,  G^  de  ces  triangles,  en  leur  attribuant  des  coeffi- 
cients proportionnels  aux  aires  des  triangles  correspondants,  on  aura  ce 
qu'on  appelle  le  centre  de  gravité  du  polygone.  Si  le  point  0  est  pris  à 
l'intérieur  du  polygone,  tous  les  triangles  sont  additifs,  et  Ton  donne  à 
tous  les  coefficients  le  signe  +  ;  si  le  point  0  est  pris  à  l'extérieur  du  po- 
lygone, il  y  a  des  triangles  additifs  et  des  triangles  soustractifs,  et  Ton 
donne  pour  coefficients  aux  centres  de  gravité  des  triangles  additifs  les 
aires  de  ces  triangles  précédées  du  signe  H-,  et  aux  centres  de  gravité  des 
triangles  soustractifs  les  aires  de  ces  triangles  précédées  du  signe  — . 

Pour  légitimer  cette  définition,  il  faut  prouver  que  la  position  du  centre 
de  gravité  G  du  polygone  est  indépendante  de  la  position  qu'occupe  le 
point  0  dans  son  plan.  A  cet  effet,  projetons  la  figure  sur  un  plan  quel- 
conque P,  en  donnant  aux  projetantes  une  direction  perpendiculaire  au 
plan  ABCDE.  Soient  g,  g*,,  g^^  g^,  g^,  g^  les  projetantes  des  points  G,  G,, 
G„  G3,  G,,  G„  et  VîVn  72»  737  74,  75  les  coefficients  correspondants, 
c'est-à-dire  les  aires  du  polygone  ABCDE  et  des  triangles  OAB,  OBC,  OGD, 
ODE,  OEA,  prises  avec  les  signes  convenables. 
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La  formule  (3)  donnant 

7.^^  représente  le  volume  du  tronc  de  prisme  droit  dont  ABCDE  est  la  base. 
En  effet  g^,  projetante  du  point  G^,  est  égal  au  tiers  des  projetantes  des 
points  0,  A  et  B,  puisque  g^  est  le  centre  des  moyennes  distances  des  trois 
sommets  du  triangle  OAB.  Donc  7;  .g^  représente  (653)  le  volume  du  tronc 
du  prismedroit  dont  OAB  est  la  base.  De  même,  les  j)roduitS72.^^2'  Vs-bs^-- 
représentent  les  volumes  des  troncs  de  prisme  construits  sur  OBC,  OCD,.... 
D'ailleurs,  comme  les  facteurs  7,,  y^,  73,...  sont  positifs  ou  négatifs,  sui- 
vant que  les  triangles  correspondants  sont  additifs  ou  soustractifs,  on  voit 
que  les  produits  7,.  g-^,  y^.g.,^  ...ont  naturellement  le  signe  +  ou  le  signe  —  . 
suivant  que  les  troncs  de  prisme  qu'ils  représentent  sont  addiiifs  ou  sous- 
tractifs. Donc,  enfm,  le  second  membre  de  la  relation  précédente  exprime 
la  mesure  du  volume  du  tronc  de  prisme  construit  sur  le  polygone  ABCDE  ; 
et,  en  désignant  ce  volume  par  V,  on  a 

7..^=.V    ou    ^--• 

La  distance  du  point  G  à  un  plan  quelconque  P,  comptée  perpendicu- 
lairement au  plan  ABCDE,  est  donc  indépendante  de  la  position  que  le 
point  0  occupe  dans  le  plan  du  polygone. 

717.  Cherchons,  par  exemple,  le  centre  de  gravité  d'un  trapèze  ABCD 

(/^.  393). 

Fig.  393. 

E  4        I         B 


D'après  le  théorème  précédent,  le  point  G  est  le  centre  des  distances 
proportionnelles  des  centres  de  gravité  des  triangles  ABD,  BDC,  ces  points 
ayant  des  coefficients  proportionnels  aux  aires  de  ces  triangles,  c'est-à- 
dire  à  leurs  bases  AB  et  DC,  puisqu'ils  ont  même  hauteur,  ou  à  3  AI  et 
3KC,  les  pomts  I  et  K  étant  les  milieux  de  AB  et  de  DC.  Mais  (713)  on 
peut  remplacer  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABD  par  le  système  des 
trois  points  A,  B,  D,  affectés  chacun  d'un  coefficient  égal  à  AI,  et  le  centre 
de  gravité  du  triangle  BDC  par  le  système  des  trois  points  B,  D,  C, 
affectés  chacun  d'un  coefficient  égal  à  KC.  On  a  donc  en  somme  à  prendre 
le  centre  des  distances  proportionnelles  des  quatre  points  A,  B,  C,  D, 
affectés  respectivement  de  coefficients  égaux  à  AI,  AI  h-  KC,  KC,  AI  -1-  KG. 
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Or,  les  points  A  et  B  peuvent  être  à  leur  tour  remplacés  par  le  point  I, 
ayant  2  AI  -+-KC  pour  coefficient,  et  les  points  D  et  C  par  le  point  K,  ayant 
2KG-1-AI  pour  coefficient.  Le  centre  de  gravité  G  du  trapèze,  étant  le 
centre  des  distances  proportionnelles  de  ces  deux  points  I  etK,  s'obtiendra 
en  divisant  IK  en  deux  parties  telles  que 

GI_       2KG-1-AI  PC H~  AI 

GK^        2  Al -f- kg""      AB  +  KG' 

Par  suite,  si  l'on  prolonge  BA  d'une  longueur  AE  égale  à  DC,  et  DG 
d'une  longueur  CF  égale  à  AB,  la  droite  EF  coupera  IK  au  point  de- 
mandé G. 

718.  Pour  déterminer  les  centres  de  gravité  des  volumes,  on  suit  une 
marche  entièrement  analogue  à  celle  qu'on  vient  d'exposer. 

Après  avoir  défini  le  centre  de  gravité  dhin  tétraèdre  comme  étant  le 
centre  des  moyennes  distances  de  ses  sommets,  on  définira  le  centre  de 
gravité  d'un  polyèdre  quelconque  comme  étant  le  centre  des  distances 
proportionnelles  des  centres  de  gravité  des  tétraèdres  additifs  ou  sous- 
tractifs  qu'on  obtient  en  joignante  tous  les  sommets  du  polyèdre  un  point 
0  pris  à  volonté  dans  l'espace  ;  ces  centres  de  gravité  doivent  être  d'ail- 
leurs affectés  chacun  d'un  coefficient  proportionnel  au  volume  du  tétraèdre 
correspondant.  On  démontrera,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui 
du  n°  716,  que  la  position  du  centre  de  gravité  ainsi  défini  ne  dépend  pas 
de  la  position  du  point  0. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  développer  ce  sujet  et  d'en  faire  des 
applications.  Les  problèmes  de  ce  genre  ont  leur  véritable  place  dans  la 
Statique,  où  l'on  aperçoit  mieux  leur  utilité.  Les  centres  de  gravité  ne 
jouent  qu'un  rôle  fort  restreint  en  Géométrie  pure,  où  ils  interviennent 
cependant  d'une  manière  intéressante  pour  l'évaluation  de  quelques  aires 
et  de  certains  volumes,  comme  nous  allons  le  voir  immédiatement  pour  le 
tronc  de  prisme  quelconque,  et  comme  nous  le  montrerons  plus  tard  à  la 
suite  de  l'étude  des  corps  ronds. 


Nous  nous  arrêterons  néanmoins  un  instant  sur  le  centre  de  gravité  du 
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tétraèdre.  En  remplaçant  [fg.  894)  les  deux  sommets  A  et  B  par  leur 
milieu  I  affecté  du  coefficient  1  et,  de  même,  les  sommets C  et  D  parleur 
milieu  K  affiicté  du  coefficient  2,  on  voit  que  le  centre  de  gravité  G  du 
tétraèdre  est  au  nnlica  de  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  arêtes 
opposées  AB  et  CD. 

Si,  procédant  autrement,  on  remplace  les  trois  points  B,  C,  D  par  le 
centre  de  gravité  0  du  triangle  BCD,  affecté  du  coefficient  3,  on  voit  que 
le  centre  de  gravité  G  est  sur  la  droite  AO  en  un  point  tel,  que 

GO  I         ,    ,   .    ,.        rc^      ^^ 

;^-7  =-^  —--)     c  est-a-dire    GO  =  ---  • 
GA  o  4 

En  réunissant  ces  deux  résultats,  on  a  la  proposition  suivante  :  Dans 
tout  tétraèdre,  les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux  de  chaque  couple 
d'arêtes  opposées,  et  les  quatre  droites  cjui  joignent  chaque  sommet  au 
point  de  rencontre  des  médianes  de  la  face  opposée,  passent  par  un  même 
point  ;  ce  point  est  situé  cm  milieu  des  trois  premières  droites,  et  pour 
chacune  des  quatre  autres  il  est  aux  trois  quarts  de  sa  longueur  comptée 
à  partir  du  sommet  correspondant. 

THÉORÈME. 

719.  IJaire  latérale  d'un  tronc  de  prisme  quelconque  est  égcde  au  pro- 
duit du  périmètre  de  la  section  droite  par  la  portion  de  la  parallèle  aux 
arêtes  du  prisme,  menée  par  le  centre  de  gravité  du  contour  de  la  section 
droite  et  comprise  entre  les  deux  bases  du  tronc  [fig.  395.) 


Soient  A'B'C'D'E'  A"B"C"D'E"  le  tronc  de  prisme,  et  ABGDE  une  sec- 
tion droite  située,  par  exemple,  au-dessus  des  deux  bases.  Par  les  mi- 
lieux L,  M,  N,  P,  R  des  côtés  de  la  section  droite,  et  par  le  centre  de 
gravité  G  du  contour  de  cette  section,  concevons  des  parallèles  aux  arêtes 
du  prisme,  et  appelons  respectivement  /',  m',  n\  //,  /•',  «'  les  longueurs  de 
ces  parallèles  prolongées  jusqu'au  plan  de  la  base  A'B'G'D'E^et  /%  w", 
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^")  p"->  ^%  h"  ÎQS  longueurs  des  mômes  parallèles  prolongées  jusqu'au  plan 
de  la  base  A"B"C"D"E".  ^,pi,  v,  tt,  p  étant  les  côtés  AB,  BC,  CD, DE,  EA 
de  la  section  droite,  on  aura,  par  la  formule  (3), 

[a  -t-  ^  -h  V  -h  71  -i-  p) ^'  ~  ir  -f-  ixm'  -i-vn'  -h  Tzp'  -y  p r\ 
(>-+-p,-i-v  +77  -H  p)g" ~  "kl"  -^hum"  -^vn"  -h  7:p" -h-pr", 

d'où,  en  retranchant, 

()^  _H  p  +  V  H-  TT  +  p)[g"-  ^')  =  ^ (  /"  -  ^')  -H  l^(m"  -  m')  -f-  v(/^"  -- n') 

Le  second  membre  représente  évidemment  la  somme  des  aires  des  faces 
latérales  du  tronc  de  prisme  ;  il  doit  donc  en  être  de  même  du  premier. 
Or,  ce  premier  membre  est  le  produit  du  périmètre  ).-f-  u-h-v  -i-  7r-f-ode 
la  section  droite,  parla  portion  ;«•"  —  §' de  la  parallèle  aux  arêtes  du  prisme 
menée  par  G  et  comprise  entre  les  plans  A'B'G'D'E'  et  A"B"C"D"E". 

THÉORÈME. 

720.  Les  centres  de  gravité  des  aires  de  toutes  les  sections  planes  d'un 
prisme  sont  situés  sur  une  même  parallèle  aux  arêtes  de  ce  prisme. 

Le  théorème  est  évident  pour  le  prisme  triangulaire,  car,  lorsqu^on 
projette  obliquement  ou  orthogonalement  un  triangle  sur  un  plan,  chaque 
médiane  du  triangle  primitif  a  pour  projection  une  médiane  du  nouveau 
triangle. 

Considérons  actuellement  un  prisme  quelconque  ;  soitABCDE  [fg,  392) 
sa  section  droite,  qu'on  a  décomposée  en  triangles  en  joignant  aux  divers 
sommets  un  point  quelconque  0  de  son  plan  ;  soit  P  le  plan  d'une  section 
quelconque  incliné  d'un  angle  a  sur  le  plan  de  la  section  droite.  Conser- 
vons toutes  les  notations  du  xf  716,  et  désignons  par  A',  B',C',  DVE',0', 
(j  ,G\,G\fi\,G\fi\  les  points  où  les  arêtes  du  prisme  et  les  parallèles 
à  ces  arêtes  menées  par  les  points  0,  G,  G,,  G^,  G3,  G,,  G,  rencontrent 
le  plan  P.  G  étant  le  centre  de  gravité  de  la  section  droite,  on  a 

7-^-=  Yi-^i  -^  72-^2  -^73-.^3  +  1,'g^  •+•  75.^S 
et,  par  suite,  en  multipliant  par  cos  a, 

7  COS  a .^  =  7,  cos  ^- . ^1  H-  72  cos  a .  g^ 

-4- 73C0Sa.jO'^ -r- 7,  cos  a.  o-^ -i- 7^  COSa.^^. 

Mais  les  points  G',,  G'^,  G'^,  G'^,  G',  sont,  d'après  le  premier  alinéa,  les 
centres  de  gravité  des  triangles  O'A'B',  O'B'C/,  O'G'D',  O'D'E',  O'E'A' 
dont  se  compose  la  section  par  le  plan  P,  et  7,  cos  a,  72Cosa,  73  cos  a, 
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7,^  cos  a,  7.  cosa  soiit  (706)  les  aires  de  ces  triangles  prises  avec  le  signe  -+- 
ou  le  signe  —  ,  suivant  que  ces  triangles  sont  additifs  ou  soustractifs. 
Donc  la  dernière  relation  exprime  que  le  point  Gest  le  centre  de  gravité 
de  la  section  oblique. 

721.  Le  théorème  correspondant  sur  les  centres  de  gravité  des  péri- 
mètres des  diverses  sections  planes  d'un  prisme  n'est  pas  vrai.  Les  centres 
des  périmètres  des  sections  faites  par  une  série  de  plans  parallèles  sont 
bien  situés  sur  une  môme  droite  parallèle  aux  arêtes,  mais  cette  droite 
se  déplace  lorsque  l'inclinaison  de  la  série  des  plans  parallèles  vient  à 
changer. 

THÉORÈME. 

722.  Le  volume  d'un  tronc  de  prisme  quelconque  est  égal  au  produit 
de  l'aire  de  la  section  droite  par  la  distance  des  centres  de  gravité  des 
deux  bases. 

Dans  le  cas  où  la  section  droite  est  l'une  des  deux  bases  du  tronc,  le 
théorème  résulte  immédiatement  de  ce  qui  a  été  dit  aux  ri°^  716  et  720. 
En  effet,  on  a  vu  au  n°  716  qu'en  désignant  par  V  le  volume  d'un  pareil 
tronc,  par  7  l'aire  de  la  section  droite,  et  par  g  la  parallèle  aux  arêtes  du 
prisme  menée  par  le  centre  de  gravité  de  cette  section  droite  jusqu'à 
l'autre  base,  on  avait  V  =  ^^.7,  et  l'on  sait,  d'après  le  n°  720,  que  cette 
droite^  réunit  les  centres  de  gravité  des  deux  bases. 

Considérons  actuellement  un  prisme  dont  les  arêtes  soient  obliques  sur 
lesbases  A'B'G'D'E'  et  A"B"C"D"E"  [fig,  395).  Désignons  par  V  son  vo- 
lume, menons  une  section  droite  ABCDE  au-dessus  des  deux  bases,  et  ap- 
pelons S,  V,  V"  l'aire  de  cette  section  et  les  volumes  des  deux  troncs 
compris  entre  celte  section  et  chacune  des  deux  bases  primitives.  Si  l'on 
observe  que  les  centres  de  gravité  G,  G',  G"  de  la  section  droite  et  des 
deux  bases  sont  sur  une  môme  parallèle  aux  arêtes,  on  a 

V"==S.GG",    V'^S.GG' 

et,  par  soustraction, 

V''-V'  =  S(GG"-GG'),    ou    V-S.G'G". 

SCOLIE. 

723.  Soit  [fig.  396)  G"K  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gra- 
vité de  l'une  des  bases  sur  l'autre;  a  étant  l'angle  G"  du  triangle  rec- 
tangle G'' KG',  on  a 

G"K  =  G'G''cosa; 

mais  l'angle  a  est  égal  à  l'angle  du  plan  de  la  section  droite  ABCDE  et 
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du  plan  de  la  base  A'B'C'D'E',  dont  nous  désignerons  l'aire  par  B;  on  a 
donc  (707) 

S  =  BcOSa 

et,  par  suite, 

V  .:=  S.G'G"  -  B  cosa  -^  ^  B.G'^K. 

COSa 

De  là,  cet  autre  énoncé  : 

Le  volume  cViin  tronc  de  prisme  quelconque  est  égal  au  produit  de 
Vune  des  bases  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gravité  de 
Vautre  hase  sur  le  plan  de  la  première. 

724.  Nous  devons  signaler  à  l'attention  du  lecteur  le  mode  de  démon- 
stration employé  au  n°  7i6.  Cette  méthode,  dite  par  les  solides  auxiliaires 
et  qui  consiste  à  faire  intervenir  la  Géométrie  de  l'espace  dans  la  solu- 
tion d'un  problème  de  Géométrie  plane,  se  distingue  par  le  caractère  in- 
tuitif des  démonstrations  qu'elle  fournit.  Les  travaux  de  Desargues,  de 
Monge  et  de  Poncelet,  en  offrent  des  exemples  nombreux  et  remar- 
quables. 

MÉTHODE   FONDÉE   SUR   LA    PROJECTION   CENTRALE. 

725.  Quand  deux  figures  planes  sont  la  perspective  (586)  l'une  de 
l'autre,  certaines  propriétés  de  la  première  figure  conviennent  encore  à 
la  seconde;  on  qualifie  de  projectives  les  propriétés  qui  se  conservent 
ainsi  en  projection. 

Toutes  les  propriétés  descriptives  sont  projectives;  car,  si  plusieurs 
points  sont  en  ligne  droite,  leurs  projections  sont  en  ligne  droite,  et, 
quand  plusieurs  droites  concourent  en  un  même  point,  leurs  projections 
passent  par  la  projection  de  ce  point. 

Il  n'en  est  pas  de  même  des  relations  métriques.  Quelques-unes,  comme 
la  proportion  harmonique,  sont  projectives;  mais  la  plupart,  même  les 
plus  simples,  ne  le  sont  pas.  Ainsi,  l'égalité  entre  les  deux  segments 
d'une  ligne  droite  n'est  projective  que  dans  le  cas  très-particulier  où  il  y 
a  parallélisme,  soit  entre  les  projetantes,  soit  entre  la  droite  considérée 
et  sa  projection. 

Pour  démontrer  sur  une  figure  donnée  une  propriété  que  Von  sait  être 
projective,  il  suffit  de  prouver  que  la  propriété  a  lieu  pour  l'une  quel- 
conque des  projections  de  cette  figure.  L'application  de  ce  principe  évi- 
dent constitue  un  moyen  de  recherche  connu  sous  le  nom  de  méthode 
par  projection,  et  qui  est  de  beaucoup  le  plus  fécond  parmi  les  procédés 
qui  reposent  sur  l'intervention  de  la  Géométrie  de  l'espace  dans  les  ques- 
tions de  Géométrie  plane. 
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Toutefois,  comme  on  ne  fait  ainsi  que  ramener  un  problème  à  un 
autre,  il  importe  de  choisir  le  centre  et  le  plan  de  projection,  de  façon 
que  la  nouvelle  figure  offre  des  circonstances  plus  pro[>re3  à  la  recbercfio 
qu'on  a  en  vue.  Pour  obtenir  une  projection  plus  simple  que  la  figure 
proposée,  on  projette  ordinairement  celle-ci  de  telle  sorte  cpciin  de  ses 
points  ou  une  de  ses  droites  passe  à  Vinfiin  dans  la  projection.  H  suffit 
évidemment  pour  cela  que  le  plan  de  projection  soit  parallèle,  dans  le 
premier  ras  à  la  projetante  du  point  considéré,  et  dans  le  second  cas  au 
plan  projetant  de  la  droite  qu'on  veut  rejeter  à  l'infini.  C'est  ainsi  qu'«« 
cjuadrilatère  complet  donne  un  parcdlélogrannne^  cpiand  on  projette  sur 
un  plan  parallèle  a  celui  qui  passe  par  le  centre  S  de  projection  et  par 
Vune  de  ses  trois  diagonales  ;  et  même,  comme  l'un  des  angles  de  ce  pa- 
rallélogramme est  égal  à  celui  sous  lequel  on  voit  du  point  S  la  diagonale 
considérée,  on  peut,  par  un  choix  convenable  du  centre  S,  donner  au 
parallélogramme  obtenu  un  angle  de  telle  grandeur  qu'on  voudra  (entre 
zéro  et  i8o  degrés). 

726.  Nous  allons  appliquer  la  méthode  par  projection  à  trois  théorèmes, 
déjà  démontrés  d'une  autre  manière  (315,326,  327). 

i""  Dcms  un  cpiadrilatère  complet  ABCDEb',  chaque  diagonale  AG  est 
divisée  harmoniquement  par  les  deux  caitres  BD  et  EF  [fig.  206).  En 
projetant  de  façon  à  rejeter  la  projection  de  EF  à  l'infini,  on  obtient  un 
parallélogramme  ahcd  dans  lequel  la  propriété  énoncée  est  évidente  ;  car 
la  droite  ac^  étant  rencontrée  par  bd  en  son  milieu  et  par  la  troisième 
diagonale  à  Tintini,  se  trouve  divisée  harmoniquement  (333). 

:2°  Quand  deux  triangles  ABC,  A'B'C  sont  tels  cpic  leurs  côtés  homo- 
locrues  se  coupent  deux  à  deux  en  trois  points  a,  [3,  «y,  situés  en  ligne 
droite^  les  droites  cpd  joignent  les  sommets  homologues  concourent  en.  un 
même  point  0  [fig.  in).  En  projetant  la  figure  de  façon  que  la  projection 
de  la  droite  a[3y  passe  à  l'infini,  on  est  ramené  à  démontrer  la  môme 
propriété  pour  deux  triangles  abc,  a'b' c\  ayant  leurs  côtés  homologues 
parallèles;  or,  on  sait  que  deux  triangles  de  ce  genre  sont  homothé- 
tiques  (361  ). 

T  Qua/id  deux  triangles  ABC,  A'B'C  sont  tels  cpie  les  droites  qui 
joignent  leurs  sommets  homologues  concourent  en  un  même  point  0,  les 
côtés  homologues  se  coupent  deux  à  deux  en  trois  points  a,  ^,  7,  situés 
en  ligne  droite  [fig,  211).  En  projetant  la  figure  de  façon  que  la  droite 
qui  joint  les  deux  points  a  et  p  ait  sa  projection  à  l'infini,  on  obtient  deux 
triangles  «/^c,  a'b' c\  qui,  comme  les  premiers,  ont  leurs  sommets  homo- 
logues situés  sur  des  rayons  issus  d'un  même  point  o  (projection  de  0), 
mais  qui  ont  en  outre  deux  couples  cb  et  c'  b\  ca  et  c' a'  de  côtés  homo- 
logues parallèles;  il  suffit  alors  de  prouver  le  parallélisme  de  ab  et  de  a'b'. 
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Or,  cela  résulte  de  ce  que  le  rapport  de  oa!  à  oa  est  égal  à  celui  de  oh' 
à  oh^  puisque  chacun  de  ces  rapports  équivaut  à  celui  de  oc'  à  oc. 

727.  Ces  exemples  suffisent  pour  faire  comprendre  l'esprit  de  la  mé- 
thode, dont  toute  la  portée  n'apparaîtra  d'ailleurs  que  lorsque  nous  trai- 
terons des  coniques. 

Voici,  pour  terminer,  une  règle  importante,  qui  permet  de  reconnaître 
à  simple  vue  que  certaines  relations  métriques  sont  projectivcs. 

Une  fraction  j  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  chacun  le 
produit  de  facteurs  exprimant  de  simples  distances  AB,  CD,  . . . ,  entre  les 
dii>ers  points  dhine  figure  plane,  est  projective,  si  les  mêmes  lettres  se 
retrouvent  dans  les  facteurs  linéaires  cjui  composent  les  deux  termes,  et 
si  à  chaque  distance  appartenant  a  Vun  des  termes  correspond  dans 
Vautix  terme  une  distance  cpà  soit  sur  la  même  droite  que  la  première. 

En  effet,  soient  A,  B,  C,  D,  ...  les  divers  points  d'une  figure  plane, 
et  A',  B',  G',  D',  ...  les  points  correspondants  de  sa  projection  sur  un 
autre  plan.  Désignons  par  a,  h,  c,  d,  . .  «  les  longueurs  des  projetantes 
SA,  SB,  se,  SD,  . . . ,  et  par  /?,  7,  ...  les  distances  du  centre  S  de  pro- 
jection aux  droites  AB,  CD, En  égalant  deux  expressions  bien  con- 
nues de  l'aire  du  triangle  SAB,  on  a 

AB./;  =  <^/.^.sinASB,    d'où    AB— — -sinASD, 


et  l'on  aurait  de  môme 


CD  =  — sinCSD, 
7 


Or,  quand  on  substituera  aux  facteurs  linéaires  AB,  CD,  ...  les  valeurs 
ci-dessus,  les  quantités  a^h,  . . .  disparaîtront  en  vertu  de  la  première 
condition,  et  il  en  sera  de  même  des  quantités  /?,  7,  . . .,  en  vertu  de  la 
deuxième  hypothèse.  Il  ne  restera  donc  qu'une  fraction  qui  se  déduira  de 
la  proposée  en  y  remplaçant  chaque  facteur  AB.  CD,  . . .  par  le  sinus  de 
l'angle  sous  lequel  on  voit  du  point  S  chaque  segment  correspondant  AB, 

CD, La  valeur  de  la  fraction  considérée  ne  dépend  donc  que  des 

valeurs  des  angles  des  projetantes,  et  nullement  de  la  position  du  plan  de 

la  figure  ABGD ,  de  sorte  que  la  fraction  composée  de  la  mémo 

manière  avec  les  segments  homologues  A'B',  CD',  ,►.  de  la  figure 
A'B'G'D',  . . .  aura  la  même  valeur. 

Cette  proposition  contient  évidemment  comme  cas  particulier  celle  du 
n°  320 ,  car  l'expression 

CA.DA  CA.DB 

CB  •  DB     ^^     CB.DA 
R.  et  Dii  G.  —  Tr,  de  Géom.  (1I«  Partie).  y 
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remplit  les  conditions  prescrites  dans  la  règle  précédente.  On  retrouve 
ainsi  la  projectivité  du  rapport  aiiharmonique  de  quatre  points  en  ligne 
droite,  ainsi  que  l'expression 

sinCSA  .  sinDSA 

sinCSB  '  sinDSB 

du  rapport  anharmonique  d'un  faisceau  de  quatre  droites  SA,  SB,  SC,  SD, 
situées  dans  un  même  plan,  qui  ne  dépend  que  des  angles  de  ces 
droites,  et  qui  n'exige  pas  la  considération  d'une  transversale  auxi- 
liaire. 

Ajoutons  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  plans  A,B,  C,  I), 
passant  par  une  môme  droite,  est  susceptible  de  l'expression  analogue 

sinCA  ,  sm  DA 
sinCB     sinDB 

dans  laquelle  la  notation  CA  représente  l'angle  des  plans  C  et  A.  Cette 
remarque  résulte  de  ce  que  le  rapport  anharmonique  d'un  faisceau  de 
quatre  plans  est  égal  à  celui  du  faisceau  des  quatre  droites  suivant  les- 
quelles ces  plans  sont  coupés  par  un  plan  perpendiculaire  à  leur  arête 
commune. 

FIGURES   HOMOLOGIQUES. 

728.  A  la  méthode  par  projection  se  rattache  directement  la  théorie 
des  figures  homologiques  qui  est  due  à  Poncelet,  et  qui  se  recom- 
mande à  la  fois  par  le  rôle  considérable  qu'elle  joue  en  Géométrie 
pure,  et  par  l'heureux  parti  qu'on  peut  en  tirer  en  Géométrie  des- 
criptive. 

On  dit  que  deux  figures  situées  dans  un  même  plan  sont  homologiques, 
quand  elles  se  correspondent  point  par  point  et  droite  par  droite,  de  telle 
sorte  que  deux  points  homologues  quelconques  soient  en  ligue  droite 
avec  un  point  fixe,  et  que  deux  di^oites  homologues  quelconques  se 
coupent  sur  une  droite  fixe.  Le  point  fixe  prend  le  nom  de  centre  d^homo- 
logie,  et  la  droite  fixe  celui  ù'axe  cVhomologie. 

Des  deux  dernières  conditions  énoncées  dans  la  définition,  il  suffit  que 
l'une  soit  satisfaite  pour  que  l'autre  soit  remplie;  ainsi  : 


Deux  figures  sont  homologiques, 
si  elles  se  correspondent  point  par 
point  et  droite  par  droite,  de  façon 
que  deux  points  homologues  quel- 
conques soient  en  ligne  droite  a{>ec 
un  point  fixe. 


Deux  figures  sont  homologiques, 
si  elles  se  correspondent  point  par 
point  et  droite  par  droite,  de  façon 
cpie  deux  droites  homologues  quel" 
conques  se  coupent  sur  une  droite 
fixe. 
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Il  suffit,  en  effet,  de  prouver  que, 
si  p  est  le  point  de  concours  d'un 
premier  couple  (AC,  A'C)  de  droites 
homologues  [Jf^.  au),  et  7  le  point 
de  concours  d'un  second  couple 
(AB,  A'B'),  le  point  de  concours  a 
d'un  troisième  couple  quelconque 
(BC,  B'C)  est  situé  sur  la  droite  Py. 
Or  cela  résulte  du  théorème  dé- 
montré aux  n*"'  326 ,  etc. 


i3i 

11  suffit,  en  effet,  de  prouver  que, 
si  0  est  le  point  d'intersection  des 
droites  AA',  BB',  qui  joignent  deux 
premiers  couples  (A,  A')  (B,  B') 
dépeints  homologues,  la  droite  CC 
qui  unit  un  troisième  couple  quel- 
conque (CjC)  passe  par  0.  Or 
cela  résulte  du  théorème  démontré 
aux  n*"'  327 ,  etc. 


C'est  en  projetant  sur  un  plan  quelconque  P  deux  figures  homothéti- 
ques  situées  dans  un  autre  plan  Q,  que  Puncelet  [Traité  des  propriétés 
projecti{>es,  Section  ÏII,  Chapitre  1)  est  arrivé  à  la  notion  des  figures  ho- 
mologiques.  Il  est  évident,  en  effet,  que  dans  les  deux  nouvelles  figures  la 
droite  qui  joint  deux  points  homologues  quelconques  passe  par  la  per- 
spective du  centre  de  similitude  des  figures  primitives ,  et  que  deux 
droites  homologues  quelconques  provenant  de  la  perspective  de  deux 
droites  parallèles  ont  leur  point  de  concours  (588)  sur  la  ligne  de  fuite 
du  plan  Q. 

729.  La  transformée  homologique  F'  d'une  figure  F  est  déterminée 
[fg.  39G)  dès  qu'on  donne,  outre  ce  centre  0  et  l'axe  X  d'homologie,  le 
point  a\  homologue  d'un  |)remier  point  a  de  la  figure  F;  car,  pour  obtenir 
l'homologue  m'  d'un  point  quelconque  m  de  la  figure  F,  il  suffit  alors  de 
déterminer  le  point  s  oii  la  droite  am  coupe  Taxe  X  d'homologie,  et  de 
prendre  l'intersection  m'  du  rayon  Om  avec  la  droite  «'2  homologue  de  az^ 

Fij^.  396, 


l 

X 

.-'"/ 

" 

T\ 

1     ^\ 

^    \ 

Souvent, le  centre  ou  Taxe  d'homologie  sont  hors  des  limites  de  la  feuille 
de  dessin^  et  il  faut  savoir  trouver  Thomologue  m'  d'un  point  quel- 
conque m  de  la  première  figure  en  n'employant  que  le  centre  d'homo- 
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logie  0  et  deux  couples  de  droites  correspondantes,  ou  bien  que  Taxe 
d'homologie  et  deux  couples  de  points  correspondants.  Voici  la  marche 
qu'on  suit. 

i""  Soient  [Jïg,  397)  0  le  centre  d'homologie,  et  [ap^  a' p),  [^^h^f-''!') 
deux  couples  de  droites  homologues.  A  l'aide  de  deux  rayons  quel- 
conques Ohb',  Occ\  menés  par  0,  on  déterminera  un  troisième  couple 
[hc^  b'c)  de  droites  homologues;  le  point  g  commun  à  ani  et  à  bc  aura 
pour  homologue  le  point ^'  commun  à  b'c'  et  au  rayon  Og,  et  a' g'  homo- 
logue de  <7o- rencontrera  Om  au  point  cherché  /;/. 

2°  Soient  (^g.  898)  X  l'axe  d'homologie,  et  (<7,rt')  (b^b')  deux  cou- 
ples de  points  correspondants.  En  joignant  au  point  a'  le  point  a  où  a/n 
coupe  l'axe  d'homologie,  on  aura  l'homologue  de  la  droite  am  ;  on  ob- 
tiendra de  même  l'homologue  b'^  de  la  droite  bm]  l'homologue  m'  du 
point  m  sera  donc  le  point  commun  à  «'a  et  à  b'p. 

Fis.  ^98- 


yw 


Nous  devons  faire  remarquer  que  toutes  ces  constructions  n'exigent 
que  remploi  de  la  r;  gle. 

730.  Il  est  évident  :  i""  que  toute  droite  passant  par  le  centre  d'homo- 
logie se  correspond  à  elle-même;  2°  que  le  centre  d'homologie  coïncide 
avec  son  homologue,  et  qu'il  partage  cette  propriété  avec  chacun  des 
points  de  l'axe  d'homologie. 

Puisque  deux  droites  homologues  coupent  l'axe  d'homologie  au  môuK» 
point,  à  la  droite  de  l'infini  de  la  première  figure  F  doit  correspondre 
dans  la  seconde  figure  F'  une  droite  J'  parallèle  à  l'axe  d'homologie;  et 
de  même, à  la  droite  de  l'infini  de  la  figure  F'  répond  dans  la  figure  F  un(i 
droite  I  parallèle  à  l'axe  X  ;  la  droite  I  prend  le  nom  de  droùe  liviite  de 
la  figure  F,  et  la  droite  J'  celui  de  droite  limite  de  la  figure  F'. 

Rien  de  plus  simple  que  de  coui^truire  la  figure  F'  quand  on  connaît  la 
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ngure  F,  sa  droite  limite  I  ainsi  que  le  centre  0  et  l'axe  X  d'homologie; 
m  étant  [fg.  899)    un  point  quelconque  de  F,  on  mènera  par  m  une 


Fig.  399. 
il 


droite  quelconque  ///?;  on  joindra  le  centre  0  au  point  /  où  cette  droite 
coupe  I,  et  par  le  point  £  où  cette  même  droite  coupe  X  on  mènera  la 
parallèle  à  0/;  cette  parallèle,  qui  est  évidemment  l'homologue  de  la 
droite  s  772/,  rencontrera  le  rayon  Om  au  point  demandé  m'. 
On  lit  immédiatement  sur  la  figure  la  relation 


0/7?  _  m' m 
im  ~   ein 


d'où  Ion  déduit  les  deux  formules 


0/7/'=/ 


.     77/0 


:0/7? 


qui  nous  seront  utiles  plus  tard.  La  seconde  de  ces  formules  a  été  donnée, 
en  1704,  par  le  géomètre  belge  Le  Poivre  qui,  comme  de  la  Hire  et 
Newton,  avait  étudié  quelques  cas  particuliers  de  la  transformation  lio- 
mologique,  bien  avant  que  Poncelet  eût  créé  la  théorie  complète  de  ces 
figures. 

731.  Quand  deux  figures  sont  homologiqucs  :  1°  le  rapport  anharmo- 
nujiie  de  quatre  points  en  ligne  droite,  a,  h,  c,d,  est  égal  au  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  homologues  a',  //,  c\  d'  ;  car  ces  rapports 
sont  égaux  l'un  et  l'autre  à  celui  du  faisceau  Oaa\  Ohb\  Occ\  Odd'; 
2^  le  rapport  anharmonique  d'un  faisceau  SA,  SB,  SC,  SD  de  quatre 
droites  est  égal  au  rapport  anharmonique  du  faisceau  formé  par  les 
quatre  droites  homologues  S'A',S'B',  S'C',S'D';  car  les  rayons  homolo- 
gués  des  deux  faisceaux  se  croisant  sur  l'axe  d'homologie,  les  rapports 
anharmoniquos  considérés  sont  égaux  à  celui  de  la  section  commune  faite 
par  1  axe  d'homologie. 

732.  Considérons  deux  figures  homologiques;  soient  [fig,  896)  Ole 
centre  et  X  l'axe  d'homologie,  [a,  a')  et  (77/,  m')  deux  couples  de  points 
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homologues,  pi  et  a  les  poiiils  où  les  rayons  Omni'  et  Ona'  coupent  Taxe,  X, 
€t  £  le  point  de  concours  de  am  et  de^'w'.  Le  faisceau  (sO,  £<7,  sX,  s^/') 
étant  coupé  par  les  doux  transversales  Oniin'y  i)aa\  on  a 

mO  ^  n/0       r^O  ^  a'O 

m  y.     ni  pt.       au.     a' u 

Le  rapport  anharnionique  (OiLnini']  a  donc  une  valeur  constante;  on 
donne  à  cette  constante,  que  nous  désignerons  par  )v,  le  nom  de  coefficient 
(Vhomologie. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  vraie,  et  elle  conduit  à  une  nou- 
velle définition  des  figures  homologiques  : 

Etant  donnés  dans  un  plan  un  point  fixe  0  et  une  droite  Jixe  X 
(/%•  ^9^))  ^^  '^^'''  chaque  rayon  Op.  o/?  prend  deux  poijits  m  et  ni'  tels 
que  le  rapport  anharnw nique  (Oan?m')  ait  une  valeur  constante  1,  les 
points  m  et  ni'  décjivent  deux  figures  homologiques. 

En  elï'et,  par  la  définition  même,  deux  points  homologues  quelcon- 
ques m  et  m'  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  fixe  0;  il  suffit  donc 
de  prouver  que,  si  le  point  m  décrit  une  droite  <7£,  le  point  m'  décrit  à 
son  tour  une  droite  coupant  l'axe  X  au  môme  point  s  que  la  première.  Or, 
menons  par  le  point  0  une  droite  quelconque,  et  désignons  par  <?,  a,  d 
]es  points  où  elle  rencontre  les  droites  s/??,  cX,  s  m':  le  faisceau  (sO,  sw, 
îX,  £/;/)  étant  coupé  par  les  deux  transversales  0 a,  0 a,  les  rapports 
anharmoniques  (Opww')  {Oxaa')  seront  égaux;  le  second  aura  donc 
comme  le  premier  la  valeur  À;  donc  le  point  a\  qui  est  situé  sur  Bm\ 
sera  la  position  que  prend  m'  quand  m  vient  en  a. 

La  constante  1  est  égale  au  rapport  des  distances  de  la  droite  limite  ] 
au  centre  et  à  Vaxe  dliomologie.  Car,  en  désignant  par  c  et  7  les  pro- 
jections orthogonales  du  centre  0  sur  les  droites  I  et  X,  et  appliquant  le 
théorème  précédent  au  système  formé  par  les  quatre  points  0,  7,  c  et  c  ^ 
le  dernier  étant  à  l'infini,  on  a 


0  , 

oo'O        . 

rO    _ 

: -==  A, 

ou 

V  ' 

00 '7 

cq  ~ 

On  voit  de  même  que  le  rapport  des  distances  de  la  droite  limite  J'  au 

centre  et  à  Taxe  dliomologie  est  égal  à  -• 

Quand  la  constante  X  est  égale  à  —  i,  les  deux  droites  limites  coïnci- 
dent avec  la  droite  unique  qui  est  équidistante  du  centre  et  de  l'axe 
dhomologie  ;  ce  genre  particulier  d'homologie  prend  le  nom  d'honwlogie 
harmonique. 
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Quand  l'axe    d'homologie    est  à    rinfini,    le    rapport   anharmonique 

{Olimm')  se  réduit  à  —--7  et  la  relation 
///  U 

/ff'O  ~ 

montre  que  Vhomologic  devient  honiothètie;  le  point  0  est  le  centre  de 
similitude,  e^l  1  est  le  rapport  de  similitude. 
Enfin,  si  c'est  au  contraire  le  centre  d'homologie  qui  est  à  l'infini,  le 

rapport  anharmonique  {Oiimnï)  se  réduit  à  — ^?  et  la  relation 

mil 

montre  que  la  seconde  figure  résulte  de  la  première  en  dilatant  dans  un 
rapport  constant  les  ordonnées  abaissées  de  ses  divers  points  sur  l'axe 
fixe  X  dans  une  direction  donnée;  quelques  géomètres  donnent  à  ce 
genre  d'homologie,  qui  se  présente  fréquemment,  le  nom  ^affinité. 

733.  Nous  terminerons  par  un  théorème  très  important  tant  au  point 
de  vue  théorique  qu'au  point  de  vue  des  applications;  d'une  part,  il 
montre  la  concordance  entre  l'homologie  et  la  perspective;  d'autre  part, 
il  intervient  fort  utilement,  en  géométrie  descriptive,  pour  la  solution 
du  problème  des  rabattements  et  des  questions  relatives  aux  sections 
planes  des  prismes  et  des  pyramides,  des  cônes  et  des  cylindres. 

Quand  deux  figures  planes  F  et  F'  sont  en  perspectwe,  leurs  projec- 
tions sur  un  plan  quelconque  W,  à  Vaide  d'un  centre  de  projection 
quelconque  co,  sont  deux  figures  homologiques ;  le  centre  d'homologie 
est  la  projection  0  du  point  de  vue  V,  et  l'axe  d'homologie  est  la  pro- 
jection 11^  de  l'intersection  LLi  des  plans  P  et  P'  des  deux  figures, 

La  démonstration  est  presque  intuitive  : 

En  effet  :  d'abord,  à  chaque  point  m  de  la  figure  /  répond  évidem- 
ment un  point  unique  m!  de  la  figure  /,  et  la  droite  mm!  passe  par  o 
puisque  les  points  correspondants  M  et  M'  des  figures  F  et  F'  sont  en 
ligne  droite  avec  V.  En  second  lieu,  à  une  droite  quelconque  d  de  la 
figure/ répond  évidemment  une  droite  et  une  seule  ^' de  la  figure/', 
et  le  point  de  concours  de  d  et  de  cl!  est  sur  11^  puisque  les  droites  cor- 
respondantes D  et  D'  des  figures  F  et  F'  se  croisent  sur  LLi. 

La  réciproque  exige  plus  d'attention  : 

Deux  figures  homologiquesf  et  f  peuvent,  d*une  infinité  de  manières, 
être  considérées  comme  la  projection  sur  leur  plan  H  de  deux  figures 
planes  F  et  F'  qui  sont  en  perspective  {fig,  400). 
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En  effet,  soil  w  un  poiiil  pris  à  volonté  dans  respace,  et  o  le  centre 
dliomologie  de /et  de/';  dans  le  plan  Q  déterminé  par  co  et  par  l'axe 
d'homologie  //i  des  figures /et/',  choisissons  arbitrairement  une  droite 
LLi  ;  imaginons  par  cette  droite  deux  plans  P  et  P'  et  appelons  G  et  G' 
les  points  où  ces  plans  coupent  la  droite  wo.  Enfin,  désignons  respecti- 
vement par  F  et  F'  les  figures  qu'on  obtient  en  projetant,  du  point  w 
comme  centre,  les  figures  /  et /"',  la  première  sur  le  plan  P,  la  seconde 
sur  le  plan  P'.  Tout  se  réduit  à  démontrer  que  les  figures  F  et  F'  sont 

Fijj.  4oo. 


en  perspective;  en  d'autres  termes,  si  M  et  M' sont  les  points  de  F  et  F' 
situés  sur  les  projetantes  tom,  Mm'  de  deux  points  homologues  quel- 
conques 7Ji  et  m'  de  /  et  de/',  il  suffit  de  prouver  que  la  droite  MM'  passe 
par  un  point  fixe.  Or,  soit  [j.  le  point  où  mm'  coupe  lli,  [J-i  le  -point  où 
w|j-  coupe  LLi  et  I  et  V  les  points  où  MM'  rencontre  wjji  et  mo.  Le  rap- 
port anharmonique  de  la  division  i^omm'  est  constant  et  égal  au  rapport 
d'homologie  des  figures/ et/';  mais  ce  rapport  anharmonique  est  égal 
à  celui  de  la  division  IVMM'  et,  par  suite,  égal  aussi  à  celui  de  la  divi- 
sion w  VGG'  qu'on  obtient  en  projetant  la  précédente  du  point  (jl^  sur  oco. 
D'ailleurs,  les  points  w,  G  et  G'  sont  fixes;  donc  il  en  est  de  môme  du 

point  y.  C.Q.F.D. 

Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  F  et  F'  sont  deux  positions 
d'une  même  figure  qui  tourne  autour  d'une  droite  de  son  plan;  dans  ce 
cas,  F  et  F'  sont,  en  effet,  en  perspective,  le  point  do  vue  V  étant  à  Fin- 
fmi  dans  la  direction  perpendiculaire  au  plan  bissecteur  du  dièdre  formé 
par  les  plans  de  F  et  de  F'.  Enfin,  si  l'on  choisit  alors  pour  plan  de  pro- 
jection le  plan  de  la  figure  F',  /'  ne  différera  pas  de  F';  ce  qui  montre 
que  la  projection  f  d'une  fi  g  la^e  F  et  son  rabattement  F'  sont  homolo- 
glques,  et  inversement. 
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LIVRE  VIL 

LES   CORPS  RONDS. 


§  I.  -  CYLINDRE  DE  RÉVOLUTION. 

DÉFINITIONS. 

734.  On  nomme  surface  cylindrique  de  révolution  la  sur- 
face engendrée  par  une  droite  GG'  qui  tourne  autour  d'une 
droite  fixe  XX'  à  laquelle  elle  est  parallèle  et  invariablement 
liée(/o'.  4oi). 

La  droite  fixe  XX'  reçoit  le  nom  iVaxe  de  la  surface,  ei  la 
droite  mobile  GG'  celui  de  génératrice  ou  d'arête, 

735.  Tout  point  A  de  la  droite  GG'  décrit  une  circonférence 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  et  dont  le  centre  est 
sur  Taxe;  car,  pendant  la  rotation,  la  perpendiculaire  AO 
abaissée  du  point  A  sur  XX'  reste  perpendiculaire  à  cet  axe  et 
conserve  toujours  la  même  longueur. 

Fig.  4oi. 


C     o!- — '^}k. 


On  appelle  section  droite  toute  section  faite  par  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe.  Il  résulte  des  considérations  précédentes 
que  les  diverses  sections  droites  d'une  même  surface  cylin- 
drique sont  des  circonférences  égales  :  le  rayon  commun  de 
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ces  cercles,  c'est-à-dire  la  dislance  des  deux  parallèles  XX' 
elGG',  est  le  rayon  delà  surface  cflindrique,  et  l'on  voit 
que  le  lieu  des  points  de  l'espace  situés  aune  distance  donnée 
d'une  droite  fixe  est  la  surface  cylindrique  de  révolution  qui 
a  cette  droite  pour  axe  et  la  distance  donnée  pour  rayon, 

736.  Considérons  une  droite  fixe  XX',  un  plan  P  parallèle  à 
cette  droite,  et  désignons  par  R  la  distance  de  la  droite  au 
plan,  ou,  ce  qui  revient  au  mênfie,  la  distance  de  la  droite  à  sa 
projection  AA' sur  le  plan  [fig»  ^01).  Le  lieu  des  points  du 
plan  P,  situés  à  une  distance  donnée  6  de  la  droite  XX',  se 
compose  de  deux  droites  BB'  et  CC  parallèles  à  XX',  placées 
de  part  et  d'autre  de  AA',  et  à  une  distance  de  cette  droite 
égale  au  côté  AB  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  OAB, 
dont  Thypoténuse  OB  est  égale  à  à,  et  l'autre  côté  OA  de 
l'angle  droit  égal  à  R.  Il  en  est  ainsi  tant  que  à  est  plus  grand 
que  R;  lorsque  è  devient  égal  ou  inférieur  à  R,  le  lieu  se  ré- 
duit à  la  droite  AA/  ou  cesse  d'exister. 

D'après  cela  (735),  un  plan  parallèle  à  Taxe  d'une  surface 
cylindrique  de  révolution  renferme  deux  génératrices  de  celte 
surface,  ou  une  seule,  ou  n'a  aucun  point  commun  avec  la 
surface,  suivant  que  la  distance  du  plan  à  l'axe  est  inférieure, 
égale  ou  supérieure  au  rayon  de  la  surface. 


Fig.  402. 
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737.  Arrêtons-nous  un  moment  sur  le  cas  où  le  plan  et  la 
surface  n'ont  en  commun  qu'une  génératrice  AG  [fig.  4^3 ). 

Un  tel  plan  peut  être  considéré  comme  la  position  limite 
d'un  plan  variable  qui,  passant  par  la  génératrice  fixe  AG  et 
par  une  génératrice  voisine  A'G',  tourne  autour  de  AG  jusqu'à 
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ce  que  A'C  vienne,  en  restant  sur  la  surface  cylindrique,  se 
confondre  avec  AC.  Cela  étant,  soit  BB'  une  courbe  quel- 
conque tracée  sur  la  surface  cylindrique;  la  sécante  BB',  qui 
unit  les  points  B  et  B'  où  la  courbe  rencontre  les  génératrices 
ACel  A'C,  reste  constamment  dans  le  plan  variable  ACA'C; 
d'ailleurs,  cette  sécante  devient  la  tangente  BN  à  la  courbe  BB', 
lorsque  la  génératrice  mobile  A'C  vientse  confondre  avec  AC, 
c'esi-à-dire  lorsque  le  plan  variable  x\CA'C/  atteint  sa  posi- 
tion limite;  donc  ce  plan  limite  contient  la  tangente  BN.  Ainsi, 
le  plan  limite  considéré  renferme  les  tangentes  à  toutes  les 
courbes  que  l'on  peut  tracer  sur  la  surface,  aux  points  où  ces 
courbes  rencontrent  la  génératrice  AC;  on  lui  donne  le  nom 
de  plan  tangent  suivant  la  génératrice  AC. 

La  génératrice  AC,  et  la  tangente  à  une  courbe  quelconque 
tracée  sur  la  surface  au  point  où  cette  courbe  rencontre  AC, 
suffisent  pour  déterminer  le  plan  tangentsuivant  cette  généra- 
trice. Si  Ton  choisit  en  particulier  la  tangente  AM  à  la  section 
droite  AA%  on  voit  que  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au 
plan  déterminé  par  l'axe  et  par  la  génératrice  de  contact;  en 
effet,  le  plan  tangent  renferme  la  droite  AM  qui,  étant  à  angle 
droit  sur  AO  et  sur  AC,  est  perpendiculaire  à  leur  plan  CAOX. 

738.  On  appelle  cylindre  de  révolution  le  corps  compris 
entre  une  surface  cylindrique  et  deux  plans  perpendiculaires 
à  Taxe  de  cette  surface,  ou,  en  d'autres  termes,  la  figure  en- 
gendrée par  la  rotation  d'un  rectangle  AA'0'0  auiofir  d'un  de 
ses  côtés  00'  [fig.  4o4)« 


Fig.  404. 


Fi[î.  /|05. 


La   surface  cylindrique  engendrée   par   le  côté  AA'  est  la 
surface  latérale  du  cylindre;  les  cercles  décrits  par  les  côtés 


l4o  GÉOMÉTRIE    DANS    l'eSPaCE. 

OA  et  0' A' en  sonl  les  bases,  et  la  droite  00'  en  est  la  hau- 
teur. 

739.  En  construisant  un  prisme  droit,  de  même  hauteur  que 
le  cylindre,  et  ayant  pour  base  un  polygone  inscrit  ou  circon- 
scrit au  cercle  de  base  du  cylindre,  on  obtient  un  prisme  in- 
scrit ou  circonscrit  au  cylindre  [fi^.  ^oS],  Le  plan  de  chaque 
face  latérale  du  prisme  circonscrit  est  tangent  au  cylindre 
(737).  Si  le  polygone  inscrit  ou  circonscrit  au  cercle  de  base 
est  régulier,  le  prisme  inscrit  ou  circonscrit  au  cylindre  est 
régulier. 

Considérons  un  cylindre  de  révolution  et  un  prisme  régulier  inscrit. 
L'aire  latérale  du  prisme  s'obtient  en  multipliant  le  périmètre  de  sa  base 
par  sa  hauteur  (609).  Or,  quand  on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre 
des  côtés  du  polygone  de  base,  le  périmètre  de  ce  polygone  tend  vers 
une  limite  fixe  et  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  ses  côtés  ten- 
dent vers  zéro;  d'ailleurs,  la  hauteur  du  prisme  reste  constamment 
égale  à  la  hauteur  du  cylindre.  Donc  l'aire  latérale  du  prisme  inscrit  tend 
vers  une  limite  fixe  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  les  côtés  de 
sa  base  tendent  vers  zéro  :  c^est  cette  limite  que  Von  appelle  Faire  laté- 
rale du  cylindre. 

Considérons  en  second  lieu  un  cylindre  de  révolution  et  deux  prismes 
réguliers  de  bases  semblables,  Tun  inscrit,  l'autre  circonscrit  au  cylindre 
[fi^.  4o5).  Le  volume  du  cylindre  est  compris  entre  les  volumes  des 
deux  prismes.  Or,  ces  deux  prismes  ont  même  hauteur,  et  le  rapport  des 
aires  de  leurs  bases  a  pour  limite  l'unité  (4i7),  lorsque  le  nombre  com- 
mun de  leurs  côtés  croît  indéfiniment  ;  par  suite,  le  rapport  des  volumes 
des  deux  prismes  tend  vers  l'unité,  et  il  en  est  de  même  a  fortiori  du 
rapport  du  volume  du  cylindre  au  volume  de  l'un  quelconque  de  ces 
prismes.  Donc  le  volume  d\in  cylindre  de  révolution  est  la  limite  commune 
des  volumes  des  prismes  réguliers  de  bases  semblables,  inscrit  et  circon- 
scrit, dont  on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  faces. 

Il  importe  de  remarquer  que  ce  dernier  énoncé  est  un  véritable  théo- 
rème, tandis  que  l'énoncé  de  l'alinéa  précédent  relatif  à  l'aire  n'est  qu'une 
définition. 

740.  Deux  cylindres  de  révolution  soniù'Ws semblables,  lors- 
qu'ils sont  engendrés  par  des  rectangles  semblables,  c'est- 
à-dire  lorsque  leurs  hauteurs  sont  entre  elles  comme  les  rayons 
de  leurs  bases. 
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THÉORÈME. 

741.  L'aire  latérale  d'un  cylindre  de  révolution  a  pour  me^ 
sure  le  produit  de  la  circonférence  de  sa  base  par  sa  hau- 
teur, 

Uaire  latérale  du  cylindre  est  la  limite  des  aires  latérales  des 
prismes  réguliers  inscrits  dont  le  nombre  des  faces  croît  indé- 
finiment. D'après  cela,  soient  S,  C,  H  Taire  latérale,  la  circon- 
férence de  base  et  la  hauteur  du  cylindre  considéré;  soient  s 
elp  Taire  latérale  et  le  périmètre  de  la  base  d'un  prisme  régu- 
lier inscrit.  On  a  (609) 

S=:zp,E. 

Lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  de  la 
base  du  prisme,  s  tend  vers  S  ei  p  vers  C;  on  a  donc,  à  la 
limite, 

S=3:C.IL 

Corollaires. 

742.  Si  R  est  le  rayon  du  cylindre,  on  a  C::z^2  7rRet,  par 
suite, 

S=:2  7:RH. 

En  ajoutant  à  cette  aire  latérale  les  aires  des  deux  bases  ou 
le  double  inlV  de  Taire  de  Tune  d'elles,  on  obtient,  pour 
Taire  totale  ï  du  cylindre, 

ï  =1^  271  RH  H-  2  TT  R^  r=  2  TT  R  (  R  +  H  ). 

743.  Soient  S,  S'  les  aires  latérales;  T,  T'  les  aires  totales; 
R,  R'  les  rayons  et  H,  IF  les  hauteurs  de  deux  cylindres  de 

révolution  semblables.  On  aura  (740) 


R     H      n  1-  II 

IV  "  H'  ~  W  -+-  W 

et,  par  suite. 

S 

RH        R     I!        11^ 

R' 

S' 

R'U'^  R'"H'~M''~ 

Û'^' 

T        Ri 

[H 

+  H  )         R    R  +  H 

II' 

R' 

T'  "  W  ( 

il' 

H-H'j  ~  h'  IV  +U'  - 

II'.  - 

IV' 

\^1  GÉ03ÏÉTR1E    DANS    l'eSPACE. 

Donc,  les  aires  latérales  ou  totales  de  deux  cfliadres  de  rê- 
{^olution  semblables  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des 
rafons  ou  comme  les  carrés  des  hauteurs, 

SCOLIE. 

744.  Considérons  un  cylindre  de  révolution  et  un  prisme  régulier 
inscrit  ABCDEFA'B'C'D'E'F  [fig.  4o6);  par  une  rotation  autour  de 
l'arête  BB',  amenons  la  face  ABB'A'  dans  le  prolongement  de  la  face 
BCC'B'  ;  puis,  par  une  rotation  autour  de  CC,  amenons  les  deux  faces  déjà 
réunies  dans  le  prolongement  de  la  face  suivante  GDD'C,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  ce  que  toutes  les  faces  latérales  du  prisme  soient  réunies  sur 
le  plan  de  la  dernière  d'entre  elles  A  F  F' A'.  Dans  son  mouvement  autour 

Fig.  407. 
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de  l'arête  BB',  le  côté  AB  reste  perpendiculaire  à  cette  arête;  il  se  place 
donc  sur  le  prolongement  de  CB;  de  même  la  droite  ABC,  formée  par  la 
réunion  de  AB  et  de  BC,  vient  se  placer  sur  le  prolongement  de  DG,  .... 
On  obtient  donc  fmalement  sur  le  dernier  plan  un  rectangle  A,A2A2A', 
(fg.  407)  dont  la  hauteur  est  celle  du  prisme  droit  et  dont  la  base  est 
égale  au  périmètre  de  la  base  du  prisme.  Ce  rectangle  est  le  développe 
ment  de  l'aire  latérale  du  prisme. 

Si  le  nombre  des  faces  du  prisme  régulier  inscrit  dans  le  cylindre  croît 
indéfmiment,  le  rectangle  AiAgAgA'^  conserve  la  même  hauteur,  et  la 
longueur  de  sa  base  A,  A^  tend  vers  la  circonférence  de  la  base  du  cy- 
lindre. Le  rectangle  limite,  qui  a  une  hauteur  égale  à  celle  du  cylindre  et 
une  base  égale  à  la  circonférence  de  la  base  du  cylindre,  es!  dit  le  déve- 
loppement de  l'aire  latérale  de  ce  cylindre. 

THÉORÈME. 

745.  Le  volume  d\tn  cylindre  de  révolution  a  pour  mesure 
le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 
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Le  volume  du  cylindre  est  la  limite  des  volumes  des  prismes 
réguliers  inscrits,  dont  le  nombre  des  faces  croît  indéfiniment. 
D'après  cela,  soient  V,  B,  H  le  volume  du  cylindre,  l'aire  de 
sa  base  et  sa  hauteur;  soient  c^  et  6  le  volume  et  Taire  de  la 
base  d'un  prisme  régulier  inscrit  au  cylindre;  on  a  (626) 

Mais  lorsque  le  nombre  des  faces  du  prisme  croît  indéfini- 
ment, i'  tend  vers  Y  et  b  vers  B  ;  on  a  donc,  à  la  limite, 

Vr=B.H. 

Corollaires. 

746.  Si  R  est  le  rayon  du  cylindre  considéré,  on  a  Brr^TrlV 
et  par  suite 

V=:=7rRMÎ. 

747.  Soient  V,  V  les  volumes,  R,  R'  les  rayons,  H,  IF  les 
hauteurs  de  deux  cylindres  de  révolution  semblables;  on 
aura  (740) 

il—  ï^ 

R'  ~  ïr 

et,  par  suite, 

V        R^H         /R\=    H        R3        H' 


Y'       R'^H'        \ir;     H'        R'3       H  3 

Donc,  les  volumes  de  deux  cflindres  de  réi/olulion  sem- 
blables sont  entre  eux  comme  les  cubes  des  rafons  ou  comme 
les  cubes  des  hauteurs, 

748.  Exemple. 

Pour  mesurer  les  liquides,  on  emploie  des  vases  ayant  la 
forme  de  cylindres  de  résolution  dont  la  hauteur  est  double 
du  diamètre  :  calculer  d'après  cela  les  dimensions  du  litre, 

La  capacité  du  cylindre  dont  on  demande  la  hauteur  H  est 
I  décimètre  cube;  en  prenant  le  décimètre  pour  unité  de  lon- 
gueur, et  en  remarquant  que  le  rayon  du  cylindre  est  -  î 
on  a  la  relation 

71 IP 


'(! 


H  —  I     ou      ^ 
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on  en  déduit 
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Il  ~  1/ —  —  l'i'",  720. 


Le  litre  est  donc  un  cyiindre  dont  la  liauteur  a  172  miill- 
mètres,  et  dont  le  rayon  a  par  suite  4^  millimètres. 


§  IL  -  CONE  DE  RÉVOLUTION. 

DÉFINITIONS. 

749.  On  appelle  surface  conique  de  révolution  la  surface 
engendrée  par  une  droite  GSG'  tournant  autour  d'une  droite 
fixe  XSX'  qu'elle  rencontre  en  un  point  S,  et  à  laquelle  elle 
est  invariablement  liée  [fig,  4o8). 

Fig.  408. 


La  droite  fixe  XX'  reçoit  le  nom  d*axe  de  la  surface,  et  la 
droite  mobile  GG'  celui  de  génératrice  ou  d'arête.  Le  point  S, 
qu'on  nomme  sommet,  divise  la  surface  conique  en  deux  par- 
ties indéfinies  qu'on  appelle  nappes. 

Le  lieu  géométrique  des  droites  qui,  passant  par  un  point 
donné  S,  font  un  angle  donné  a  avec  une  droite  donnée  D,  est 
une  surface  conique  de  révolution  ayant  le  point  S  pour  som- 
met et  pour  axe  la  parallèle  menée  à  D  par  le  point  S. 

Un  point  quelconque  A  de  la  droite  GG'  décrit  une  circon- 
férence dont  le  centre  est  sur  l'axe,  et  dont  le  plan  est  perpen- 
diculaire à  l'axe  (735).  Par  suite,  toutes  les  sections  faites  par 
des  plans  perpendiculaires  à  Taxe  sont  des  circonférences 
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dont  !e  lieu  des  centres  est  Taxe  lui-même.  Quant  aux  rayons 
OA,  O'A'  de  ces  cercles,  la  similitude  des  triangles  SOA,  SO' A' 
prouve  qu'ils  sont  proportionnels  aux  distances  SO,  SO'  de 
leurs  plans  au  sommet,  ou  encore  aux  portions  correspon- 
dantes SA,  SA'  de  la  génératrice  GSG'.  Leurs  aires  sont  donc 
proportionnelles  aux  carrés  des  mêmes  lignes. 

750  Considérons  une  droite  fixe  XSX',  un  plan  P  passant 
par  un  point  S  de  celle  droite,  et  désignons  par  a  l'angle  de 
la  droite  et  du  plan,  c'est-à-dire  l'angle  aigu  de  la  droite  SX 
avec  sa  projection  SA  sur  ce  plan  [fig-^og).  Par  le  point  S,  on 
peut  mener  dans  le  plan  P  (535)  deux  droites  SB,  SG,  faisant 
avec  SX  un  angle  aigu  donné  w.  Ces  deux  droites  sont  sy- 
métriques par  rapport  à  AA'.  Il  en  est  ainsi  tant  que  «  est  su- 
périeur à  a  ;  lorsque  co  devient  égal  ou  inférieur  à  ce,  les  deux 
droites  se  réduisent  à  la  droite  unique  SA  ou  cessent  d'exister. 

D'après  cela,  un  plan  passant  par  le  sommet  d'une  surface 
conique  de  révolution  renferme  deux  génératrices  de  cette 
surface,  ou  une  seule,  ou  enfin  n'a  de  commun  avec  la  sur- 
face que  le  sommet,  suivant  que  Tinclinaison  du  plan  sur  l'axe 
est  inférieure,  égale  ou  supérieure  à  l'angle  aigu  de  la  généra- 
trice avec  Taxe,  c'est-à-dire  au  demi-angle  au  sommet  de  la 
surface  conique. 

FifT.  409. 


Dans  le  cas  où  le  plan  donné  n'a  de  commun  avec  la  sur- 
face qu'une  seule  génératrice  SA  [Jig,  ^\o),  on  peut  le  consi- 
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déi  er  comme  la  position  limite  d'un  plan  variable  qui,  passant 
par  la  génératrice  fixe  Sk  et  par  une  génératrice  voisine  SA', 
tourne  autour  de  SA  jusqu'à  ce  que  SA^  vienne  se  confondre 
avec  SA.  On  voit  dès  lors,  par  un  raisonnement  identique  à 
celui  qu'on  a  fait  pour  le  cylindre  (737),  que  ce  plan  renferme 
les  tangentes  AM,  BN, ...  à  toutes  les  courbes  AA',  BB', . . . , 
que  l'on  peut  tracer  sur  la  surface,  aux  points  A,  B, . . . ,  où  la 
génératrice  SA  rencontre  ces  courbes.  On  donne  à  ce  plan  le 
nom  de  plan  tangent  suwant  la  génératrice  SA. 

La  génératrice  SA  et  la  tangente  à  une  courbe  quelconque 
tracée  sur  la  surface,  au  point  où  cette  courbe  rencontre  SA, 
suffisent  pour  déterminer  le  plan  tangent  suivant  cette  géné- 
ratrice. Si  l'on  choisit  en  particulier  la  tangente  AM  à  une  sec- 
tion AA'  perpendiculaire  à  l'axe,  on  voit,  comme  pour  le  cy- 
lindre, que  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan  déter- 
miné par  Vaxe  et  la  génératrice  de  contact, 

751.  On  nomme  cône  de  révolution  le  corps  engendré  par 
la  rotation  d'un  triangle  rectangle  SOA  autour  de  l'un  des  cô- 
tés SO  de  l'angle  droit  SOA  [Jîg.  4i  i  ). 

La  surface  conique  engendrée  par  l'hypoténuse  SA  est  la 
surface  latérale  du  cône;  le  cercle  décrit  par  le  côté  OA  est 
la  base,  la  droite  SO  est  la  hauteur,  et  l'hypoténuse  SA  est  le 
côté  ou  Vapothème  de  ce  cône. 


Fig.  /,ii. 


Fi(T.   4i2. 


752.   Si   l'on    coupe   une   surface   conique   de   révolution 
[Jig,  /\\i]  par  deux  plans  AB,  A'B',  perpendiculaires  à  l'axe 
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el  situés  d'un  même  côté  du  sommet  S,  on  obtient  un  volume 
terminé  par  une  portion  de  la  surface  conique,  et  par  les  deux 
cercles  AB,  A/B'.  Ce  corps,  que  l'on  nomme  tronc  de  cône  de 
révolution  à  hases  parallèles,  est  la  différence  des  deux  cônes 
SAB,  SA'B'.  On  peut  encore  le  considérer  comme  engendré 
parla  rotation  du  trapèze  rectangle  AOO'A'  autour  du  côté 
00'.  La  droite  00'  est  la  hauteur  du  tronc;  les  cercles  AB, 
A'B'  en  sont  les  bases  et  AA'  en  est  le  côté  ou  Vapotlième, 

Eii  coupant  une  surface  conique  de  révolution  par  deux  plans  AB, 
AiBi,  perpendiculaires  à  l'axe,  mais  situés  de  part  et  d'autre  du  som- 
met S  [fg,  4 II):  on  obtient  un  corps  qui  est  la  somme  des  deux  cônes 
SAB,  SAjB,.  Il  convient  de  donner  encore  à  ce  corps  le  nom  de  tronc  de 
cône;  mais,  pour  le  distinguer  du  tronc  de  cône  proprement  dit,  que  nous 
avons  défini  dans  l'alinéa  précédent,  nous  l'appellerons  tronc  de  cône  de 
seconde  espèce  (  650  ) . 

753.  En  construisant  une  pyramide  de  même  sommet  que 
le  cône,  et  ayant  pour  base  un  polygone  inscrit  ou  circonscrit 
au  cercle  de  base  du  cône,  on  obtient  une  pyramide  inscrite 
ou  circonscrite  au  cône  [fig.  4*^)-  ï^e  plan  de  chaque  face  la- 
térale de  la  pyramide  circonscrite  est  tangent  au  cône.  Si  le 
polygone  de  base  est  régulier,  la  pyramide  inscrite  ou  circon- 
scrite est  régulière. 

On  appelle  aire  latérale d'' un  côneh  limite  de  l'aire  latérale  d'une  py- 
ramide régulière  inscrite  dont  le  nombre  des  faces  croît  indéfiniment. 
On  légitime  cette  définition  en  montrant  que  la  limite  considérée  existe 
et  est  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  les  côtés  de  la  base  de  la 
pyramide  tendent  vers  zéro.  Le  raisonnement  est  analogue  à  celui  qu'on 
a  employé  pour  le  cylindre  (739)  ;  seulement,  tandis  que  la  hauteur  du 
prisme  inscrit  au  cylindre  reste  fixe,  l'apothème  de  la  pyramide  régulière 
inscrite  au  cône  est  variable  et  tend  vers  l'apothème  du  cône. 

On  démontre,  absolument  comme  dans  le  cas  du  cylindre,  que  le  volume 
d'un  cône  de  révolution  est  la  limite  commune  des  volumes  des  pyramides 
régulières  de  bases  semblables,  inscrite  et  circonscrite,  dont  on  fait  croître 
indéfiniment  le  nombre  des  faces. 

l^k.  Deux  cônes  de  révolution  sont  dits  semblables  lors- 
qu'ils sont  engendrés  par  des  triangles  rectangles  semblables, 
c'est-à-dire  lorsque  leurs  hauteurs  sont  entre  elles  comme 
les  rayons  des  bases. 
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THÉORÈME. 

755.  L'aire  latérale  d'un  cône  de  réi^olution  a  pour  mesure 
le  produit  de  la  circonférence  de  sa  hase  par  la  moitié  de  son 
apothème. 

L'aire  latérale  du  cône  est  la  limite  des  aires  latérales  des 
pyramides  régulières  inscrites  dont  le  nombre  des  faces  croît 
indéfiniment.  D'après  cela,  soient  S,  C,  A  l'aire  latérale,  la 
circonférence  de  base  et  l'apothème  du  cône  considéré,  et  s, 
/?,  a  l'aire  latérale,  le  périmètre  de  la  base  et  l'apothème  d'une 
pyramide  régulière  inscrite.  On  a  (640) 

s  :=:  !)•  -a» 
'       1 

Lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés  de  la 
base  de  la  pyramide,  s  tend  vers  S,  p  vers  C,  a  vers  A;  on  a 
donc,  à  la  limite, 

Corollaire. 

756.  Si  R  est  le  rayon  de  la  base  du  cône,  on  a  C  =:  27: II, 
et  par  suite 

S^ttRA. 

En  ajoutant  la  base  ttRS  on  a,  pour  Taire  totale, 
ï  =  ttRA  +  T.lV  —  ttR ( A  -f-  R). 

757.  En  raisonnant  comme  au  n°  743,  on  reconnaît  que  les 
aires  latérales  ou  totales  de  deux  cônes  de  réi^olution  sem- 
blables sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  rayons  ou  des 
apothèmes  ou  des  hauteurs, 

758.  Considérons  un  cône  de  révolution  et  une  pyramide  régulière 
inscrite  SABCDEF  [Jig.  4i3)  ;  par  une  rotation  autour  de  l'arête  SB,  ame- 
nons la  face  SAB  dans  le  prolongement  de  la  face  SBC;  puis,  par  une  rota- 
tion autour  de  SC,  amenons  les  deux  faces  déjà  réunies  dans  le  prolonge- 
ment de  la  face  suivante  SCD;  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  toutes  les 
faces  latérales  de  la  pyramide  soient  réunies  dans  le  plan  de  la  dernière 
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d'entre  elles  FSA.  On  obtiendra   ainsi  un   secteur   polygonal  régulier 
S,ÂjB,C,D,E,F,A2  (  fig.  4i4),  ayant  pour  rayon  l'arête  de  la  pyramide 


Fig.  4i3. 


Fig.  4i/,. 


Si       D^ 


régulière,  c'est-à-dire  l'apothème  du  cône,  et  pour  base  une  ligne  brisée 
régulière  A,B,C,  D^EjFjAj  égale  au  périmètre  de  la  base  de  la  pyramide. 
Si  le  nombre  des  faces  de  la  pyramide  régulière  inscrite  dans  le  cône 
croît  indéfiniment,  le  secteur  S,A,B,C,D,EjF,A2  conserve  le  même  rayon, 
et  la  base  dégénère  en  un  arc  de  cercle  ayant  une  longueur  égale  à  celle 
de  la  circonférence  du  cône.  Le  secteur  circulaire  S,  A,  D^A^  obtenu  est 
dit  le  développement  de  l'aire  latérale  du  côîie.  Il  est  aisé  de  calculer  le 
nombre  n  de  degrés  contenus  dans  l'angle  A,  S,  Aj  de  ce  secteur  circulaire. 
A  étant  l'apothème  du  cône  et  R  le  rayon  de  sa  base,  on  a 


fi 

36Ô' 


arc  A,  Aj 
2  7r.S,  A, 


277R 


d'où     n  =  36o° 


R 


Pour  A  —  2R,ona/2=:  180*',  de  sorte  que  le  développement  est  un 
demi-cercle.  Le  cône  correspondant  est  dit  équilatéml ;  sa  section  par  un 
plan  passant  par  l'axe  SO  est  un  triangle  équilatéral  SAD. 

THÉORÈME. 

759.  Vaire  latérale  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  à 
hases  parallèles  a  pour  mesure  le  produit  de  la  demi  somme 
des  circonférences  de  ses  bases  par  son  apothème. 

L'aire  latérale  du  tronc  de  cône  AD  D'A'  (Jig,/^i5)  est  la  dif- 
férence des  aires  latérales  des  cônes  SAD,  S  A'D'.  Cela  posé,  in- 


i5o 
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scrivons  dans  le  cône  Sx4D  une  pyramide  régulière  SABCDEF; 
le  plan  A'D'  de  la  base  supérieure  du  ironc  de  cône  décompose 
celle  pyramide  en  deux  parties  qui  sont,  Tune,  SA'B'CD'E'F', 
une  pyramide  régulière  inscrite  dans  le  cône  SA'D',  l'autre, 
ABCDEF  A'B'C'D'E'F',  un  tronc  de  pyramide  régulier  inscril 
dans  le  ironc  de  cône  ADD'A'.  Or  les  aires  lalérales  des  cônes 
SAD,  SA'D'  éianl  les  limites  des  aires  latérales  des  pyramides 
SABCDEF,  SA'B'C'D'E'F',  lorsque  le  nombre  commun  de 
leurs  faces  croît  indéfiniment,  l'aire  latérale  du  tronc  de  cône 
sera  égale  à  la  limite  de  l'aire  latérale  du  tronc  de  pyramide 
régulier  inscril.  Soient  5,  a,  /?,/?'  l'aire  latérale,  l'apothème, 
et  les  périmètres  des  bases  du  tronc  de  pyramide  ;  soienl  de 
même  S,  A,  C,  C  l'aire  latérale,  l'apothème  et  les  circonfé- 
rences des  bases  du  tronc  de  cône;  on  aura  (641) 


s=z-{p  -h  p'  )  a. 

Mais,  à  la  limite,  lorsque  les  côtés  du  polygone  ABCDEF  ten- 
dent vers  zéro,  s  tend  vers  S,  p  vers  C,  p'  vers  C,  a  vers  A,  et 

l'on  a 

I 


C+C)A. 


Fiçr.    /il  6. 


Corollaire. 
760.  Si  R  et  R'  sont  les  rayons  des  bases  du  tronc,  on  a 
C  —  2  71 R,  C  =  2  TT  R',  et  par  suite 

S=z:7r(R  +  R')  A. 
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761.  Par  le  milieu  Ai  du  côté  AA'  [fig.  ^i&),  menons  un  plan 
parallèle  aux  bases  du  tronc  de  cône;  le  rayon  AïO,  de  la  sec- 
lion  circulaire  déterminée  par  ce  plan  est  parallèle  (495)  aux 
rayons  AO,  A'O',  des  bases  et,  par  suite  (433),  égal  à  la  demi- 
somme  de  ces  rayons.  Donc  la  circonférence  Ai  Di  est  la 
moyenne  arithmétique  des  circonférences  de  base,  et  l'on 
peut  dire  que  l'aire  latérale  d'un  tronc  de  cône  de  révolution 
a  pour  mesure  le  produit  de  V  apothème  par  la  circonférence 
équidistante  des  deux  hases. 

Ce  dernier  énoncé  s'applique  aussi  au  cylindre  et  au  cône  ; 
car  la  circonférence  équidistante  des  bases  est  égale,  dans  le 
cylindre,  à  celle  de  la  base,  et,  dans  le  cône,  à  la  moitié  de 
celle  de  la  base. 

THÉORÈME. 

762.  Le  volume  d'un  cône  de  révolution  a  pour  mesure  le 
produit  de  sa  hase  par  le  tiers  de  sa  hauteur. 

Le  volume  du  cône  est  la  limite  des  volumes  des  pyramides 
régulières  inscrites  dont  le  nombre  des  faces  croît  indéfini- 
ment. D'après  cela,  soient  V,  B,  II  le  volume  du  cône,  l'aire 
de  sa  base  et  sa  hauteur;  soient  c^  et  6  le  volume  et  Taire  de 
la  base  d'une  pyramide  régulière  inscrite  dans  ce  cône.  On 
a  (643) 

v=  \hll. 

Mais,  lorsque  le  nombre  des  faces  de  la  pyramide  croît  indé- 
finiment, V  tend  vers  V  et  ^  vers  B  ;  on  a  donc,  à  la  limite. 

Corollaires. 

763.  Si  R  est  le  rayon  de  la  base  du  cône,  on  a  B  ===7:  II'  et, 

par  suite. 

On  voit,  comme  au  n*»  747,  que  les  volumes  de  deux  cônes 
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de  révolution  semblables  sont  dans  le  rapport  des  cubes  des 
hauteurs  ou  des  rayons  des  bases. 

76^1-.  Lorsqu'un  rectangle  ABCD  tourne  autour  de  l'un  do 
ses  côtés   AB(^g-.  417),  le  triangle  ABC  engendre  un  cône 


dont  le  volume  est  le  tiers  (745,  762)  de  celui  du  cylindre 
engendré  par  le  rectangle  ABCD.  Par  suite,  le  volume  engendré 
en  même  temps  par  le  triangle  ADC  est  les  deux  tiers  du  même 
cylindre.  Cette  remarque  nous  sera  utile  plus  tard. 

THÉORÈME. 

765.  Le  volume  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  à  bases 
parallèles  est  égal  à  la  somme  des  volumes  de  trois  cônes 
ayant  pour  hauteur  commune  la  hauteur  du  tronCy  et  pour 
bases,  le  premier  la  base  inférieure  y  le  deuxième  la  base  supé- 
rieure, et  le  troisième  la  moyenne  proportionnelle  entre  les 
deux  bases  du  tronc. 

Considérons,  comme  au  n°  759,  un  ironc  de  pyramide  ré- 
gulier inscrit  dans  le  tronc  de  cône.  Les  volumes  des  deux 
pyramides  dont  ce  tronc  de  pyramide  est  la  différence  ayant 
respectivement  pour  limites  les  volumes  des  deux  cônes  dont 
le  tronc  de  cône  proposé  est  la  différence,  on  aura  ie  volume 
de  ce  tronc  de  cône  en  prenant  la  limite  du  volume  du  tronc 
de  pyramide.  D'après  cela,  soient  V,  b,  B,  II  le  volume,  les 
bases  et  la  hauteur  du  tronc  de  cône,  Vi,  />,,  B,  le  volume  et 
îes  bases  du  tronc  de  pyramide  inscrit;  on  aura  (64-8) 

Mais,  lorsque  le  nombre  des  faces  du  tronc  de  pyramide  croît 
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incléfinimenl,  v,  tend  vers  V,  by  vers  h,  B^  vers  B;  et  l'on  a, 
à  la  limite,  la  formule 

¥.:=:?  (B4-64-V/B6), 

dont  l'énoncé  ci -dessus  n'est  que  la  traduction  en  langage 
ordinaire, 

COROLLAIKES. 

766.  Si  R  est  le  rayon  de  !a  base  inférieure  B,  et  r  le  rayon 
de  la  base  supérieure  b,  on  a  B  ~  tt  R%  6  —  tt  r\  et  par  suite 

(0  V:^''^^^(R'  +  /'^  +  Rr). 

767.  Le  raisonnement  qui  précède  s'applique  au  tronc  de  seconde  es- 
pèce; il  faut  seulement  substituer  le  mot  somme  au  mot  différence  et 
remarquer  que,  le  tronc  de  pyramide  inscrit  correspondant  étant  de  se- 
conde espèce,  le  radical  qui  figure  dans  l'expression  de  f^,  doit  avoir  le 
signe  —  (650).  On  obtient  ainsi,  pour  le  volume  du  tronc  de  cône  de  se- 
conde espèce,  la  formule 

768.  Parfois,  dans  la  pratique,  notamment  pour  le  cubage 
des  troncs  d'arbres  non  équarris,  les  bases  diffèrent  assez 
peu  pour  qu'on  puis:Ae  assimiler  sans  inconvénient  le  cône 
tronqué  à  un  cylindre  ayant  pour  hauteur  la  hauteur  du  tronc 
et  pour  base  la  section  faite  dans  le  tronc  à  égale  distance  des 
deux  bases.  L'erreur  commise  est  d'ailleurs  facile  à  évaluer; 
en  retranchant  le  volume  cylindrique 

du  cône  tronqué  dont  le  volume  est  donné  par  la  formule  (i], 
on  trouve 


^-•-3' 


L'erreur  commise  est  donc  égale  au  volume  d'un  cône  ayant 
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pour  hauteur  la  hauteur  du  tronc  et  pour  ra}on  de  sa  base 
la  demi-différence  des  layons  des  bases  du  tronc. 

Quand  on  veut  appliquer  la  formule  {i)  au  cubage  d'un  tronc 
d'arbre,  il  convient  de  la  préparer  de  la  manière  suivante  : 
soit  C  la  longueur  de  la  circonférence  moyenne  que  l'on  évalue 
au  moyen  d'un  cordon  métrique;  le  rayon  de  cette  circonfé- 

Q 

rence  sera  —  et,  par  suite,  le  volume  cherché 

Ainsi,  supposons  qu'on  ait  trouvé  i"',8o  pour  la  circonfé- 
rence moyenne  et  6"",5o  pour  la  hauteur,  on  aura  pour  le  vo- 
lume 

6.5x(,,8)'_6.5x(o,9)-__    „,.    .. 

■  7ï  TT 

769.  La  question  ûu  jaugeage  des  ioiineaux  se  rattachée  la 
mesure  du  tronc  de  cône. 

En  considérant  le  tonneau  [fig,  l\\^]  comme  la  somme  de 
deux  troncs  de  cône  identiques  opposés  par  leur  grande  base, 
on  aurait  la  formule 

V=r|7rH(R'  +  r'-+-Rr), 
dans  laquelle  II  est  la  hauteur  totale  du  double  tronc,  rie  rayon 

Fig.  /^iS. 
K^ j — -^A' 

^-^^    I      II 

i  J 


un  fond  AA',  et  R  le  rayon  de  la  grande  base  BB'  à  laquelle 
on  donne  le  nom  de  bouge.  Mais  cette  formule  donne  évi- 
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demmenl  un  résultat  trop  faible.  En  introduisant,  suivant  Tu- 
sage,  les  diamètres  A  et  â  au  lieu  des  rayons  R  et  /•,  et  ayant 
égard  à  ridenlité  A^-i-  o^=  2  A(5  4-  (A  —  dy%  on  peut  mettre  la 

formule  précédente  sous  la  forme  V=:  y  H  Ao  h H(  A  —  ôy. 

Or,  le  dernier  terme  est  négligeable;  car,  son  rapport 

^  V  v'Ag" 

au  précédent,  ne  dépasse  guère  un  demi-centième  dans  les 
conditions  ordinaires,  ce  qui  correspond  à  une  erreur  d'un 
demi-lilre  par  hectolitre. 

Mais  alors  la  formule  réduite  Vi:=  7  HA^  est  a  fortiori  un 

4 
peu  trop  faible.  Aussi,  par  compensation,  les  tonneliers  rem- 

placent-ils  le  coefficient  7  --  0,785  par  0,8;  ce  qui  conduit  à 

4 
la  formule  très  simple  Y-—  (0,8) HAô,  qui  donne  le  volume^ 
en  mètres  cubes,  lorsque  H,  A,  à  sont  évalués  en  prenant  le 
mètre  pour  unité.  Pour  avoir  le  volume  en  hectolitres,  il  suffit 
de  mulliplier  par  10  ;  c'est  ce  que  l'on  fait  habituellement,  et 
on  parvient  ainsi  à  la  formule  définitive 

(i)  Y  =  8HA^, 

qui  est  généralement  employée  dans  le  Midi  de  la  France,  et 
dont  de  nombreuses  expériences  ont  permis  de  constater  la 
suffisante  exactitude.  Pour  H==o"%756,  A  =10^,69,  â=o«^,6i, 
cette  formule  donne  V  =  254^^'. 

Appliquée  slux  foudres  on  grands  tonneaux  de  1 00  à  200  hec- 
tolitres, la  formule  (1)  donne  un  résultat  trop  fort,  à  cause  de 
la  forme  concave  que  l'on  donne,  dans  ce  cas,  aux  fonds  pour 
augmenter  leur  résistance.  L'expérience  montre  qu'il  con- 
vient alors  de  diminuer  de  4  pour  100,  dans  les  conditions 
ordinaires,  l'évaluation  fournie  par  la  formule  (i),  en  enten- 
dant par  H  la  distance  des  deux  fonds  prise  à  la  partie  infé- 
rieure, c'est-à-dire  au  bas  de  la  porte. 

Observons  enfin  que  l'on  peut  trouver  des  formules  plus 
exactes,  mais  en  augmentant  leur  complication  et  en  faisant 
intervenir  un  plus  grand  nombre  de  mesures. 
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§  III.  -  PREMIÈRES  NOTIONS  SUR  LA  SPHÈRE. 

DÉFINITIONS. 

770.  On  appelle  surface  spliérique  la  surface  engendrée  par 
la  rotation  d'une  demi-circonférence  ABA'  autour  du  diamètre 
AA'  qui  la  termine  {Jig.  4'9)» 


Dans  ce  mouvement,  tout  point  de  cette  dem^-ciiconférence 
décrit  un  cercle  dont  ie  centre  est  situé  sur  Taxe  de  rotation 
AA'  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  cet  axe. 

La  sphère  esi  le  corps  limité  par  une  surface  sphérique.  On 
confond  souvent  dans  le  discours  les  mots  sphère  et  surface 
sphériqucy  de  même  qu'en  Géométrie  plane  on  dit  parfois 
cercle  pour  circonférence  de  cercle. 

771.  Considérons  la  sphère  engendrée  par  la  rotation  du  demi- 
cercle  ABA'  autour  du  diamètre  AA'  et  un  point  quelconque 
de  l'espace.  Quand  le  demi-cercle  générateur  vient  se  placer 
suivant  ACA'  dans  le  plan  déterminé  par  AA'  et  par  le  point 
considéré,  il  peut  se  faire  que  ce  point  soit  comme  E  à  l'ex- 
térieur du  cercle  ACA',  ou  comme  I  à  l'intérieur,  ou  enfin 
comme  M  sur  la  circonférence  de  ce  cercle.  Dans  le  premier 
cas,  le  point  E  est  extérieur  à  la  sphère,  et  sa  dislance  au 
centre  0  du  cercle  ACA^est  plus  grande  que  le  rayon  R  de  ce 
cercle;  dans  le  second  cas,  le  point  I  est  intérieur  à  la  sphère 
et  la  dislance  01  est  moindre  que  R;  enfin,  dans  le  troisième 
cas,  le  point  M  est  sur  la  surface  sphérique  et  la  distance  OM 
est  égale  à  R. 
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La  surface  spliérique  peut  donc  êire  encore  définie  le  lieu 
géométrique  des  points  équidistants  d'un  point  fixe. 

Ce  point  fixe  0  est  dit  le  centre  de  la  sphère.  On  nomme 
rayon  toute  droite,  telle  que  OA  ou  OM,  menée  du  centre  0 
a  la  surface;  tous  les  rayons  d'une  même  sphère  sont  émux 
On  nomme  diamètre  toute  droite,  telle  que  MN,  passant  par 
le  centre  et  limitée  à  la  surface  sphérique;  tous  les  diamètres 
d'une  même  sphère  sont  égaux,  car  chacun  d'eux  est  la  somme 
de  deux  rayons. 

Deux  sphères  de  même  rayon  sont  égales. 

772.  La  définition  donnée  au  n»  111  pour  la  tangente  aux 
courbes  planes  s'étend  aux  courbes  de  l'espace.  Il  est  aisé  de 
voir,  d'après  cela,  que  la  tangente  MT  à  une  courbe  quel- 
conque AMB  tracée  sur  la  sphère  est  perpendiculaire  à  l'extré- 
mité du  rayon  OM  mené  au  point  de  contact.  En  effet  [fig.  420  ), 

Fis-  420. 


prenons  sur  la  courbe  AMB  un  point  M'  voisin  du  point  M 
menons  la  sécante  MM'S  et  joignons  le  centre  0  au  milieu  î 
de  la  corde  MM'.  Le  triangle  MOM'  étant  isocèle,  la  droite  01 
est  perpendiculaire  sur  MM'.  Or,  lorsque  la  sécante  MM'S 
tourne  autour  du  point  M  de  manière  à  devenir  à  la  limite  la 
tangente  MT,  le  point  1  milieu  de  MM'  se  réunit  au  point  M  en 
même  temps  que  le  point  M'.  L'angie  OMT,  position  limite  de 
l'angle  droit  OIS,  est  donc  lui-même  un  angle  droit. 

THÉORÈME. 

773.   Toute  section  plane  de  la  sphère  est  un  cercle. 
En  effet,  les  points  de  la  section  sont,  puisqu'ils  appartien- 
nent a  la  sphère,  situés  à  la  même  distance  du  centre  de  cette 
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sphère;  or  on  sait  (91,  524^)  que  le  lieu  des  points  d'un  plan 
équidislants  d'un  point  fixe  est  une  circonférence  de  cercle. 


Corollaires. 

774.  Si  le  point  fixe  0,  qui  est  ici  le  centre  de  la  sphère 
[fig,  ^i\  ),  est  situé  dans  le  plan  sécant,  ce  point  est  le  centre 
même  delà  section  ACB,  dont  le  rayon  ne  diffère  pas  de  celui 
de  la  sphère. 

Si  le  point  fixe  0  est  extérieur  au  plan  sécant,  le  centre  1 
de  la  section  DEF  est  la  projection  du  centre  0  de  la  sphère 
sur  le  plan  sécant  (524).  Quant  au  rayon  lE  —  r  de  la  section, 
c'est  le  côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  OIE  dont 
l'hypoténuse  OE  est  le  rayon  R  de  la  sphère  et  dont  l'autre 
côté  de  l'angle  droit  01  est  la  distance  d  du  centre  de  la  sphère 
au  plan  sécant.  Ce  rayon  r  résulte  donc  de  la  formule 

^2   _   R2   _    ^17^ 

On  est  ainsi  conduit  à  diviser  les  sections  planes  de  la  sphère 
en  deux  classes  :  les  grands  cercles,  dont  les  plans  passent 
par  le  centre  de  la  sphère  et  qui  sont  tous  égaux  entre  eux, 
puisqu'ils  ont  tous  pour  rayon  le  rayon  de  la  sphère;  et  les 
petits  cercles,  dont  les  plans  ne  contiennent  pas  le  centre  de 
la  sphère,  et  dont  les  rayons,  inférieurs  à  celui  de  la  sphère, 
décroissent  à  mesure  que  leurs  plans  s'éloignent  du  centre  de 
la  sphère. 

Deux  petits  cercles  également  éloignés  du  centre  de  la 
sphère  sont  égaux,  et,  de  deux  petits  cercles  inégalement 
éloignés  du  centre  de  la  sphère,  le  plus  grand  est  celui  qui  est 
le  plus  voisin  de  ce  centre. 

Ajoutons  qu'il  faut  trois  points  de  la  surface  sphérique  pour 
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déterminer  un  petit  cercle  (116,  492),  tandis  que  deux  points 
suffisent  pour  déterminer  un  grand  cercle,  attendu  que  le 
centre  est  connu;  toutefois,  dans  ce  dernier  cas,  les  deux 
points  donnés  ne  doivent  pas  être  en  ligne  droite  avec  le 
centre  de  la  sphère,  sans  quoi  le  plan  du  grand  cercle,  assu- 
jetti seulement  à  passer  par  un  diamètre,  pourrait  occuper 
une  infinité  de  positions  (4-92). 


775.  Tout  grand  cercle  divisa  la  surface  sphérique  et  la 
sphère  en  deux  parties  égales.  Car  si,  après  avoir  séparé  les 
deux  parties,  on  les  applique  sur  la  base  commune  en  tour- 
nant leur  convexité  dans  le  même  sens,  les  deux  surfaces 
coïncideront,  sans  quoi  tous  les  points  de  la  surface  sphérique 
ne  seraient  pas  à  la  même  distance  du  centre. 

776.  Deux  grande  cercles  APBP',  ABC  [fig*  4^^)  ^^  divisent 
mutuellement  en  deux  parties  égales  ;  car  le  centre  0  de  la 
sphère,  appartenant  à  la  fois  aux  plans  de  ces  deux  cercles, 
est  situé  sur  leur  intersection  commune,  qui  est  alors  un 
diamètre. 

777.  Une  droite  ne  peut  couper  la  surface  sphérique  en 
plus  de  deux  points.  Car  cette  droite  ne  peut  avoir  plus  de 
deux  points  communs  avec  la  circonférence  de  grand  cercle, 
située  dans  le  plan  déterminé  par  cette  droite  et  le  centre  de 
la  sphère. 

778.  La  sphère  est  de  réi^olution  autour  d'un  diamètre  quel- 
conque AB.  Car  la  circonférence  ACB  déterminée  par  un  plan 
quelconque  passant  par  AB,  ayant  même  centre  0  et  même 
rayon  OA  que  la  sphère,  engendrera  évidemment  cette  sur- 
face en  tournant  autour  de  AB  {/ig,  422). 
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779.  On  nomme  pôles  d'un  cercle  de  la  sphère  les  extré- 
mités du  diamètre  de  la  sphère  qui  est  perpendiculaire  au 
plan  du  cercle. 

Deux  cercles  DFE,  ACB  [fg*  4^'^)^  ^on\  les  plans  sont  pa-> 
rallèles,  ont  les  mêmes  pôles  P  et  P'. 

Le  centre  I  d'un  cercle  quelconque  DE,  ses  pôles  P  et  V\ 
et  le  centre  0  de  la  sphère  sont  sur  une  même  perpendicu- 
laire au  plan  de  ce  cercle. 

Tout  grand  cercle  PFCP'  passant  par  les  pôles  P  et  P'  d'un 
cercle  DFE  a  son  plan  perpendiculaire  au  plan  de  ce  cercle, 
puisqu'il  contient  la  droite  PP'  qui  est  perpendiculaire  à  ce 
dernier  plan. 

THÉORÈME. 

780.  Tous  les  points  de  la  circonférence  d'un  cercle  DFE  de 
la  sphère  sont  à  égale  distance  de  chacun  des  pôles  P  et  P'  de 
ce  cercle, 

Fig.  423. 
P 


En  effet,  la  droite  PI,  qui  joint  le  pôle  P  au  centre  I  du 
cercle  DFE,  étant  perpendiculaire  au  plan  DFE,  les  droites 
PD,  PF,  PE,  ...  sont  des  obliques  qui  s'écartent  également  du 
pied  I  de  la  perpendiculaire  et  qui,  par  suite,  sont  égales. 

On  voit  encore  que  les  arcs  de  grand  cercle  PD,  PF,  PE,  ..., 
sont  égaux  comme  sous-tendus  par  des  cordes  égales. 

Enfin,  dans  le  cas  où  le  cercle  considéré  DFE  devient  un 
grand  cercle  ACB,  la  même  propriété  subsiste:  mais  les  angles 
droits  POA,  POC,  POB,  ...  ayant  leurs  sommets  au  centre  des 
grands  cercles  PAP',  PCF,  PBP',  ...,  les  arcs  PA,  PC,  PB,  ... 
sont  tous  égaux  au  quart  d'une  circonférence  de  grand  cercle. 

SCOLIE. 

781,  Des  deux  pôles  P  et  P'  d'un  petit  cercle  DFE,  nous  ne 
considérerons  désormais,  à  moins  d'avertissement  contraire, 
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que  le  pôle  P  qui  est  le  plus  rapproché  du  plan  de  ce  cercle. 
Nous  donnerons  à  la  dislance  reclillgne  PD,  qui  sépare  le 
pôle  P  d'un  point  quelconque  D  du  cercle  DFE,  le  nom  de 
distance  polaire  de  ce  cercle,  et  à  la  longueur  de  l'arc  de  grand 
cercle  PD,  qui  va  du  pôle  à  un  point  quelconque  D  du  cercle 
DFE,  le  nom  de  rayon  spliériqiie  de  ce  cercle. 

Le  rayon  sphérique  d'un  grand  cercle  est  égal  au  quart  de 
la  circonférence  de  ce  cercle  ou  à  un  quadrant,  et  sa  distance 
polaire  est  égale  à  la  corde  de  cet  arc,  c'est-à-dire  au  côté^du 
carré  inscrit  dans  un  grand  cercle. 

782.  Le  théorème  précédent  permet  de  tracer  des  circonfé- 
rences sur  une  sphère  solide  comme  on  les  trace  sur  un  plan. 
On  emploie  à  cet  effet  un  compas  à  branches  courbes,  afin  de 
ne  pas  être  gêné  par  la  convexité  de  la  sphère.  On  donne  au 
compas  une  ouverture  (distance  des  deux  pointes)  égale  à  la 
distance  polaire  voulue,  et  l'on  place  la  peinte  sèche  au  point 
choisi  pour  pôle;  l'autre  pointe  décrit  alors  le  cercle  de- 
mandé. 

Pour  décrire  un  grand  cercle,  il  laul  avoir  sa  distance  po- 
laire, c  esl-à-dire  la  corde  d'un  arc  égal  au  quart  d'un  grand 
cercle;  ce  qui  exige  la  connaissance  du  rpyon  de  la  sphère. 

PROBLÈME. 
783.   Trouver  le  rayon  d'une  sphère  solide  [Jig,  424). 
D'un  point  P  de  la  surface  sphérique  comme  pôle,  avoc  une 


ouverture  de  compas  arbitraire,  on  décrit  un  cercle  ABC.  On 
relève  avec  le  compas  les  trois  distances  reclilignes  AB,  DC, 

R.  et  DE  c.  —  7>.  de  Géom.  (If  Partie).  1 1 
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CA,  et  l'on  construit  sur  le  papier  un  triangle  abc  avant  pour 
côtés  ces  trois  longueurs.  On  détermine  le  centre  /  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  abcy  et  la  droite  ai  est  égale  au  rayon  AI 
du  cercle  ABC.  Par  suite,  si  du  pointa  comme  centre,  avec  une 
ouverture  de  compas  égale  à  celle  qui  a  servi  à  décrire  le  cercle 
ABC  sur  la  sphère,  on  décrit  un  petit  arc  de  cercle  jusqu'à  la 
rencontre  p  de  la  perpendiculaire  pip'  élevée  en  /  sur  ai^  on 
forme  un  triangle  api  égal  à  API,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  éle- 
ver la  perpendiculaire  ap'  sur  ap  pour  avoir  en  pp'  le  dia- 
mètre PP'  de  la  sphère. 

Pour  obtenir  des  résultats  précis  lorsqu'on  n'a  à  sa  disposi- 
tion qu'une  portion  de  sphère,  il  faut  :  choisir  le  point  P  à  peu 
près  au  milieu  de  la  portion  de  surface  dont  on  dispose, 
prendre  une  distance  polaire  PA  aussi  grande  que  possible,  et, 
enfin,  dans  tous  les  cas,  choisir  les  points  A,  B,  C,  sur  le  cercle 
ABC,  de  telle  sorte  que  le  triangle  ABC  soit  à  peu  près  équi- 
laléral. 

SCOLIE. 

784-.  On  emploie  souvent,  pour  déterminer  le  rayon  d'une 
sphère  solide,  un  instrument  spécial,  qui  est  décrit  dans  les 
Traités  de  P/ifsique  et  qu'on  nomme  spliéromètre.  Cet  instru- 
ment fait  connaître  le  rayon  AI  =:  r  du  cercle  ABC,  et  la  flèche 
PIrz:  A.  La  construction  graphique  plane  reste  la  même;  seu- 
lement, au  lieu  de  déterminer  le  point/?  à  l'aide  d'un  arc  de 
cercle  décrit  du  point  a,  on  prend  ip  =.  h.  Mais,  dans  ce  cas, 
on  préfère  le  calcul  à  la  construction  graphique;  R  étant  le 
rayon  inconnu  de  la  sphère,  le  triangle  rectangle  PAP'  donne 

AI~IP.IF     ou     r'=:li   iK~-li], 
d'où  l'on  déduit 

THÉORÈME. 

785.  Tout  plan  ACB  perpendiculaire  à  l'extrémité  d'un  rayon 
OC  est  tangent  à  la  sphère  et,  réciproquement,  tout  plan  ACB 
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tangent  à  la  sphère  est  perpendiculaire  à  V extrémité  du  rayon 
OC  mené  au  point  de  contact  C  [fig»  4^^)« 

Fig.  425. 


On  dit  qu'un  plan  ACB  est  tangent  à  la  sphère  lorsqu'il  n'a 
avec  cette  surface  qu'un  point  commun  C,  qu'on  nommQ  point 
de  contact. 

Cela  posé,  soit  ACB  un  plan  perpendiculaire  à  l'extrémité 
d'un  rayon  OC.  D  étant  un  point  quelconque  de  ce  plan,  autre 
que  C,  OD  est  oblique  à  ce  plan,  et  l'on  a  OD>OC,  de 
sorte  que  le  point  D  est  extérieur  à  la  sphère.  Le  plan  ACB, 
n'ayant  d'après  cela  que  le  point  C  commun  avec  la  surface 
sphérique,  est  tangent  à  cette  surface. 

Inversement,  si  ACB  est  un  plan  tangent  à  la  sphère  au 
point  G,  tout  point  D  de  ce  plan,  autre  que  C,  est  extérieur  à 
la  sphère,  et  l'on  a  OD>OC;  donc  OC,  étant  la  plus  courte 
distance  du  centre  0  au  plan  ACB,  est  perpendiculaire  sur  ce 
plan. 

Corollaires. 

786.  Par  un  point  pris  sur  la  surface  sphérique,  on  peut 
toujours  mener  un  plan  tangent  à  cette  surface,  et  Von  ne 
peut  en  mener  quun  (516). 

787.  Le  plan  tangent  à  la  sphère  en  un  point  C  contient  les 
tangentes  en  ce  point  à  toutes  les  courbes  qu'on  peut  tracer 
par  ce  point  sur  la  surface  sphérique  (772,  521). 

788.  Considérons  une  sphère  0  et  un  point  extérieur  S 
[fig.  4^6).  Par  la  droite  OS,  menons  un  plan  quelconque  qui 
déterminera  dans  la  sphère  un  grand  cercle  PAP',  et  menons 
par  S  une  tangente  SA  à  ce  cercle.  Pendant  que  le  demi-cercle 
PAP',  en  tournant  autour  de  l'axe  SO,  engendre  la  sphère,  la 
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langenle  SA  engendre  un  cône  de  révolution  qui  a  en  com- 
mun avec  la  sphère  le  cercle  AB  décrit  par  le  point  A.  De 

Fig.  426. 


plus,  en  tout  point  M  de  ce  cercle,  le  cône  et  la  sphère  ont  le 
même  plan  tangent;  car  la  génératrice  SM  et  la  tangente  MT 
au  cercle  AB,  qui  déterminent  le  plan  tangent  au  cône  (750), 
sont  situées  l'une  et  Tautre  (787)  dans  le  plan  tangent  à  la 
sphère.  On  dit  d'après  cela  que  le  cône  est  circonscrit  à  la 
sphère  et  que  la  sphère  est  inscrite  au  cône  le  long  du  cercle 
commun  AB. 

On  voit  encore  par  là  que,  par  un  point  extérieur  S,  on  peut 
mener  une  infinité  de  plans  tangents  à  une  sphère  0,  et  que 
toutes  les  tangentes  SA,  SM,  SB,.  ..  à  la  sphère,  issues  du 
même  point  S,  sont  égales. 

Si  le  point  S  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  droite  PP',  le  cône 
dégénère  en  un  cflindre  circonscrit,  et  le  lieu  des  points  de 
contact  de  la  sphère  et  de  ce  cylindre  de  révolution  devient 
le  grand  cercle  perpendiculaire  à  la  direction  PP'  des  généra- 
trices du  cylindre. 

THÉORÈME. 

789.  L'intersection  de  deux  sphères  A  ^/  B  est  une  circon^ 
férence  de  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  ligne  des 
centres  AB  des  deux  sphères  et  dont  le  centre  est  sur  cette 
ligne  [fi g.  427). 

Car  celte  intersection  n'est  autre  que  la  circonférence 
engendrée  par  la  rotation  autQur  de  AB  du  point  C  commun 
aux  deux  circonférences  suivant  lesquelles  les  deux  sphères 
sont  coupées  par  un  plan  quelconque  passant  par  AB, 
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SCOLIE. 

790.  Lorsque  deux  sphères  n'ont  qu'un  point  commun,  on 
dit  qu'elles  sont  tangentes  en  ce  point,  qu'on  nomme  point  de 
contact;  le  point  de  contact  est  situé  sur  la  ligne  des  centres, 
et  en  ce  point  les  sphères  ont  le  même  plan  tangent  (120). 

Fig.  427. 


Les  positions  relatives  de  deux  sphères  sont  au  nombre  de 
cinq  (122),  et  les  relations  correspondantes  entre  la  dislance 
des  centres  et  les  rayons  sont  celles  qui  ont  lieu  pour  les 
circonférences  de  grand  cercle  déterminées  dans  les  sphères 
données  par  un  plan  quelconque  passant  par  la  droite  des 
centres. 

THÉORÈME. 

791.  Par  quatre  points  A,  B,  C,  D,  non  situés  dans  un  même 
plan,  on  peut  faire  passer  une  surface  spliériqucy  mais  une 
seule  [fi g,  4^8). 

Fig.  428. 


il  s'agit  de  prouver  qu'il  existe  un  point,  et  un  seul,  situé  à 
la  même  dislance  des  quatre  points  A,  B,  C,  D. 

Or,  tout  point  équidistantde  A,  B,  C,D  doit  se  trouver  sur 
la  perpendiculaire  FH  élevée  au  plan  ABC  par  le  centre  F  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  puisque  celle  perpendicu- 
laire est  le  lieu  des  points  équidistanls  de  A,  B,  C  (524.);  il 
doit  aussi  appartenir  à  la  perpendiculaireEG  élevée  au  plan  ACD 
par  le  centre  E  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ACD.  Comme 
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deux  droites  FH,  EG  ne  peuvent  avoir  qu'un  point  commun, 
on  voit  d'abord  qu'il  ne  saurait  jamais  exister  qu'un  seul  point 
équidistant  de  A,  B,  C,  D.  En  second  lieu,  un  tel  point  existe 
toujours  si,  conformément  à  l'hypothèse,  les  points  A,B,  C,D 
ne  sont  pas  situés  dans  un  même  plan.  En  effet,  le  plan  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  K  de  AC,  étant  le  lieu  des  points 
équidistants  de  A  et  de  C,  doit  contenir  EG  et  FH;  d'ailleurs, 
les  deux  droites  KF  et  KE,  suivant  lesquelles  il  rencontre  les 
plans  ABC  et  ADC,  se  coupent,  puisque  les  plans  ABC  et  ADC 
sont  distincts;  donc  les  deux  droites  EG  et  FH,  étant  situées 
dans  un  môme  plan  EKF,  et  étant,  dans  ce  plan,  perpendicu- 
laires à  deux  droites  KF  et  KE  qui  se  coupent,  ont  un  point 
commun  0  qui  est  le  centre  de  la  sphère  demandée. 

Corollaires. 
792o  Deux  sphères,  qui  ont  quatre   points  communs  non 
situés  dans  un  même  plan,  coïncident. 

793.  Les  perpendiculaires  élevées  aux  quatre  faces  d'un 
tétraèdre  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  chacune  de  ces 
faces  se  coupent  en  un  même  point. 

§  IV.  -  PROPRIÉTÉS  DES  TRIANGLES  SPHÉRIQUES. 

DÉFINITIONS. 

794c  On  nomme  angle  de  deux  courbes  passant  par  un 
même  point  de  l'espace  l'angle  de  leurs  tangentes  en  ce  point. 
L'angle  de  deux  courbes  tracées  sur  la  sphère  est  donc  égal  à 
l'angle  des  plans  menés  respectivement  par  le  centre  de  la 
sphère  et  par  les  tangentes  à  ces  courbes  au  point  commun; 
car,  ces  tangentes  étant  perpendiculaires  au  rayon  qui  aboutit 
au  point  commun  (772),  leur  angle  mesure  le  dièdre  des 
deux  plans  considérés.  En  particulier,  l'angle  de  deux  arcs 
de  grand  cercle  est  égal  à  V angle  des  plans  de  ces  arcs. 

THÉORÈME. 

795.  L'angle  APB  de  deux  arcs  de  grand  cercle  PAP',  PBP' 
a  pour  mesure,  soit  l'arc  de  grand  cercle  AB  décrit  de  son  som- 
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met  P  comme  pôle  et  compris  entre  ses  côtés,  soit  le  plus 
petit  arc  de  grand  cercle  pp^,  qui  unit  les  pôles  de  ses  côtés 

[fis-  429)- 

En  effet  : 

1°  Les  arcs  PA,  PB  élanl  des  quadrants,  les  angles  POx\, 
POB  sont  droits,  el  l'angle  AOB  est  l'angle  plan  qui  mesure 
l'angle  dièdre  formé  par  les  plans  des  deux  grands  cercles. 
Mais  (794)  cet  angle  dièdre  est  égal  à  l'angle  APB  des  deux 
nrcs  de  grands  cercles,  el  l'angle  au  centre  AOB  a  pour  mesure 
l'arc  AB;  donc  l'arc  AB  est  aussi  la  mesure  de  l'angle  APB. 

1^  Prenons  sur  la  circonférence  ABC,  à  partir  des  points  A 
elB,  dans  le  même  sens,  deux  arcs  kp  et  B/;,,  égaux  à  un 
quadrant;  Varc  ppi  est  évidemment  égal  à  l'arc  AB,  et,  pour 
justifier  le  second  énoncé  du  théorème,  il  suffit  de  prouver 
que  p  et  /?,  sont  les  pôles  des  cercles  PAP',  PBP'.  Or,  la  droite 
0/;,  perpendiculaire  à  OA,  puisque  l'arc  Ap  est  un  quadrant^ 


et  perpendiculaire  à  OP,  puisqu'elle  est  dans  le  plan  ABC,  est 
perpendiculaire  au  plan  du  grand  cercle  PAP'  ;  p  est  donc  le 
pôle  de  ce  grand  cercle.  De  même,  p^  est  le  pôle  du  grand 
cercle  PBP\ 

Nous  avons  dit  que  nous  portions  les  arcs  Ap  et  B/?,  dans  le 
même  sens,  à  partir  de  leurs  origines  respectives  A  et  B;  si 
on  les  portait  l'un  dans  un  sens  et  l'autre  en  sens  contraire, 
l'arc  ppi  serait  le  supplément  de  l'angle  des  deux  grands 
cercles.  Il  y  a  donc  une  précaution  à  prendre  dans  l'applica- 
tion du  second  énoncé.  Il  faut  considérer,  pour  l'un  des  grands 
cercles  PAP',  le  pôle  p  qui  est  du  même  côté  que  le  demi- 
cercle  PBP'  et,  pour  l'autre  grand  cercle  PBP',  le  pôle  pt  qui 
n'est  pas  du  même  côté  que  le  demi-cercle  PAP'. 
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Corollaires. 
T9G.  Le  lieu  géométrique  des  pôles  des  grands  cercles  incli- 
nés d'un  angle  donné  sur  un  grand  cercle  donné  se  compose 
de  deux  cercles  dont  les  pôles  se  confondent  avec  ceux  du 
grand  cercle  donné.  Le  rayon  sphérique  de  ces  cercles  est 
égal  à  Tare  de  grand  cercle  qui  mesure  l'angle  donné. 

797.  Pour  que  deux  grands  cercles  se  coupent  à  angle 
droit,  il  faut  et  il  suffit  que  chacun  d'eux  renferme  le  pôle  de 
l'autre. 

798.  Deux  grands  cercles  APC,  BPD  [fig.  429)  forment  en 
se  coupant  au  point  P  quatre  angles  APB,  BPC,  CPD,  DPA  ;  ies 
angles  adjacents  APB,  BPC  sont  supplémentaires,  les  angles 
opposés  par  le  sommet  APB,  CPD  sont  égaux. 

DÉFIN1T10^S» 

799.  On  appelle  polygone  sphérique  la  portion  de  surface 
sphérique  ABCDE  comprise  entre  plusieurs  arcs  de  grand 
cercle.  Ces  arcs  AB,  BC,  CD,  DE,  EA  sont  les  côtés  du  poly- 
gone; les  angles  ABC,  BCD,...  qu'ils  forment,  et  les  som- 
mets B,  C, .  . .  de  ces  angles  sont  les  angles  et  les  sommets  du 
polygone  [fig.  43o). 

Fig.  430. 


Un  polygone  sphérique  est  dit  cojwexe  lorsque  chaque 
côté  prolongé  laisse  tout  le  polygone  dans  le  même  hémi- 
sphère. 

Chaque  côté  d'un  polygone  sphérique  convexe  est  moindre 
qu'une  demi-circonférence  de  grand  cercle.  Car,  si  le  côté  AB, 
par  exemple,  était  plus  grand  qu'une  demi-circonférence,  on 
pourrait  prendre  sur  AB,  entre  A  et  B,  un  point  I  tel,  que  AI 
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fût  égal  à  une  demi-circonCérence;  dès  lors,  le  grand  cercle 
auquel  appartient  le  côté  AE  passerait  parle  point  I  (776),  et 
le  polygone  ne  serait  pas  tout  entier  dans  l'un  des  deux  hémi- 
sphères déterminés  par  ce  grand  cercle  AE. 

Un  polygone  sphérique  convexe  ne  peut  être  rencontré  en 
plus  de  deux  points  par  un  arc  de  grand  cercle  (26). 

800.  Le  polygone  .sphérique  le  plus  simple  est  le  triangle 
sphérique;  c'est  la  portion  ABC  de  la  surface  de  la  sphère  com- 
prise entre  trois  arcs  de  grand  cercle  AB,  BC,  CA,  qui  sont 
chacun  moindres  quune  demi-circonférence.  D'après  cela,  un 
triangle  sphérique  est  toujours  convexe  [fig.  43i). 


On  pourrait  admettre  des  côtés  qui  surpasseraient  la  demi- 
circonférence,  et  appeler  encore  triangle  sphérique  la  figure 
formée  par  des  arcs  tels  que  AB,  AC,  BDC,  dont  le  dernier  est 
supérieur  à  une  demi-circonférence.  Mais  d'abord  cela  serait 
incommode,  parce  que  ces  nouvelles  figures  présenteraient 
des  angles,  tels  que  A,  qui  surpasse  deux  angles  droits  ;  et  en- 
suite cela  est  inutile,  car  la  connaissance  des  éléments  du 
triangle  sphérique  proprement  dit  ABC  entraîne  celle  de  tous 
les  éléments  de  la  figure  formée  par  les  arcs  AB,  AC,  BDC. 

Un  triangle  sphérique  est  isocèle,  équilatéral,  rectangle, 
dans  les  mêmes  circonstances  qu'un  triangle  rectiligne. 

801.  Enjoignant  les  sommets  d'un  triangle  sphérique  ABC 
{Jig.  432)  au  centre  0  de  la  sphère,  on  forme  un  angle  trièdre 
OABC,  dont  les  faces  AOB,  BOC,...  ont  la  même  mesure  (127) 
que  les  côtés  correspondants  AB,  BC,  .  . .  du  triangle  sphé- 
rique, et  dont  les  angles  dièdres  OA,  OB,  ...  ont  la  même 
mesure  (794)  que  les  angles  A,  B,. . .  de  ce  triangle.  La  même 
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remarque  s'étend  à  un  polygone  sphérique  ABCD  [fig'  4^^)  ^^ 
à  l'angle  polyèdre  correspondant  OABCD. 

D'après  cela,  à  chaque  propriété  des  angles  irièdres  ou  po- 
lyèdres répond  une  propriété  analogue  des  triangles  ou  poly- 
gones spliériques;  et,  pour  énoncer  cette  propriété,  il  suffit  de 
remplacer  respectivement  les  mo\s  face  et  angle  dièdre  par 
les  mots  côté  et  angle, 

Fig.  432.  l\z-  /i33. 

A.. ^B 


C'est  même  cette  marche  que  l'on  suit  pour  établir  les  pre- 
mières propriétés  des  figures  sphériques.  Mais  plus  tard,  et 
pour  des  propriétés  moins  simples,  il  est  ordinairement  pré- 
férable de  faire  l'inverse,  c'est-à-dire  d'établir  directement  les 
propriétés  des  figures  sphériques  pour  en  déduire  les  pro- 
priétés des  angles  polyèdres  correspondants.  On  raisonne 
en  effet  sur  une  surface,  et  en  particulier  sur  la  sphère,  pres- 
que aussi  aisément  que  sur  un  plan,  tandis  qu'il  faut  un  cer- 
tain effort  pour  se  représenter  une  figure  de  l'espace  un  peu 
compliquée.  L'étude  de  l'Astronomie  ne  laisse  à  cet  égard 
aucun  doute,  et  la  conception  de  la  sphère  céleste  est  un  des 
plus  heureux  artifices  géométriques  qu'on  ait  imaginés. 

802.  Si  l'on  prolonge  les  arêtes  de  l'angle  polyèdre  OABCD 
[jig,  433)  au  delà  du  sommet  0,  on  forme  un  angle  polyèdre 
symétrique  OA'B'C'D',  qui  détermine  sur  la  surface  de  la 
sphère  un  polygone  A'B'C'D'.  Les  deux  polygones  ABCD, 
A'B'C'D',  dont  les  sommets  sont  ainsi  diamétralement  opposés 
deux  à  deux,  sont  appelés  polygones  sphériques  symétriques. 
Les  considérations  développées  au  n°  566  conduisent  aux  pro- 
priétés suivantes  ; 

1°  Deux  polygones  symétriques  ont  leurs  angles  et  leurs 
côtés  égaux  deux  à  deux  ;  2"  ces  polygones  ne  sont  pas  en  gé- 


I-IVRE    Vil.    —     LES   CORPS   ROKDS.  I7I 

néral  siiperposables,  attendu  que  les  parties  respectivement 
égales  sont  disposées  dans  un  ordre  inverse;  3°  pour  qu'un 
trianglespliériquesoitsuperposableàsonsymétrique[fig4Zi), 
Il  faut  et  II  suffit  qu'il  ait  deux  angles  égaux,  et  dans  un  tel 
triangle  les  côtés  opposés  aux  angles  égaux  sont  égaux;  en 
d  autres  termes,  ce  triangle  est  isocèle. 

THÉORÈME. 

803.  Dans  tout  polygone  spliérique,  un  côté  quelconque  est 
moindre  que  la  somme  de  tous  les  autres. 

En  effet,  soit  ABCD  le  polj-gone  proposé  [fig.  433).  Dans 
I  angle  polyèdre  correspondant  OABCD,  on  a  (567) 

AOB  <  BOG  +  COD  +  DOA. 
Donc  (127) 

arc AB  <arcBC  H-  arcCD  -j-  arcDA. 

SCOLIES. 

804.  Dans  tout  triangle  spliérique  ABC  [fig.  ^i^],  à  un  plus 
grand  angle  est  opposé  un  plus  grand  côté. 

Fie-  434.  Fig.  435. 


Cela  résulte  de  la  propriété  analogue  de  l'angle  trièdre  (368). 
On  peut  aussi  le  démontrer  comme  il  suit.  Soit  l'angle  ABC 
plus  grand  que  l'angle  C;  on  pourra  mener  dans  l'angle  ABC 
un  arc  de  grand  cercle  BD  qui  fasse  avec  BC  un  angle  DEC 
égal  à  l'angle  C.  Le  triangle  BDC  ayant  deux  angles  égaux 
DBC,  DCB  sera  isoscèle  (802),  et  l'on  auraBD=:DC.  Or  le 
triangle  ABD  donne  (803) 

AB  <  AD  -i-  BD 

et,  en  remplaçant  le  côté  BD  par  son  égal  DC, 

AB<AD-+-DC    ou     AB<AC. 
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En  rapprochant  ce  ihéorènae  de  celui  qui  a  été  démontré  au 
n°  802  (3«),  on  voit  que  :  réciproquement,  si  un  triangle 
spliérique  est  isocèle,  les  angles  opposés  aux  côtés  égaux 
sont  égaux,  et  si  un  triangle  sphérique  a  deux  côtés  inégaux  y 
au  plus  grand  côté  est  opposé  le  plus  grand  angle, 

805.  De  ce  qu'un  triangle  sphérique  isocèle  est  superpo- 
sable  à  son  symétrique,  il  résulte  que,  dans  tout  triangle 
sphérique  isocèle,  lare  de  grand  cercle  qui  joint  le  sommet 
au  milieu  de  la  base  est  perpendiculaire  sur  cette  base  et 
divise  Vangle  au  sommet  en  deux  parties  égales, 

806.  Enfin  les  propriétés  du  triangle  rectiligne,  démontrées 
aux  ri°*  40  et  41,  s'appliquent  au  triangle  sphérique  et  s'énon- 
cent de  même  ;  il  suffit  de  remplacer  le  mot  droite  par  les 
mots  arc  de  grand  cercle. 


THÉORÈME. 

807.  Dans  tout  polygone  sphérique  com^exe  ,   la  somme  des 
côtés  est  moindre  qu'une  circonférence. 

Car  la  somme  des  faces  de  l'angle  polyèdre  correspondant 
est  moindre  que  quatre  angles  droits  (570). 

La  démonstration  directe  est  d'ailleurs  facile.  Considérons 
d'abord  un  triangle  sphérique  ABC  [fig.  435),  et  prolongeons 
les  côtés  AB  el  AC  jusqu'à  leur  rencontre  A';  les  deux  arcs 
ABA',ACA'  sont  des  demi-circonférences  de  grand  cercle  (776) 
et,  comme  dans  le  triangle  BCA'  le  côté  BC  est  moindre  que 
BA'  +  CA',  la  somme  AB  +  AC  -f-  BC  des  côtés  du  triangle  ABC 
est  inférieure  à  ABA'  +  ACA',  c'est-à-dire  à  une  circonférence 
de  grand  cercle. 

En  opérant  d'une  manière  analogue  sur  un  polygone,  c'esi- 
à-dire  en  remplaçant  un  côté  par  les  prolongements  des  deux 
qui  lui  sont  adjacents,  on  voit  que,  si  la  proposition  est  vraie 
pour  un  polygone  convexe,  elle  subsiste  pour  le  polygone 
convexe  qui  a  un  côté  de  plus  ;  donc  elle  est  générale. 
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THÉORÈME. 

808.  Si  un  triangle  sphérique  A'B'C  est  le  triangle  polaire 
d'un  triangle  sphérique  donné  ABC,  réciproquement  ABC  sera 
le  triangle  polaire  de  A'B'C, 

Pour  bien  comprendre  la  définition  du  triangle  polaire  et 
l'objet  du  présent  théorème,  il  convient  de  faire  une  re- 
marque. 

Soient  EÏF  un  grand  cercle  {fig*  4^6),  P  l'un  de  ces  pôles, 
et  M  un  point  quelconque  de  la  sphère.  Si  P  et  M  sont  d'un 
même  côté  du  grand  cercle  EF,  le  plus  petit  arc  de  grand 
cercle  qui  va  de  P  en  M  est  moindre  qu'un  quadrant  PI.  Si  P 
ei  M  sont  de  part  et  d'autre  du  grand  cercle  EF,  le  plus  petit 
arc  de  grand  cercle  allant  de  P  en  M  est  supérieure  un  qua- 
drant. 

Fig.  436.  Fig.  437. 

c 


Gela  posé,  on  nomme  triangle  polaire  d'un  triangle  sphé- 
rique ABC  un  nouveau  triangle  A'B'C  [fig,  lifl^)  dont  les  som- 
mets sont  définis  de  la  manière  suivante  :  A'  est  celui  des 
deux  pôles  du  grand  cercle  BG  qui  est,  par  rapport  à  ce  grand 
cercle,  du  même  côté  que  le  sommet  opposé  A;  de  mêmeB' 
est  le  pôle  de  AC  qui  est  situé  par  rapport  à  AC  du  même 
côté  que  B,  et  C  est  le  pôle  de  AB  qui  est  placé  par  rapport 
à  AB  du  même  côté  que  C. 

Il  s'agit  de  démontrer  que,  réciproquement,  le  triangle  ABC 
est  le  triangle  polaire  de  A'B'C  A  cet  effet,  considérons  l'un 
quelconque  de  ses  sommets,  C  par  exemple;  A'  étant  le  pôle 
de  BC,  l'arc  de  grand  cercle  qui  joindrait  C  et  A'  est  un  qua- 
drant; de  même  l'arc  de  grand  cercle  CB'  est  un  quadrant, 
puisque  B'  est  le  pôle  de  AC.  Donc,  le  point  C  (780)  est  le 
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pôledeA'B'.  De  plus,  puisque  C/  est  le  pôle  de  AB  qui  se 
trouve  par  rapport  à  AB  du  même  côté  que  C,  le  plus  petit  arc 
du  grand  cercle  allant  de  C  en  C  est  moindre  qu'un  quadrant  ; 
par  suite,  C  est  le  pôle  de  A'B'  qui  se  trouve  par  rapport  à 
A'B'  du  même  côté  que  C. 

SCOLIE. 

809.  D'après  cela,  le  triangle  polaire  A'B'C  d'un  triangle 
donné  ABC  peut  être  considéré  comme  obtenu  en  décrivant 
des  sommets  A,  B,  C,  pris  successivement  pour  pôles,  trois 
circonférences  de  grand  cercle.  Ces  trois  circonférences  di- 
visent la  surface  de  la  sphère  [fig.  437)  en  huit  triangles,  dont 
l'un  A'B'C  est  le  triangle  polaire  de  ABC,  C'est  celui  qui  est 
tel,  que  les  sommets  A  et  A'  soient  d'un  même  côté  par  rap- 
port à  BC,  les  sommets  B  et  B'  d'un  même  côté  par  rapport  à 
AC,  et  les  sommets  C  et  C  d'un  même  côté  par  rapport  à  AB. 

Les  deux  trièdres  OABC,  OA'B'C,  qui  répondent  à  deux 
triangles  polaires  ABC,  A'B'C,  sont  supplémentaires  (572). 
En  effet,  d'après  la  construction  du  point  C,  on  voit  que  l'a- 
rête OC,  par  exemple,  est  perpendiculaire  (779)  au  plan  AOB 
et  située  par  rapport  à  ce  plan  du  même  côté  que  OC  :  on  rai- 
sonnerait de  même  pour  les  autres  arêtes  OB'  et  OA^  Chaque 
angle  de  l'un  des  triangles  ABC,  A'B'C,  doit  donc  (573)  être 
le  supplément  du  côté  opposé  de  l'autre  triangle.  Mais  cette 
propriété,  en  vertu  de  laquelle  deux  triangles  polaires  sont 
aussi  appelés  triangles  supplémentaires,  mérite  d'être  démon- 
trée directement;  c'est  là  l'objet  du  théorème  qui  suit. 

THÉORÈME. 

810.  Si  ABC,  A'B'C  sont  deux  triangles  polaires,  chaque 
angle  de  l'un  de  ces  triangles  a  pour  mesure  une  demi-circon- 
férence  de  grand  cercle^  moins  le  côté  opposé  dans  l'autre 
triangle  [fig.  4^8). 

En  effet,  considérons,  par  exemple,  Tangle  A  et  prolon- 
geons, s'il  le  faut,  les  côtés  AB  et  AC  jusqu'à  la  rencontre  de 
l'arc  B'C;  puisque  A  est  le  pôle  de  B'C,  l'angle  A  a  pour  me- 
sure l'arc  DE  (795);  mais  on  a  évidemment 

DEr::rB'E  +  DC'  —  B'C. 
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D'ailleurs  B'E  et  DC  sont  des  quadranls,  puisque  B'  est  le 
pôle  de  AG  et  G  le  pôle  de  AB;  on  a  donc 

DE  =  1  cire,  de  grand  cercle — WC\ 

On  procéderait  de  la  même  manière  pour  les  angles  B  etC. 


Les  triangles  ABC  et  A'B'C  résultant  Tun  de  Tautre  par  la 
même  construction  (808),  la  propriété  que  nous  venons  de 
démontrer  pour  les  angles  A,  B,  C  du  premier  triangle  con- 
vient aux  angles  A',  B',  C  du  second.  On  prouverait  d'ailleurs 
directement  que  l'angle  A',  par  exemple,  a  pour  mesure  le 
supplément  de  BC,  en  prolongeant  BG  jusqu'à  la  rencontre  de 
A'B'  et  de  A'C. 

SCOLÎE. 

8H.  Les  propriétés  des  triangles  polaires  s'étendent  aux  polygones  et 
aux  courbes  sphériques. 

Soit  (y%".  439)  un  polygone  sphérique  convexe  ABCDE;  prenons,  des 
deux  pôles  de  l'arc  de  grand  cercle  EA,  celui  A'  qui,  par  rapport  à  EA, 
est  dans  le  même  hémisphère  que  le  polygone  ABCDE;  prenons  d'une 
manière  analogue  les  pôles  B',  G',  D',  E'  des  côtés  AB,  BC,  CD,  DE.  Le 
polygone  A'B'C'D'E'  sera  le  polygone  polaire  du  proposé,  et  l'on  démon- 
trera, comme  aux  n^**  808  et  810  :  i^  que,  si  un  polygone  sphérique 
A'B'C'D'E'  est  le  polygone  polaire  d'un  polygone  donné  ABCDE,  récipro- 
quement ABCDE  est  le  polygone  polaire  de  A'B'C'D'E'  ;  2°  que,  dans  deux 
polygones  polaires,  tout  angle  de  l'un  est  le  supplément  du  coté  de  l'autre 
dont  le  sommet  de  l'angle  considéré  est  le  pôle. 

812.  On  appelle  arc  de  grand  cercle  tangent  en  un  point  M  d'une 
courbe  sphérique  AMN   [fig,  440)  la  limite  des  positions  que  prend  le 
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grand  cercle  mené  par  le  point  M  et  un  point  voisin  N,  lorsque  ce  second 
point  N  de  la  courbe  tend  vers  le  premier.  Une  courbe  sphérique  estco/?- 
vejoe  si  le  grand  cercle  tangent  en  l'un  quelconque  de  ses  points  laisse  la 
courbe  tout  entière  dans  un  seul  hémisphère  (799).  Une  courbe  sphé- 
rique convexe  ne  saurait  elre  rencontrée  par  un  grand  cercle  en  plus  de 
deux  points;  et,  des  deux  arcs  de  grand  cercle  qui  joignent  deux  points 
quelconques  de  la  courbe,  le  plus  petit,  c'est-à-dire  celui  qui  est  moindre 
qu'une  demi-circonférence,  est  à  Yintérieur  de  la  courbe. 

Gela  posé,  soit  A' M'  [fg.  44o)  une  courbe  sphérique  convexe;  en  un 
point  quelconque  M'  de  cette  courbe,  menons  le  grand  cercle  tangent  et 
prenons  le  pôle  M  de  ce  cercle  qui  est  dans  le  même  hémisphère  que  la 
courbe  A'M';  le  lieu  des  points  M  est  la  courbe  polaire  AM  de  A'M'.  In- 
versement, la  courbe  A'M'  est  la  courbe  polaire  de  AM;  en  d'autres 
termes,  le  point  M'  est  le  pôle  de  l'arc  de  grand  cercle  tangent  en  M  à  la 
courbe  AM;  car  si  N  est  le  pôle  de  l'arc  de  grand  cercle  N'T'  ti'ngent  à 
la  courbe  A'M'  en  un  point  N'  voisin  de  M',  le  point  T'  sera  le  pôle  (780) 
de  l'arc  sécant  MN,  et,  quand  ce  dernier  arc  deviendra  tangent  en  M, 
le  point  T'  se  confondra  avec  M'.  Ainsi  les  points  M  et  M'  des  deux  courbes 
se  correspondent  deux  à  deux,  de  telle  sorte  que  le  point  M  soit  le  pôle 
de  l'arc  de  grand  cercle  tangent  en  M'  et  que  le  point  M'  soit  le  pôle  de 
l'arc  de  grand  cercle  tangent  en  M. 

Deux  figures  sphériques  polaires  sont  des  figures  corrélatives  :  à  tout 
point  de  l'une  répond  un  arc  de  grand  cercle  dans  l'autre,  de  telle  sorte 
que,  si  trois  points  de  la  première  sont  sur  un  même  grand  cercle,  les 
trois  arcs  de  grand  cercle  correspondants  de  la  seconde  passent  par  un 
même  point,  pôle  de  ce  grand  cercle.  Tout  théorème  en  engendre  immé- 
diatement un  autre;  et  c'est  même  cette  corrélation  des  figures  sphériques 
qui  a  suggéré  l'idée  du  principe  général  de  clualUé. 

Corollaires. 

813.  Dans  tout  triangle  sphérique  :  i^  /a  somme  des  angles 
est  comprise  entre  deux  et  six  angles  droits;  2°  le  plus  petit 
angle  augmenté  de  deux  droits  surpasse  la  somme  des  deux 
autres  angles. 

La  démonsiraiion  est  la  même  que  pour  les  angles  trièdres 
(575),  el  les  propriétés  énoncées  peuvent  être  elles-mêmes 
considérées  comme  une  conséquence  des  propriétés  corres- 
pondantes des  trièdres. 

Il  résulte  de  là  qu'un  triangle  sphérique  peut  avoir  un, 
deux  ou  trois  angles  droits.  Quand  le  triangle  est  birectangle, 
le  sommet  de  l'angle  qui  n'est  pas  droit  est  le  pôle  du  côté 
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opposé,  et  les  côtés  qui  comprennent  cet  angle  sont  des  qua- 
drants. Dans  le  triangle  sphérique  trirectangle,  tous  les  côtés 
sont  des  quadrants;  le  triangle  trirectangle  est  le  liuitième  de 
la  sphère  sur  laquelle  il  est  tracé  :  on  le  voit  immédiatement 
en  prolongeant  les  arcs  de  grand  cercle  qui  forment  les  côtés 
du  triangle. 

THÉORÈME. 

814^.  Deux  triangles  spliériques  tracés  sur  la  même  sphère 
ou  sur  des  sphères  égales  sont  égaux  dans  toutes  leurs  parties  : 
1"  lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux 
chacun  à  chacun;  i^  lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  compris 
entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun;  3°  lorsqu'ils  ont  les 
côtés  égaux  chacun  à  chacun;  4°  lorsqu'ils  ont  les  angles  égaux 
chacun  à  chacun,  —  Dans  tous  les  cas,  ils  sont  égaux  ou  sy- 
métriques, suivant  que  la  disposition  des  éléments  donnés  est 
la  même  ou  est  ini^erse. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  des  propriétés  analogues 
(577,  578)  des  angles  trièdres.  On  peut  aussi  le  démontrer 
directement. 

Supposons  d'abord  que  la  disposition  des  éléments  soit  la 
même  dans  les  deux  triangles,  on  démontrera  l'égaliié  pour 
les  trois  premiers  cas  en  raisonnant  comme  au  n°  32  de  la 
Géométrie  plane.  Quant  au  quatrième  cas,  il  résulte  du  troi- 
sième par  la  considération  du  triangle  polaire  (810).  Remar- 
quons, en  outre,  que  les  deux  premiers  cas  sont  aussi  corréla- 
tifs l'un  de  l'autre. 

,  Si  la  disposition  des  éléments  donnés  est  inverse,  le  pre- 
mier triangle  et  le  symétrique  du  second  présenteront  la  même 
disposition  :  ils  seront  donc  égaux  en  vertu  des  données;  par 
suite,  les  triangles  proposés  seront  symétriques. 

SCOLIE, 

8î5.  Un  trièdre,  dont  le  sommet  est  placé  au  centre  de  deux 
sphères  concentriques,  détermine  évidemment  sur  ces  sphères 
deux  triangles  sphériques  dont  les  angles  sont  respectivement 
égaux  et  les  côtés  proportionnels  (296).  Deux  triangles  sphé- 
riques de  cette  nature  sont  dits  semblables, 
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THÉORÈME. 

816.  Le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre  sur  la  sur- 
face de  la  sphère  est  l'arc  de  grand  cercle,  moindre  qu'une 
demi-circonférence^  qui  joint  ces  deux  points, 

1°  Il  faut,  avant  tout,  définir  la  longueur  d'un  arc  de  courbe 
gauchcy  c'est-à-dire  dont  tous  les  points  ne  sont  pas  situés 
dans  un  même  plan.  Celte  longueur  se  définit  comme  celle 
d'un  arc  de  courbe  plane.  C'est  la  limite  du  périmètre  d'une 
ligne  brisée  qui  est  inscrite  dans  cet  arc  et  dont  les  côtés 
tendent  vers  zéro. 


Nous  allons  prouver  que  cette  limite  existe  et  qu'elle  est  unique,  c'est-à- 
dire  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  on  fait  tendre  vers  zéro  les 
divers  côtés  de  la  ligne  brisée. 

Soient  [fg.  44 1)  AB  un  arc  de  courbe  gauche,  ab  sa  projection  ortho- 
gonale sur  un  plan  quelconque  P,  M  un  point  quelconque  de  AB  et  m  la 
projection  de  ce  point.  Dans  un  plan  pris  à  volonté,  menons  une  droite 
indéfinie  œ^y^  {fg.  442)  et  prenons  sur  cette  droite,  à  partir  d'un  point  <7,, 
une  longueur  a^n\  égale  à  la  longueur  de  l'arc  am^  puis,  au  point  /;?,, 
élevons  sur  jrj\  la  perpendiculaire  w,M,  égale  à  la  projetante  Mw.  A 
tout  point  M  de  la  courbe  AB  répondra  ainsi  un  point  M,  et,  lorsque  le 
point  M  décrira  l'arc  AB,  le  point  M,  décrira  un  arc  de  courbe  plane  A,Bj, 
dont  nous  désignerons  la  longueur  par  /. 


Fig.  441. 


Fig.  442. 


R. 

N,3>^ 
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A.^ 

_ 

^i    ^,  h. 


Cela  posé,  soient  AMNRB  une  ligne  brisée  quelconque  inscrite  dans 
l'arc  AB  et  amnrh^  A,M,N,RjB,  les  lignes  brisées  correspondantes  in- 
scrites dans  la  projection  ah  et  dans  la  ligne  plane  A,B,.  La  valeur  du 
rapport 

AM  -t-  MN  H-  NR  -4-  RB 
(i)  A,]\J,-H]\l,N,-t-N,R,-hR.B: 
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est  compriso  entre  les  valeurs  de  deux  des  rapports 
AM        _M_N         NR         m 

^^^^'  À>i,'    M.nV    ^.^^'    ^^^V 

Par  suite,  si  Ton  peut  prouver  que  chacun  de  ces  rapports  a  Funité 
pour  limite,  il  en  sera  de  même  du  rapport  (i);  et,  comme  le  dénomina- 
teur de  ce  rapport  a  pour  limite  la  quantité  bien  définie  /,  quelle  que  soit 
la  loi  suivant  laquelle  les  côtés  de  la  ligne  brisée  AMNRB  tendent  vers 
zéro  (291),  son  numérateur  aura  aussi  /  pour  limite,  quelle  que  soit 
cette  loi. 

Prenons  donc  l'un  quelconque  des  rapports  (2),  .r|-^  par  exemple. 

Désignons  par  S  la  diiTérence  N/z  —  Mw,  ou  son  égale  N^/^,  —  M^m^.  Le 
carré  du  rapport  considéré  aura  pour  expression 


La  valeur  de  ce  carré  est  donc  comprise  entre 

mn  \^       .     (?^ 
et    -r-,  ou  I, 

Mais,  /«,  /z,  étant  la  longueur  de  l'arc  de  courbe  plane  dont  mn  est  la  corde, 

îe  rapport -^^ —  a  l'unité  pour  limite  (292)  quand /?zi/zi  tend  vers  zéro. 

iMN 
La  limite  de  rr^  est  donc  égale  à  ic 

2°  La  longueur  d'un  arc  de  courbe  spliérique  est  égale  à  la 
limite  du  périmètre  d'une  ligne  brisée  spliérique  qui  est  in- 
scrite dans  cet  arc  et  dont  les  côtés  tendent  vers  zéro. 

En  effet,  soient  AGB  (/(^\44^)  ^^  arc  de  courbe  quelconque 

Fig.  4-13. 
(1 


tracé  sur  la  sphère,  et  AEFGIB  une  ligne  brisée  spbérique  in- 
scrite dans  cet  arc,  c'est-à-dire  une  ligne  formée  de  portions 
d'arcs  de  grands  cercles,  ayant  ses  extrémités  en  A  et  en  B  et 
ses  sommets  intermédiaires  situés  sur  Tare  de  courbe  AGB. 
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Si  les  arcs  de  grands  cercles,  dont  ia  longueur  de  la  ligne 
brisée  sphérique  esi  la  somme,  tendent  séparément  vers  zéro, 
suivant  une  loi  d'ailleurs  quelconque,  le  rapport  de  chacun 
de  ces  arcs  à  sa  corde  aura  l'unité  pour  limite.  Il  en  sera  donc 
de  même  du  rapport  de  la  longueur  de  la  ligne  brisée  à  la 
somme  des  cordes.  El,  comme  (i^)  la  somme  des  cordes  a 
pour  limite  la  longueur  de  Tare  de  courbe  AGB,  on  voit  que 
la  longueur  de  la  ligne  brisée  sphérique  inscrite  dans  l'arc  de 
courbe  quelconque  AGB  a  aussi  pour  limite  la  longueur  de 
cet  arc. 

3"  11  est  maintenant  irès-facile  de  trouver  le  plus  court 
chemin  entre  deux  points  A  et  B  sur  la  surface  de  la  sphère 

[fig-  443). 

Soient  AMB  l'arc  de  grand  cercle,  moindre  qu'une  demi- 
circonférence,  qui  unit  les  points  A  et  B,  et  AGB  une 
courbe  sphérique  quelconque  tracée  entre  ces  deux  points. 
AEFGIB  étant  une  portion  de  polygone  sphérique  inscrite 
dans  cette  courbe,  on  aura  (803) 

AMB  <  AE  -f-  EF  -h  FG  -f-  Gl  -i-  IB. 

Or,  si  l'on  fait  tendre  vers  zéro  les  côtés  du  polygone  inscrit, 
le  second  membre  a  pour  limite  (2^)  la  longueur  de  l'arc  de 
courbe  AGB.  Donc  l'arc  de  grand  cercle  AMB  est  moindre 
que  toute  autre  courbe  sphérique  allant  de  A  en  B  :  c'est  le 
plus  court  chemin  du  point  A  au  point  B  sur  la  sphère. 

D'après  cela,  on  appelle  distance  sphérique  de  deux  points 
A  et  B  d'une  sphère  la  longueur  de  l'arc  de  grand  cercle 
moindre  qu'une  demi-circonférence  qui  unit  ces  deux  points. 

THÉORÈME. 

817.  Pour  qu'un  grand  cercle  soit  perpendiculaire  à  un  petit  cercle  AMB, 
Il  faut  et  il  suffit  que  le  grand  cercle  passe  par  les  pôles  P  et  P'  du  petit 
cercle  [fig.  4^''^)- 

En  d'autres  termes,  si  l'on  désigne  par  0  le  centre  de  la  sphère  et, 
respectivement,  par  MS  et  par  MT  les  tangentes  au  grand  cercle  et  au 
petit  cercle  au  point  commun  M,  pour  que  l'angle  SMT  soit  droit,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  plans  OMS,  MPP'  coïncident. 

En  effet,  le  plan  MPP'  est  perpendiculaire  à  MT,  puisqu'il  contient  deux 
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droites  OM  et  PP'  qui  sont  à  angle  droit  sur  MT.  Donc,  si  l'angle  SMT  est 
droit,  MS  est  dans  le  planMPP'  qui,  par  suite,  coïncide  avec  le  plan  OMS. 
Inversement,  si  les  plans  OMS,  MPP'  coïncident,  la  droite  MS  contenue 
dans  le  plan  MPP'  est  à  angle  droit  sur  la  perpendiculaire  MT  à  ce  plan. 

Corollaires. 

818.  Par  un  point  0  de  la  spfière,  on  peut  mener  un  grand  cercle  per- 
pendiculaire à  un  cercle  donné k^  et  Von  ne  peut  en  mener  qu'un:  c'est 
le  grand  cercle  OPI'P'I  qui  passe  par  le  point  0  et  par  les  pôles  P  et  P' 
du  cercle  AB  (y%.  444). 

Il  y  aurait  toutefois  indétermination  si  le  point  0  coïncidait  avec  l'un 
des  pôles  P  et  P'. 

En  laissant  de  côté  ce  cas  singulier,  on  voit  que,  du  point  0,  on  peut 
mener  deux  arcs  de  grand  cercle,  01  et  OPI',  normaux  à  un  cercle  donné  AB. 

THÉORÈME. 

819.  Si,  d^un  point  0  d^uiie  sphère,  on  mène,  sur  un  cercle  AB,  le 
plus  petit,  01,  des  deux  arcs  de  grand  cercle  normaux  et  plusieurs  arcs 
de  grand  cercle  obliques  OC,  OD,  OE  (fig,  444)  ^ 


î""  Varc  perpendiculaire  01  est  moindre  que  tout  arc  oblique  OC; 

a**  Deux  arcs  obliques,  OC  et  OE,  dont  les  pieds  C  et  E  sont  équidistants 
du  pied  I  de  Varc  normal,  sont  égaux; 

3^  De  deux  arcs  obliques,  OC  et  OD,  ou  OE  et  OD,  celui  dont  le  pied 
s'écarte  le  plus  du  pied  I  de  Varc  normal  est  le  plus  long. 

En  effet,  le  cercle  AB  divise  la  sphère  en  deux  calottes  dont  l'une  con- 
tient le  point  0;  soit  P  le  pôle  de  AB  qui  est  situé  dans  cette  calotte: 
menons  les  arcs  de  grand  cercle  PC,  PD,  et  désignons  par  K  l'intersection 
des  arcs  OD  et  PC. 

I*  Dans  le  triangle  sphérique  POC,  on  a 

PC  -  PO  <  OC, 
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cost-à-dirQ 

PÏ-PO    ou    OKOC. 

i""  Les  points  C  et  E  étant  symétriques  par  rapport  au  plan  du  grand 
cercle  PIP',  les  cordes  OC  et  OE  sont  symétriques  par  rapport  au  même 
plan  et,  par  suite,  égales  entre  elles;  donc  les  arcs  de  même  rayon,  OC 
et  OE,  qu'elles  sous-tendent,  sont  égaux. 

V  Les  triangles  sphériques  OKC,  PKD  donnent 

OC<OK  +  KG,    PD<PK-hKD, 

d'où,  en  ajoutant, 

OC  ^  PD  <  OD  +  PC 

et,  enfin,  à  cause  de  PD  ==  PC, 

OC<OD. 
Corollaires. 

820.  Si  le  point  G  décrit  le  cercle  AB  en  partant  du  point  I,  l'arc  de 
grand  cercle  OC,  d'abord  égal  à  01,  croît,  devient  égal  à  OPP,  puis  dé- 
croît jusqu'à  la  valeur  primitive  OL  Parmi  les  chemins  qui  conduisent  du 
point  0  au  cercle  AB,  le  plus  court  est  donc  le  plus  petit,  01,  des  deux 
arcs  normaux  qu'on  peut  mener  du  point  0  au  cercle  AB.  Aussi,  donne- 
t-on  à  la  longueur  de  cet  arc  01  !e  nom  de  distance  sphérique  du  point  0 
au  cercle  AB. 

Les  réciproques  des  propositions  précédentes  sont  vraies  (7). 

Le  lieu  géométrique  des  points  de  la  sphère  équidistants  de  deux  points 
de  cette  surface  est  le  grand  cercle  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  Varc 
de  grand  cercle  qui  unit  les  deux  points  (49). 

Deux  triangles  sphériques  rectangles  sont  égcmx  ou  symétricjues  : 
i""  lorsqu'ils  ont  P hypoténuse  égale  et  un  angle  oblique  égal  ;  i""  lorsqu'ils 
ont  r hypoténuse  égale  et  un  côté  égal  {^0). 

L'arc  de  grand  cercle  bissecteur  de  F  angle  de  deux  grands  cercles  est 
le  lieu  des  points  de  la  sphère  écjuidistants  des  deux  côtés  de  cet  angle  (53). 

Les  raisonnements  sont  les  mêmes  qu'en  Géométrie  plane. 

Fig.  445. 


821.  Voici  encore  deux  remarques  importantes: 

i*'  Dans  tout  triangle  sphérique  rectangle,   le  nombre  des  côtés  sup  c- 
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rieurs  à  un  quadrant  est  pair.  En  effet,  soient  [fig.  445)  trois  grands 
cercles  APB,  AIB,  PIP',  perpendiculaires  deux  à  deux  ;  sur  AP,  prenons 
un  arc  AC  moindre  qu'un  quadrant  et  joignons  par  un  arc  de  grand 
cercle  CD  le  point  G  à  un  point  quelconque  D  de  AIB.  Dans  le  triangle  rec- 
tangle CAD,  le  côté  AG  est  aigu,  et  l'on  voit  que  tant  que  AD  reste  aigu, 
c'est-à-dire  moindre  que  le  quadrant  AI,  CD  reste  inférieur  à  CI,  c'est-à- 
dire  à  un  quadrant;  si  AD  devient  obtus  comme  AD^  l'arc  CD,  est  supé- 
rieur à  CI,  c'est-à-dire  à  un  quadrant.  Le  triangle  ACD  a  donc  ses  trois 
côtés  aigus,  ou  un  aigu  et  deux  obtus.  On  prouverait  pareillement  que 
le  triangle  rectangle  CDB,  dont  le  côté  BPC  est  obtus,  possède  toujours" 
deux  côtés  obtus  et  un  aigu,  car,  BD  étant  obtus,  CD  est  aigu,  et,  BD,  étant 
aigu,  CD,  est  obtus. 

2°  Dans  tout  triangle  sphérique  rectangle,  tout  angle  oblique  est  de 
même  espèce  cjue  le  côté  opposé.  En  effet,  l'angle  AGI  étant  droit,  l'angle 
ACD  est  aigu  et  l'angle  ACD,  est  obtus;  or  AD  est  aigu  et  AD,  est  obtus. 

THÉORÈME. 

822.  L'arc  de  grand  cercle,  tangent  à  un  petit  cercle,  est  perpendicu- 
laire à  ^extrémité  du  rayon  sphérique  qui  aboutit  au  point  de  contact. 

Car  le  rayon  sphérique,  étant  un  grand  cercle  passant  par  le  pôle  du 
petit  cercle,  est  perpendiculaire  (817)  à  ce  petit  cercle  et,  par  suite, 
au  grand  cercle  tangent. 

SCOLIE. 

823.  Les  propositions  suivantes  se  démontrent  comme  en  Géométrie 
plane. 

Lorsque  deux  petits  cercles  d^une  sphère  se  coupent,  Varc  de  grand 
cercle  qui  passe  par  leurs  pôles  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  Varc 
de  grand  cercle  qui  passe  par  leurs  deux  points  d'intersection. 

Lorsque  deux  petits  cercles  d'une  sphère  sont  tangents,  leur  point  de 
contact  est  situé  sur  le  grand  cercle  qui  passe  par  leurs  pôles,  et  Varc  de 
grand  cercle  mené  par  le  point  de  contact  h  angle  choit  sur  celui  qui  unit 
les  pôles  est  tangent  à  chacun  des  deux  petits  cercles. 

On  dit  qu'un  point  de  la  sphère  est  intérieur  ou  extérieur  à  un  petit 
cercle,  suivant  qu'il  est  situé  dans  la  plus  petite  ou  dans  la  plus  grande 
des  deux  calottes  que  ce  cercle  détermine  sur  la  sphère.  Sa  distance  sphé- 
rique (816)  au  pôle  du  petit  cercle  est,  dans  le  premier  cas,  inférieure  et, 
dans  le  second,  supérieure  au  rayon  sphérique  (781  )  de  ce  cercle. 

Étant  donnés  deux  petits  cercles  d'une  sphère,  on  dit  :  i°  que  les  deux 
cercles  sont  extérieurs,  lorsque  tout  point  de  chacun  d'eux  est  extérieur 
à  l'autre;  2°  que  le  premier  est  intérieur  ^\x  second,  lorsque  tout  point 
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du  premier  est  intérieur  au  second,  et  alors  tout  point  du  second  est  ex- 
térieur au  premier. 

Cela  posé,  soient  R  et  ries  rayons  sphériques  de  deux  petits  cercles,  et  D 
la  distance  sphérique  de  leurs  pôles.  Le  quart  d'un  grand  cercle  étant  pris 
pour  imité,  R  et  r  sont  moindres  que  i  et  D  est  inférieur  à  i.  Si  les  cercles 
sont  extérieurs^  on  a  D  >  R  n-  r  ;  si  les  cercles  sont  tangents  extérieurement^ 
on  a  D  =  R  -+-  r  ;  si  les  cercles  se  coupent,  on  a  à  la  fois  R-^/'>D>R  —  r; 
si  le  cercle  r  touche  intérieurement  le  cercle  R,  on  a  D  —  R  —  r;  enfin, 
si  le  cercle  r  est  intérieur  au  cercle  R,  on  a  D  <  R  —  r.  Les  réciproques 
sont  vraies. 

THÉORÈME. 

824.  Le  lieu  des  sommets  des  triangles  sphériques,  qui  ont  une  base 
commune  DE  et  dans  lesquels  la  différence  entre  P angle  au  sommet  et  la 
somme  des  angles  à  la  base  est  constante  en  valeur  absolue^  se  compose 
de  deux  petits  cercles  passant  par  les  points  D  et  E  et  symétriques  par 
rapport  au  plan  DE  A  du  grand  cercle  DE. 

En  efPet,  C  étant  un  point  pris  arbitrairement  sur  la  sphère  et  P  étant 
le  pôle  du  cercle  circonscrit  au  triangle  sphérique  GDE,  désignons  res- 
pectivement par  7,  ^,  s  les  valeurs  des  angles  à  la  base  dans  les  triangles 
isocèles  PCD,  PDE,  PEC.  Si  le  pôle  P  est  à  l'intérieur  du  triangle  DEC 
(comme  dans  la  fig,  446),  on  a 

D  H-  Ë  —  G  -=  (0^  H-  7)  -h  (fî  -^r  s)  -  (7  ~\-z)^.  2C?; 

si  P  est  extérieur  au  triangle  DEC,  mais  situé  du  même  côté  que  C  par 
rapport  au  grand  cercle  DE,  on  a 

B  4-  E  -  G  -M^  H-  7)  -^-  (^'  -  2)  -  (7  —  0  --  ^'3% 

D-4-E~-G=-  ((?~7)-+-(^-i-2)~.y£  — 7):^  2d^; 

enifiin,  si  Pet  G  sont  de  part  et  d'autre  du  grand  cercle  DE,  on  a 

ïî  résulte  de  là  que,  si  le  point  C  se  déplace  de  façon  que  la  différence 
(D  H-  E)  —  C  reste  constante  en  valeur  absolue,  Tangle  l  et,  par  suite,  le 
triangle  isocèle  DPE  restent  invariables  de  grandeur  ;  en  sorte  que  le 
point  P  ne  peut  avoir  que  deux  positions,  qui  sont  symétriques  par  rap- 
port au  plan  DEA.  Le  lieu  du  sommet  G  se  compose  donc  du  cercle  dé- 
crit du  point  P  comme  pôle  avec  PD  pour  rayon  et  du  cercle  symétrique 
par  rapport  au  plan  DEA. 

Lorsque  la  différence  (D  -h  E)  —  G  est  donnée  à  la  fois  en  grandeur  et 
en  signe,  il  faut  prendre  seulement  sur  chacun  de  ces  deux  cercles  Parc 
qui  est  situé  par  rapport  au  plan  DEA  du  même  côté  que  son  pôle  si  la  dif- 
férence est  positive,  et  au  contraire  l'autre  arc  si  la  différence  est  négative. 
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Quand  la  différence  (D  h-  E)  —  G  est  nulle,  ^  est  aussi  nul;  les  deux 
points  P  coïncident  avec  le  milieu  de  DE,  et  le  lieu  est  le  cercle  décrit 
sur  DE  comme  diamètre  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  DEA. 

Ce  théorème  est  l'analogue  de  celui  du  n°  134  de  la  Géométrie  plane. 
En  effet,  lorsque,  dans  un  triangle  rectiligne  CDE,  on  donne  l'angle  G, 
on  donne  par  cela  même  la  différence  D  h-  E  —  G. 

PROBLÈME. 

825.  Tracer  sur  la  sphère  un  grand  cercle  passant  par  deux 
points  donnés  A  e/  B  [Jîg,  44?  )• 

L'inconnue  de  la  question  est  le  pôle  du  cercle  demandé. 
Or  la  dislance  de  ce  pôle  P  à  chacun  des  points  A  et  B  est 
égale  à  la  corde  du  quadrant  (780);  on  Tobiiendra  donc  en 
décrivant  successivement  deux  arcs  de  cercles,  des  points  A 
et  B  comme  pôles,  avec  une  dislance  polaire  égale  à  la  corde 
du  quadrant. 

Fig.  446.  Fig-  44?.  Fi£f.  448. 


PROBLÈME. 
826.  Mener  par  un  point  donné  A  sur  la  sphère  un  arc  de 
grand  cercle  perpendiculaire  à  un  grand  cercle  donné  BP 

(/^.  448). 

L'inconnue  de  la  question  est  le  pôle  du  cercle  demandé. 
Or  ce  pôle  P  doit  se  trouver  sur  le  cercle  BP  (797),  et  être  à 
une  dislance  du  point  A  égale  à  la  corde  du  quadrant.  On  Tob- 
tiendra  donc  en  décrivant,  du  point  A  comme  pôle,  avec  une 
distance  polaire  égale  à  la  corde  du  quadrant,  un  arc  de  cercle 
qui  rencontre  en  P  le  cercle  donné  BP. 


PROBLÈME. 

827.  Mener  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  sur  un  arc  de  grand 
cercle  donné  AB,  en  son  milieu;  ou,  diviser  un  arc  de  grand  cercle  AB 
en  deux  parties  égales  [fig.  449  ). 

Il  suffît  de  décrire  des  points  A  etB  comme  pôles,  avec  la  mêmeouver- 
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ture  de  compas,  deux  arcs  qui  se  coupent  en  C  etD;  puis,  de  faire  passer 
un  grand  cercle  par  C  et  D. 

Remarquons  que  ce  grand  cercle  CD  divise  aussi  en  deux  parties  égales 
tous  les  arcs  de  petit  cercle  dont  les  extrémités  sont  A  et  B. 


Fi{î-  'i;9- 


¥ifr.  /{5o. 


PROBLÈME. 

828.  Trouver  le  pôle  d'un  petit  cercle  passant  par  trois  points  donnés 
A,  B,  C,  sur  la  sphère  (fig.  45o). 

Ce  pôle  P,  étant  équidistant  de  A,  B,  C,  est  à  l'intersection  des  arcs 
de  grand  cercle  élevés  perpendiculairement  sur  les  milieux  des  arcs  de 
grand  cercle  AB  et  BC  (827). 

Le  pôle  P  une  fois  connu,  on  tracera  le  petit  cercle  avec  une  ouverture 
de  compas  égale  à  PA. 

PROBLÈME. 

829.  Par  un  point  A  donné  sur  la  sphère  y  mener  un  grand  cercle 
faisant  un  angle  donné  avec  un  grand  cercle  donné  DED'  {fig.  4^1  ). 


Soit  P  celui  des  deux  pôles  du  grand  cercle  donné  qui  se  trouve  dans 
îe  même  hémisphère  que  le  point  A,  et  soit  a  l'arc  de  grand  cercle  qui 
mesure  Tangle  donné,  lequel  peut  toujours  être  supposé  aigu. 

Le  pôle  Q  du  cercle  inconnu  doit  se  trouver  sur  le  grand  cercle  EE' 
dont  A  est  le  pôle,  puisque  le  grand  cercle  demandé  passe  par  A,  Le  pôleQ 
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doit  aussi  appartenir  au  petit  cercle  décrit  du  point  P  comme  pôle  avec  un 
rayon  sphérique  égal  à  a,  puisque  ce  petit  cercle  est  le  lieu  des  pôles  des 
grands  cercles  qui  coupent,  sous  l'angle  donné,  le  grand  cercle  DED'  (796). 

On  décrira  donc  deux  cercles,  l'un  du  point  A  comme  pôle  avec  une 
ouverture  de  compas  égale  à  la  corde  du  quadrant,  l'autre  du  point  P 
comme  pôle  avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  la  corde  de  l'arc  a. 
Tout  point  commun  Q  à  ces  deux  cercles  sera  le  pôle  d'un  grand  cercle 
satisfaisant  à  la  question  proposée. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  c'est-à-dire  pour  que  les  cercles 
auxiliaires  se  coupent,  il  faut  et  il  suffit,  puisque  l'angle  donné  est  aigu, 
que  l'on  ait 

PQ  >  PI    ou    a  >  (î, 

en  désignant  par  S  la  distance  sphérique  AD  du  point  donné  A  au  grand 
cercle  donné  DED'. 

Lorsque  le  point  A  est  sur  le  grand  cercle  donné  DED',  le  grand  cercle 
EE'  passe  par  P,  et  il  suffit,  pour  avoir  le  point  Q,  de  porter  sur  le 
grand  cercle  EPE',  à  partir  de  P,  une  ouverture  de  compas  égale  à  la 
corde  de  l'arc  a. 

PROBLÈME. 

830.  Construire  un  triangle  sphérique  rectangle,  connaissant  :  1°  un 
côté  de  Pangle  droit  et  Vhypoténuse;  2°  un  angle  et  le  côté  opposé. 

i"  Après  avoir  tracé  [fig.  462)  deux  grands  cercles  perpendiculaires 
l'un  à  l'autre,  c'est-à-dire  deux  grands  cercles  DAD',  EAE',  tels  que  le 

Fig.  452. 


pôle  de  l'un  soit  sur  l'autre,  on  portera  sur  Tun  d'eux  DD',  à  partir  du 
point  commun  A,  un  arc  AG  égal  au  côté  donné  Z»;  puis,  du  point  G  comme 
pôle,  avec  un  rayon  sphérique  égal  à  l'hypoténuse  donnée  a^  on  décrira  un 
cercle  BB'  qui  coupera  le  grand  cercle  EE' en  deux  points  symétriques  par 
rapporta  DGD' ;  en  menant  les  arcs  de  grands  cercles  GB,  GB',  on  aura 
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deux  triangles  sphériques  symétriques  BAC,  B'AC,  qui  répondent  à  la 
question  proposée. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  le  nombre  a 
qui  mesure  l'hypoténuse  soit  compris  entre  les  nombres  ^  et  2  —  ^  qui 
mesurent  les  distances  sphériques  minimum  et  maximum  du  point  C  au 
grand  cercle  EE'. 

2°  On  commencera  par  tracer  deux  grands  cercles  BAB',  BGB'  [fi^,  453  ) 


faisant  entre  eux  l'angle  donné  B;  soit  P  le  pôle  du  premier  et  EPE'  le 
grand  cercle  qui  est  perpendiculaire  à  la  fois  sur  BÂB'  et  BCB';  le  pro- 
blème se  réduit  à  mener  un  grand  cercle,  perpendiculaire  à  BAB',  c'est- 
à-dire  passant  par  P,  et  tel  que  la  partie  CA,  interceptée  dans  le  fu- 
seau BEB'D,  soit  égale  au  côté  donné  h.  Or  PC  sera  égal  alors  à  i  —  ^.  On 
décrira  donc  du  point  P,  avec  un  rayon  sphérique  égal  à  i  —  è,  un  cercle 
qui  coupera  BDB'  en  deux  points;  G  étant  l'un  quelconque  de  ces  points, 
le  triangle  BCA  satisfera  à  la  question,  ainsi  que  le  triangle  B'CA. 
La  condition  de  possibilité  consiste  dans  l'inégalité 

PC>PD    ou     i-/^>i-B, 

c'est-à-dire 

^<B. 

Nous  avons  supposé  l'angle  B  aigu  ;  s'il  était  obtus,  on  aurait 

PG-:^^-i,    PD-B-i, 

et  la  condition  de  possibilité  serait  è>  B. 

PROBLÈME. 
831.   Construire  un  triangle  sphérique  y   connaissant  trois  quelconques 
de  ses  six  éléments  (angles  ou  côtés). 
Ce  problème  offre  six  cas  distincts;  on  peut  donner  :  1°  les  trois  côtés 
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OU  les  trois  angles;  2**  deux  côtés  et  l'angle  compris,  ou  un  côté  et  les 
deux  angles  adjacents;  3°  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux,  ou 
deux  angles  et  le  côté  opposé  à  l'un  d'eux. 

Dans  cefete  énumération,  nous  avons  réuni  chaque  fuis  les  deux  cas  cor- 
rélatifs, c'est-à-dire  qui  se  ramènent  l'un  à  l'autre  par  la  considération  du 
triangle  polaire.  Il  n'y  a  donc  que  trois  cas  à  traiter  directement. 

i"*  On  donne  les  trois  côtés  a^h^  c. 
Supposons,  pour  fixer  les  idées,  a'yb^c. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  (803,  807)  que  Ton  ait  à  la 
fois 

Ces  conditions  sont  suffisantes.  En  effet,  sur  un  grand  cercle  MM'  de  la 
sphère,  prenons  un  arc  BMC  égal  à  a  [fg.  454)  ;  du  point  B  comme  pôle, 
avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  la  corde  de  l'arc  c,  décrivons  un 


Fi- 


404. 


arc  de  cercle  DD'  et,  du  point  C  comme  pôle,  avec  une  ouverture  de 
compas  égale  à  la  corde  de  l'arc  b,  décrivons  un  second  arc  de  cercle  EE'. 
Puisque  l'arc  BC  est  plus  grand  que  chacun  des  arcs  BD  et  CE,  les 
points  D  et  E  sont  situés  dans  la  portion  BMC  du  grand  cercle  MM'  et, 
comme  BC  est  moindre  que  la  somme  BD  -h  CE,  les  arcs  BD  et  CE  em- 
piètent l'un  sur  l'autre  :  le  point  E  tombe  donc  entre  B  et  D.  D'ailleurs,  la 
somme  BD'-h  BC -1- CE'  étant  moindre  qu'une  circonférence  de  grand 
cercle,  le  point  E'  est  situé  sur  l'arc  CM'D'  entre  C  et  D'.  Il  résulte  de  là 
que  le  point  E  et  le  point  E'  sont,  le  premier  intérieur,  le  second  extérieur 
à  la  calotte  qui,  déterminée  par  le  cercle  DD',  a  pour  pôle  B.  L'arc  EE'. 
qui,  par  rapport  à  cette  calotte,  unit  un  point  intérieur  à  un  point  exté- 
rieur, doit  donc  couper  la  base  DD' de  cette  calotte  en  un  certain  point  A, 
lequel  est  le  troisième  sommet  du  triangle  demandé  ABC. 

Les  cercles  DD'  et  EE'  se  coupent  en  un  second  point  A',  sommet  d  un 
second  triangle  A'BC,  symétrique  du  premier. 
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Ainsi,  pour  qiton  puisse  construire  un  triangle  sphérique  avec  trois 
côtés  donnés^  il  faut  et  il  suffit  que  le  plus  grand  côté  soit  moindre  que 
la  somme  des  deux  autres  et  que  la  somme  des  côtés  soit  inférieure  à 
une  ciixonfércnce  de  grand  cercle. 

Dans  les  applications,  il  peut  se  faire  que  l'une  de  ces  conditions  soit 
remplie  d'elle-même;  il  ne  reste  plus  alors  qu'à  considérer  l'autre.  Par 
exemple,  au  n°  8:23,  lorsqu'on  cherche  les  conditions  pour  que  deux 
petits  cercles  se  coupent,  on  n'a  pas  à  faire  intervenir  la  relation 

D-r-R-f-/-<4, 

parce  que,  d'après  la  manière  dont  D,  R  et  r  sont  défmis,  cette  relation 
est  satisfaite  d'elle-même. 

Souvent,  on  ignore  Tordre  relatif  de  grandeur  des  côtés  donnés.  Dans 
ce  cas,  on  exprime  que  le  plus  grand  côté  est  inférieur  à  la  somme  des 
deux  autres,  en  écrivant  que  chaque  côté  est  moindre  que  la  somme  des 
deux  autres. 

Pour  qu\jn  puisse  construire  un  triangle  sphérique  avec  trois  angles 
donnés,  il  faut  et  il  suffit  que  le  plus  petit  angle  augmenté  de  deux 
droits  soit  plus  grand  que  la  somme  des  deux  autres  et  que  la  somme  des 
trois  angles  soit  supérieure  à  deux  angles  droits,  car,  en  prenant  les  sup- 
pléments de  ces  angles  comme  côtés,  on  peut  construire  le  triangle  sup- 
plémentaire, d'où  l'on  déduit  ensuite  le  triangle  demandé  par  le  tracé  in- 
diqué au  n°  809. 

2°  On  donne  deux  côtés  a  et  h  et  V angle  compris  G. 

Môme  solution  qu'en  Géométrie  plane  (145). 

3"  On  donne  deux  côtés  a  et  b  et  l'angle  A  opposé  au  côté  a  {Jïg.  455). 

Construisons  sur  la  sphère  deux  grands  cercles  formant  un  angle  égal 
à  A  (829).  Prenons,  à  partir  du  sommet,  sur  l'un  des  côtés  de  cet  angle, 
un  arc  AC  égal  à  b,  et  du  point  C  comme  pôle,  avec  une  ouverture  de 
compas  égale  à  la  corde  de  a,  décrivons  un  arc  de  cercle;  B  étant  Tinter- 
section  de  ce  cercle  avec  le  second  côté  de  l'angle,  le  triangle  ABC  sera 
le  triangle  demandé. 

La  discussion  de  ce  problème  exige  quelque  attention. 


<(  Achevons  le  fuseau  A,  et  du  point  C  abaissons  Tare  CD  perpendicu- 
»  laire  sur  l'autre  côté  de  l'angle.  Dans  le  triangle  sphérique  rectangle 
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»  AGD,  l'arc  perpendiculaire  CD  sera  aigu  ou  obtus  suivant  que  l'angle 
»  donné  A  sera  lui-même  aigu  ou  obtus  (821,  2°).  Si  l'arc  CD  est  aigu, 
»  il  sera  le  plus  court  de  tous  les  arcs  qu'on  pourrait  mener  du  point  C 
»  dans  le  fuseau  aux  divers  points  de  l'arc  ABA',  et  les  arcs  obliques  aug- 
»  monteront  en  s' éloignant  du  pied  de  Tare  perpendiculaire;  si  l'arc  CD 
»  est  obtus,  il  sera  au  contraire  le  plus  grand  des  arcs  menés  du  point  G, 
)>  et  les  arcs  obliques  augmenteront  en  se  rapprochant  du  pied  de  la  per- 
')  pendiculaire  (819,  820). 

5^  Gela  posé,  poiœ  que  le  triangle  proposé  soit  possible,  il  faudra  d^  abord 
))  que  le  côté  opposé  a  soit  au  moins  égal  à  Parc  perpendiculaire,  si 
))  P angle  donné  A  est  aigu;  ou  plus  petit,  si  P angle  donné  A  est  obtus. 
»  Cette  première  condition  de  possibilité  est  évidemment  satisfaite  lorsque 
»  l'angle  donné  A  et  le  côté  opposé  a  aussi  donné  sont  de  nature  différente. 

)>  Je  dis  maintenant  que  : 

»  A  et  a  étant  de  nature  différente,  le  problème,  s^il  est  possible,  n'a 
»  quhmc  solution; 

y>  A  et  a  étant  de  même  nature,  le  problème,  s  il  est  possible,  a  une  ou 
))  deux  solutions. 

»  En  effet,  soient  A  aigu  et  a  obtus,  par  exemple.  Si  l'on  peut  tracer 
»  dans  le  fuseau,  par  le  point  G,  une  oblique  GB  égale  au  côté  a,  elle  ne 
»  pourra  se  trouver  évidemment  que  du  côté  de  celle  des  obliques  ex- 
»  trêmes  b  ou  180°  —  b  qui  sera  de  même  nature  que«;  ainsi  le  problème 
»  ne  peut  avoir  qu'une  solution.  Cette  solution  existera  pour  «<  celui 
»  des  arcs  b  ou  180^-—  b  de  même  nature;  le  triangle  sera  impossible 
»  pour  a  au  moins  égal  à  celui  des  arcs  ^  ou  180''  —  ^  de  même  nature. 

»  Si  l'on  supposait  A  obtus  et  a  aigu,  on  arriverait  aux  mêmes  conclu- 
»  sions;  seulement  il  faudrait  renverser  les  signes,  parce  que  l'arc  per- 
»  pendiculaire  CD  serait  obtus. 

»  Soient  A  et  a  aigus.  L'arc  perpendiculaire  CD  étant  alors  aussi  aigu, 
»  on  voit  qu'il  pourra  exister  dans  le  fuseau  une  oblique  CB'  égale  à  a  du 
))  côté  de  celui  des  arcs  ^  ou  180°  —  ^  qui  sera  aigu,  et,  a  fortiori,  qu'il  en 
»  existera  alors  une  autre  GB  du  côté  de  celui  des  deux  arcs  ^  ou  180*"—^ 
))  qui  sera  obtus.  Ainsi  le  problème  pourra  avoir  deux  solutions.  Ces 
))  deux  solutions  existeront  pour  a  <.  celui  des  arcs  b  ou  1 80°— 6  de 
»  même  nature  ;  une  de  ces  deux  solutions  ne  sera  plus  possible  pour  a  au 
')  moins  égal  à  celui  des  arcs  b  ou  i8o°  —  ^  de  même  nature.  Le  triangle 
))  sera  impossible  pour  a  <  l'arc  perpendiculaire  CD. 

»  Si  l'on  supposait  k  Qi  a  obtus ^  on  arriverait  aux  mômes  conclusions; 
))  seulement  il  faudrait  renverser  les  signes,  parce  que  l'arc  perpendicu- 
»  laire  CD  serait  obtus  (^).  » 


(^)  Lenthéric,  Nouvelles  Annales,  t.  II,  r<»  série. 
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PROBLEME. 


832.  Par  un  point  donné ,  mener  un  arc  de  grand  cercle  tangent  à  un 
petit  cercle  donné  (Jig.  456). 

Fij;.  45G. 


Si  le  point  donné  est  sur  le  cercle,  il  suffit  d'élever  par  ce  point  un  arc 
de  grand  cercle  perpendiculaire  au  rayon  sphérique  correspondant  (822). 

Supposons,  en  second  lieu,  que  le  point  donné  A  soit  extérieur  au  petit 
cercle  donné,  c'est-à-dire  soit  situé  dans  la  plus  grande  des  deux  calottes 
sphériques  séparées  par  ce  petit  cercle.  Considérons  le  problème  comme 
résolu  ;  nommons  P  le  pôle  du  petit  cercle  donné,  B  le  point  de  contact 
de  l'arc  BA,  et  prolongeons  le  rayon  sphérique  PB  d'une  quantité  BC  =  PB. 
Le  point  C  se  trouve  d'abord  sur  un  cercle  décrit  du  point  P  comme  pôle 
avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  la  corde  d'un  arc  de  grand  cercle 
double  du  rayon  sphérique  r  du  petit  cercle.  11  se  trouve  en  outre  sur  un 
second  cercle  décrit  du  point  A  comme  pôle  avec  une  ouverture  de  compas 
égale  à  la  corde  de  l'arc  PA  =  D;  car,  BA  étant  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de  PBC,  le  point  A  est  équidistant  de  P  et  de  C. 

Le  point  G  une  fois  obtenu  à  l'aide  de  ces  deux  cercles  auxiliaires,  on 
mènera  l'arc  de  grand  cercle  PC  qui  coupera  le  petit  cercle  en  B,  et,  en 
joignant  B  et  A  par  un  arc  de  grand  cercle,  on  aura  l'arc  tangent  de- 
mandé. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  le  triangle  APC, 
dont  on  a  les  trois  côtés,  existe,  c'est-à-dire  qu'on  ait  {831  ) 

n<D-+'2/-,     2r<D-+-D,     D-hD   h'2/<4. 

La  première  condition  est  toujours  remplie,   et  les  deux  autres  équi- 
valent à 

r  <  D  <  2  —  ;■  ; 

elles  expriment  que  le  point  A  doit  être  situé  hors  de  la  calotte  sphé- 
rique PB,  et  hors  de  la  calotte  symétrique. 
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Les  cercles  auxiliaires  se  coupent  en  deux  points  C  et  C;  de  là  deux 
solutions  AB  et  AB'. 

La  construction  précédente  s'applique  au  problème  correspondant  de 
Géométrie  plane;  mais  elle  exige  plus  de  place  que  celle  du  n°  157. 

Observons  enfin  que,  lorsque  deux  cercles  de  la  S[)hère  ont  deux  points 
communs,  les  symétriques  de  ces  points  par  rapport  au  centre  de  la  sphère 
appartiennent  évidemment  à  la  fois  aux  deux  cercles  symétriques  des  pre- 
miers. Si  les  deux  points  considérés  se  confondent,  c'est-à-dire  si  les  deux 
cercles  proposés  se  touchent,  les  deux  cercles  symétriques  se  touchent  au 
point  symétrique  du  premier  point  de  contact.  Enfin,  si  l'un  des  cercles  est 
un  grand  cercle,  comme  il  est  à  lui-même  son  symétrique,  on  voit  que  toift 
grand  cercle  tangent  à  un  petit  cercle  est  aussi  tangent  au  petit  cercle 
symétrique  du  premier  par  rapport  au  centre  de  la  sphère.  Ainsi,  dans  le 
problème  qui  nous  occupe,  les  grands  cercles  trouvés  AB  et  AB'  touchent 
non-seulement  le  cercle  donné  PB,  mais  encore  son  symétrique. 

PROBLÈME. 

833.  Décrire  un  grand  cercle  tangent  à  deux  petits  cercles  donnés. 

Soient  P  et  P'  les  pôles  (  781  )  des  deux  petits  cercles,  R  et  R'  leurs 
rayons  sphériques,  D  la  distance  sphérique  (816)  des  deux  pôles  P  et  P'. 
Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  R  >R'. 

Le  grand  cercle  cherché  X  peut  laisser  les  deux  cercles  R  et  R'  dans  un 
même  hémisphère  ou  dans  des  hémisphères  opposés. 

Dans  le  premier  cas  [Jig.  4^7),  nous  prendrons  pour  inconnue  le  pôle  Q 

Fig.  ,^57. 
Q 


du  grand  cercle  X,  qui  est  dans  le  même  hémisphère  que  les  cercles  R 
et  R'.  Si  A  et  A'  sont  les  points  où  le  cercle  X  touche  respectivement  les 
cercles  R  et  R',  le  pôle  Q  est  à  la  fois  sur  les  grands  cercles  PA  et  PA'  ; 
il  est  donc  le  troisième  sommet  d'un  triangle  sphérique  QPP',  dont  on 
connaît  deux  sommets  P  et  P'  et  les  trois  côtés 

PP':=D,    PQ  =  OA-AP-:i-R,     P'O    :  QA'-A'P'=  I— R'. 
R.  et  DE  C.  ~   Tr,  de  Géom.  (Il*'  Partie).  l3 
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Les  conditions  de  possibilité  sont  (831) 

D<i-R-+-î— R'  ou  2  —  ])  >r» -f-R', 

I  — R'<D-t-i-R  ou            D>R-R'. 

I  -R  <D-+-i  -R'  ou            D>R'-U, 

D-4-I— R   H- i-R'<  4  ou            D   ::  2  -i-R-f-R'. 

Supprimant  les  deux  dernières  relations  qui  sont  satisfaites  d'elles- 
mêmes,  puisque  l'on  a  D  <  2  et  R'  <  R,  il  ne  reste  plus  que  les  condi- 
tions 

D>R-R'    et    1  -D>R  +  R'. 

Les  principes  du  n^  8^3,  applicables  ici  puisque  D  est  moindre  que  2 
et  que  i  —  R  et  i  —  R'  sont  moindres  que  i ,  les  auraient  fournies  immé- 
diatement; ils  permettent  d'ailleurs  d'interpréter  géométriquement  ces 
deux  conditions.  La  première  exprime  que  la  calotte  R'  n'est  pas  contenue 
dans  la  calotte  R.  Quant  à  la  seconde,  comme  2  — •  D  esi  la  distance  sphé- 
rique  de  P  au  symétrique  de  P',  elle  signifie  que  la  calotte  R  et  la  ca- 
lotte symétrique  de  la  calotte  R'  sont  extérieures  l'une  à  l'autre. 

Dans  le  second  cas  [fig.  4^8),  on  voit,  d'une  manière  analogue,  que 

rifj.  ^58. 

Q 


le  pôle  0  du  grand  cercle  X  qui  se  trouve  dans  le  môme  hémisphère 
que  le  cercle  R  est  le  troisième  sommet  d'un  triangle  sphérique  QPP', 
dont  on  a  les  deux  sommets  P  et  P'  et  les  longueurs  D,  1  —  R,  i  -hR', 
des  trois  côtés.  Les  conditions  de  possibilité  sont 

D>R-i-R'    et     :i_D>R-R'. 

Elles  expriment  que  les  calottes  R  et  R'  sont  extérieures  l'une  à  l'autre 
et  que  la  calotte  R  ne  contient  pas  la  calotte  symétrique  de  la  calotte  R'. 
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§  V.  -  AIRE  DE  LA  SPHÈRE. 

DÉFINITIONS. 

83^.  On  appelle  zone  la  portion  de  la  surface  sphérique 
comprise  entre  deux  cercles  dont  les  plans  sont  parallèles.  Ces 
cercles  sont  les  bases  de  la  zone  et  la  distance  de  leurs  plans 
est  sa  hauteur.  Ainsi,  tandis  que  la  demi-circonférence  PABP' 
engendre  une  sphère  en  tournant  autour  du  diamètre  PP' 
[fg.  459)»  l*aï'C  AB  décrit  une  zone  dont  les  bases  sont  les 

Fig.  459. 
p 


cercles  AC  et  BD  décrits  par  les  points  A  et  B,  et  dont  la  hau- 
teur est  la  projection  CD  de  l'arc  AB  sur  l'axe  PP'. 

Si  l'un  des  plans  est  langent  à  la  sphère,  l'un  des  cercles 
considérés  se  réduit  à  un  point,  et  la  zone,  qui  n'a  plus  alors 
qu'une  base,  devient  une  calotte  sphérique.  Ainsi  l'arc  PA, 
en  tournant  autour  de  PP',  engendre  une  calotte  sphérique 
dont  le  cercle  AC  est  la  base  et  dont  PC  est  la  hauteur. 

THÉORÈME. 
835.  Lorsqu'une  droite  AB  tourne  autour  d'un  axe  xy  situé 
dans  son  plan,  l'aire  quelle  engendre  a  pour  mesure  le  produit 
de  la  projection  CD  de  cette  droite  sur  l'axe  par  la  circonfé- 
rence dont  le  rayon  est  la  perpendiculaire  10,  élei^ée  au  mi- 
lieul  de  la  droite  ABjusquà  la  rencontre  de  l'axe  xy  [Jig*  ^Ç)o] , 

Fijif.  460. 


Nous  supposerons  que  la  droite  AB  est  située  tout  entière 
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d'un  même  côté  de  Faxe  xy\  Quelles  que  soient  alors  les 
positions  relatives  de  AB  et  de  xf,  Faire  engendré  par  AB  a 
pour  mesure  (761) 

(i)  27r.lM.AB, 

IM  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  I  sur  xr. 

Si  la  droite  AB  est  parallèle  à  .rj,  le  iliéorème  proposé  est 
tout  démontré;  sinon,  il  faut  transformer  Fexpression  (i).  A 
cet  effet,  menons  AE  parallèle  à  ^f  jusqu'à  la  rencontre  de  la 
projetante  BD  ;  les  triangles  AEB,  IMO  sont  semblables 
comme  ayant  les  côtés  respectivement  perpendiculaires,  et 
l'on  a 

^=z:-J^-,       d'où       1M.AB==::I0.AE. 

AjL       AB 

L'expression  (i)  peut  donc  être  remplacée  par 

27r.lO.AE     ou     27:. 10. CD, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Dans  le  cas  où  le  point  A  est  situé  sur  Faxe  ^j,  le  raisonne- 
ment subsiste;  seulement  la  droite  AE  se  confond  avec  Faxe. 

THÉORÈME. 

836.  Uaire  engendrée  par  une  ligne  brisée  régulière  ABCD, 
tournant  autour  d'un  diamètre  xy  qui  ne  la  traverse  pas,  a 
pour  mesure  le  produit  de  la  circonférence  inscrite  dans  la 
(igné  brisée  par  la  projection  A'D'  de  cette  ligne  sur  l'axe  xy 


Fig. 

46 1. 

^1 

.nIÎ 

:=^~^^I> 

/M?^- 

/A, 

l^'x^ 

Os 'il  / 

'  /       il 

/         ii 

^  Al  A       B'  C'O  D'D'i 


Soient  0  le  centre  et  01  =  OK  =  OL  Fapothème  de  la  ligne 
brisée  régulière  ABCD;  si  Fon  désigne  par  aire  AB  Faire  en- 
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geodrée  par  la  rolalion  de  AB  autour  de  xy,  on  a,  d'après  ie 
théorème  précédent, 

aireAB---:rA'B'.circ.OI, 
et  de  même 

aire  AC=^:^B'C.  cire. 01, 

aire  CD  r::^  CD'. cire. 01, 
d'où,  en  ajoutant, 
aire  ABCD  ..:.  (  A'  B'  h~  B'  C  -t-  G'  D'  ) .  cire .  01  ■=:  cire .  01 .  A'D' . 

Corollaires. 

837.  Considérons  un  arc  de  cercle  AD  et  une  ligne  brisée  régulière 
inscrite  ABCD;  tandis  que  l'arc  AD  tourne  autour  du  diamètre  j:0/,  la 
ligne  brisée  engendre  une  aire  qui  tend  vers  une  limite  indépendante  de 
la  loi  suivant  laquelle  ses  côtés  tendent  vers  zéro.  En  effet,  dans  le  pro- 
duit A' D'.  cire.  01  qui  mesure  cette  aire,  le  premier  facteur  A'D'  est  in- 
variable et  le  second  cire. 01  a  toujours  pour  limite  circ.OA.  C'est  cette 
limite  de  l'aire  engendrée  par  la  ligne  brisée  régulière  inscrite  qu'on  ap- 
pelle aire  de  la  zone  décrite  par  l'arc  AD. 

On  voit  sans  peine  que  la  ligne  brisée  A,B,C,D,  circonscrite  au  même 
arc  et  semblable  à  la  ligne  inscrite  ABCD  engendre  une  aire  qui  tend 
vers  la  même  limite.  En  effet,  on  a 

aTeA,B,C,D,  _  A',DVcirc^OA 
aire  ABCD  A'D'7ci7c.OI  * 

cire  0\      OA 
Or  le  rapport  —. — ^7^,-  =  t^t  tend  vers  l'unité  lorsque  le  nombre  des 
^^         cire. 01       01 

côtés  de  la  ligne  brisée  ABCD  croît  indéfiniment,  et  il  en  est  de  môme 

A'  D' 
du  rapport  ^  '    /  qui,  en  vertu  delà  similitude  des  polygones  A' ABCDD , 
A  \j 

OA 

A',AjB,  CjD,  D',,  est  aussi  égal  à  YTj-' 

THÉORÈME. 

838.  L'aire  d'une  zone  sphérique  a  pour  mesure  ie  produit 
de  sa  hauteur  par  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 

Par  définition,  Taire  de  la  zone  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  Taire  engendrée  par  une  ligne  brisée  régulière  inscrite 
dans  Tare  générateur  de  la  zone,  lorsque  le  nombre  des  côtés 
de  cette  ligne  brisée  croît  indéfiniment.  D'après  cela,  soient  S 
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l'aire  de  la  zone,  Il  sa  hauteur,  el  R  le  rayon  de  Tare  généra- 
teur, c'est-à-dire  le  rayon  de  la  sphère  à  laquelle  la  zone  ap- 
partient; soient  de  même  s  Taire  engendrée  par  une  ligne  bri- 
sée régulière  inscrite  dans  Tare  générateur,  et  a  l'apothème 
de  cette  ligne  brisée.  On  a  (836),  puisque  la  projection  de  la 
ligne  brisée  sur  l'axe  est  aussi  égale  à  H, 

s  n  H.  27ra. 

Mais,  lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés 
de  la  ligne  brisée,  H  reste  invariable,  s  tend  vers  S,  et  a  vers  R. 
On  a  donc,  à  la  limite, 

S::^II.2.7rR. 

Corollaires. 
839.  Dans  des  sphères  égales,  deux  zones  sont  entre  elles 
comme  leurs  hauteurs  et,  par  suite,  deux  zones  de  même  hau- 
teur sont  équivalentes. 

84^0.  Considérons  la  calotte  sphérique  engendrée  par  l'arc  AB 
tournant  autour  du  diamètre  AD  [Jîg,  462).  En  vertu  du  théo- 
Fin-.  4fi2, 


rème  précédent,  Taire  de  cette  calotte  a  pour  mesure 

27:. AO.AC  ==:?:.  AD.  AC     ou  (223)     rr.rB. 

Donc,  une  calotte  sphérique  quelconque  équii^aut  au  cercle 
dont  le  rayon  est  égal  à  la  corde  de  Varc  générateur  de  la 
calotte, 

THÉORÈME. 

841.  L'aire  de  la  sphère  a  pour  mesure  le  produit  de  son 
diamètre  par  la  circonférence  d'un  grand  cercle. 

Car  cette  aire  peut  être  considérée  comnie  celle  d'une 
zone  dont  la  hauteur  est  égale  au  diamètre  de  la  sphère. 
D'ailleurs,  le  raisonnement  fait  pour  la  zone  s'applique  textuel- 
lement à  ce  cas  particulier. 
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Corollaires. 

842.  S  éianl  Taire  d'une  sphère  de  rayon  R  ou  de  diamètre  D, 
on  a 

Sr^=  2R.27:R  =  47:R^  =  ttD^ 

L'aire  de  la  sphère  6?5^donc  égale  à  quatre  grands  cercles. 
On  peut  dire  encore  qu'elle  équivaut  à  l'aire  d'un  cercle  dont 
le  rayon  serait  égal  au  diamètre  de  la  sphère. 

Les  aires  des  deux  sphères  sont  entre  elles  comme  les  carrés 
des  rayons  ou  des  diamètres, 

843.  Voici  deux  applications  numériques  : 

I"  Trouver,  à  moins  d'un  myriamèire  carrée  la  surface  du 
globe  terrestre. 

On  sait,  par  la  définition  du  mètre,  que  la  circonférence 
d'un  grand  cercle  du  globe  renferme  4o  millions  de  mètres  ou 

/  .       '  1.       ^  1         '     .  >  4o^<5 

4000  myriametres;  son  diamètre  est  donc  égal  a et,  par 

suite  (842),  l'aire  du  globe  est 

^4^oo\'       16000000 


- 


:5o92  958^*°'*ij 


77      /  TT 

à  1  myriamètre  carré  près. 

1'^  L'aire  d'une  sphère  est  \  mètre  carré  :  quel  est  son  rayon? 
La  formule  _ 

47rR^~i     donne     R  =  -4/ -  =  o^'j^Sa, 

^  2  V     TT 

à  I  millimètre  près. 

THÉORÈME. 

844.  Deux  triangles  sphériques  symétriques  AEC,  A'h'Q 
sont  équivalents  [Jîg,  4^3) . 

Fig.  463. 


Prenons  le  pôle  P  du  petit  cercle  qui  passerait  par  les  points 
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A,  B,  G,  et  menons  les  arcs  de  grand  cercle  PA,  PB,  PC,  qui 
sont  égaux  entre  eux  (780).  Traçons  le  diamètre  POP'  et  les 
arcs  de  grand  cercle  P'A',  P'B',  P'C.  L'égalité  des  angles  POA, 
P'OA'  entraîne  celle  des  arcs  PA  et  P'A';  on  voit  de  même 
quePB  ==  P'B%  etPG^P'C  ;  parsuite,  comraePA  ==  PBr^PC, 
il  faut  qu'on  ait  P' A'  =  P'B'  m  P'C.  D'après  cela,  les  triangles 
PAB,  P'A'B'  sont  symétriques  et  isocèles;  ils  sont  donc  su- 
perposables.  De  même,  les  triangles  PAC,  P'A'C  sont  égaux 
entre  eux,  ainsi  que  les  triangles  PBC,  P'B'C.  Donc,  enfin,  le 
triangle  ABC,  somme  de  PAB,  PAC  et  PBC,  est  équivalent  au 
triangle  A'B'C,  somme  de  P'A'B',  P^\'C'  et  FBX'. 

Si  le  pôle  P  tombait  à  l'extérieur  du  triangle  ABC,  ce  triangle 
ne  serait  plus  une  somme,  mais  une  différence. 

Fig.  464. 


Corollaire. 

Hk^.  Si  deux  arcs  de  grand  cercle  A  C'A',  BC'B'  se  coupent 
dans  un  même  hémisphère  C  ABA'B',  la  somme  des  triangles 
opposés  AC'B,  A'C'B'  est  égale  au  fuseau  dont  l'angle  est 
AC'B(/^.464). 

On  nomme  fuseau  la  portion  de  surface  sphérique  com- 
prise entre  deux  demi-grands  cercles  CAC,  CBC,  qui  se  ter- 
minent à  un  diamètre  commun  COC;  l'angle  ACB  ou  AC'B 
de  ces  deux  arcs  est  dit  V angle  du  fuseau. 

Cela  étant,  le  fuseau  compris  entre  CAC  et  CBC  se  com- 
pose du  triangle  ABC  et  du  triangle  ABC  ;  et,  comme  le  triangle 
A'B'C  est  évidemment  le  symétrique  de  ABC  et  que  deux 
triangles  symétriques  sont  équivalents,  on  voit  que  le  fuseau 
dont  l'angle  est  C  est  égal  à  la  somme  des  triangles  opposés 
AC'B,  A'C'B'. 
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THÉORÈME. 


846.  Si  Von  prend  pour  unité  d'angle  Vanille  droit  et  pour 
unité  d'aire  l'aire  du  triangle  trirectangle,  un  fuseau  a  pour 
mesure  le  double  du  nombre  qui  mesure  son  angle. 

On  voil  immédialemenl  que,  sur  la  même  sphère  ou  sur  des 
sphères  égales  :  i""  deux  fuseaux  de  même  angle  sont  super- 
posables;  '?.''  un  fuseau  est  égal  à  la  somme  de  deux  autres,  si 
son  angle  est  égal  à  la  somme  des  angles  de  ces  deux  autres. 

Il  résulte  de  là  (V"  Partie,  Note  I)  que  deux  fuseaux  quel- 
conques d'une  même  sphère  sont  entre  eux  comme  leurs  angles. 

Cela  étant,  soient  A  et  A'  les  nombres  qui  mesurent  les 
angles  de  deux  fuseaux  d'une  même  sphère,  l'angle  droit 
étant  pris  pour  unité;  et  soient  F  et  F'  les  nombres  qui  me- 
surent ces  fuseaux,  le  triangle  trireciangle  (813)  étant  pris 
pour  unité  d'aire;  on  aura 

FA 
F'  "  A'  ' 

Prenons  A' =  i  ;  le  fuseau  correspondant,  ayant  son  angle 
droit,  sera  égal  au  quart  de  la  sphère,  c'est-à-dire  au  double  du 
triangle  trireciangle  :  on  aura  donc  F'  zz:  2  et,  par  suite, 

-  z=— ,        a  ou        t  z=:  2A. 

2  I 

THÉORÈME. 

84^7.  Si  Von  prend  l'angle  droit  pour  unité  d'angle  et  le 
triangle  trireciangle  pour  unité  d'aire,  l'aire  d'un  triangle 
sphérique  a  pour  mesure  la  somme  des  nombres  qui  mesurent 
ses  angles,  diminuée  de  2. 

Fig.  465. 


Soit  {fg.  465)  ABC  le  triangle  proposé  5  achevons  le  grand 
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cercle  AB,  el  prolongeons  les  côtés  AC,  BC,  jusqu'aux  points 
A'  et  B'  où  ils  rencontrent  ce  grand  cercle.  On  aura  évidem- 
ment 

ABC  H-  BCA'  r=  fus.  A, 

ABC -f- ACB' rr=  fus.  B, 

el(845) 

ABC-f-  B'CA'  =  fus.  C. 

La  somme  des  premiers  membres  de  ces  trois  égalités  se  com- 
pose de  la  demi-sphère  el  de  deux  fois  l'aire  du  triangle  ABC. 
Comme,  dans  le  système  d'unités  adopté,  la  demi-sphère  est 
mesurée  par  le  nombre  ^,  si  l'on  désigne  par  S,  A,  B,  C  les 
nombres  qui   mesurent  l'aire   el  les  angles  du  triangle,  on 

aura  (84-6) 

4  +  2S  --  2  A  -4-  2 B  -r-  2 C, 
d'où 
(  I  )  S  —  A  H-  B  -+-  C  —  2. 

SCOLIES. 

84^8.  Soient  R  le  rayon  de  la  sphère  évalué  en  mètres,  a  l'aire 
du  triangle  en  mètres  carrés,  et  a,  6,  y  les  angles  de  ce  triangle 
évalués  en  degrés;  on  aura,  en  observant  que  le  triangle  tri- 
rectangle  est  égal  au  huitième  -ttR'  de  la  sphère, 


A:=         ,        B 


90  90  90  ^t:\\ 

et,  par  suite,  en  vertu  de  la  relation  (i), 
a-f-  ê  +  y—  180     r>2 

Voici  deux  exemples  : 

1°  Quelle  est,  sur  la  sphère  dont  l'aire  est  égale  à  i  mètre 
carré,  l'aire  du  triangle  dont  les  angles  sont  de  6i  degrés, 
log  degrés,  127  degrés P 

Le  rapport  de  ce  triangle  au  triangle  Irirectangle  est,  d'après 
la  formule  (i), 

61  -f-  1 09  -f-  1 27  —  1 80 117 o  . 
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ei;  comme  le  triangle  irirectangle  est  ici  le  huitième  du  mètre 
carré,  l'aire  du  triangle  donné  est 

-  X  1,3=  o"*^,  1G25. 

2«  Quelle  est,  sur  la  sphère  dont  le  rafon  est  a"'^,  raire  du 
triangle  spliérique  dont  les  angles  sont  de  5i''3n\  73"  ii', 
87^43'? 

La  formule  (2)  donne,  en  réduisant  en  minutes, 

0-  :::--  (^^    -f-  73  -  87  -    I  80  )  60  +  37-4-1  H-  43 

180.60  "'  ^.l^'^)' 

=^  I  ,o4o533  X  7T  =  3'"'î,  2689, 
à  I  centimètre  carré  près. 

849.  En  analyse,  on  évalue  généralement  les  angles  en  par- 
ties du  rayon  (297.  3°);  alors  l'angle  droit  répond  à  -,  et, si 

l'on  désigne  par  A',  B',  C  les  angles  du  triangle  évalués  en 
parties  du  rayon,  on  a 

A__A'       :>A'  2]y  2C' 

A  —  —  —  ,        J3  1=: ,        (^  rrr , 

^'  TT  71  TT 


et,  par  suite. 


A-i-B-i-C~2  =  ^fA' 


D'ailleurs,  le  rayon  de  la  sphère  étant  i,  Taire  du  triangle  tri- 
rectangle  est  alors  mesurée  par  ~ ,  de  sorte  qu'on  a 


2 


g  ^  s;  _  2s; 


S'  étant  le  nombre  qui  mesure  Taire  du  triangle  dans  ce  nou- 
veau système  d'unités.  On  a  donc  enfin  (847),  à  cause  de  la 
formule  (i), 

S'^A'  +  B'  +-C'-:t. 

On  donne  à  ce  nombre  abstrait  A'  -4-  B'  -+-  C  --  tt  le  nom  d'excès 
sphérique  du  triangle. 
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THÉORÈME. 

850.  Si  l'on  prend  l'angle  droit  pour  unité  d'angle  et  le  triangle  tri- 
rectangle  pour  unité  d'aire,  Paire  d^un  polygone  sphérique  de  n  cotés  a 
pour  mesure  la  somme  des  nombres  qui  mesurent  ses  angles,  diminuée  de 
i[n~i). 

On  arrive  à  ce  résultai  en  décomposant  le  polygone  en  triangles  à  Taide 
d'arcs  de  grand  cercle  diagonaux  issus  d'un  même  sommet,  et  en  appli- 
quant la  formule  (i)  du  n*"  847  aux  [n  —  i)  triangles  ainsi  obtenus. 

SCOLIE. 

8ol.  Soient,  dans  le  système  d'unités  adopté,  S,  A,,  Aj, ...,  A,^  les  me- 
sures de  l'aire  et  des  angles  d'un  polygone  sphérique  convexe  de  n  côtés  ; 
on  aura 

S-  (A,  -^K-\-  ...  -H  AJ  — 2(/<'~ii';. 

Désignons  par  «,,«3, . . .  ,  «„  les  nombres  qui  mesurent  les  côtés  du  po- 
lygone polaire  (811),  en  prenant  pour  unité  de  longueur  le  quart  de  la 
circonférence  d'un  grand  cercle  ;  on  aura 

A,  —  2  —  ^/, ,     k^  —  i  —  a^,      . . . ,     A,^  =  2  —  r/^, 

et,  par  suite, 

S  =  \^i n ~ [a^  -+-a^-r-  ...  n-  a^y\  —  i[n  —  1]  =^  ^  —  [a^  -^ a.^  '\-  . . .  -^  a^^ 

ou  enfin,  en  désignant  par/?  le  périmètre  du  polygone  polaire, 

S- 4-/^. 
Ainsi,  Vairc  d'un  polygone  sphérique  convexe  est  égale  à  4  moins  le  pé- 
rimètre  du  polygone  polaire  ;  cette  relation  mérite  d'être  remarquée. 

THÉORÈME. 
852.  Le  lieu  géométrique  des  sommets  C  des  triangles  sphériques,  de 
même  base  AB  et  de  même  aire  S,  se  compose  de  deux  arcs  de  petits  cercles 
symétriques  par  rapport  an  plan  du  grand  cercle  AB  et  passant  par  les 
points  E  et  \)  diamétralement  opposés  aux  extrémités  de  la  base  AB 
Ifig.  466). 

FifT.  466, 


En  effet,  en  désignant  par  A,  B,  G  les  angles  d'un  triangle  quelconque 
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ABC  satisfaisant  à  la  question  et  par  D,  E,  G  les  angles  da  triangle  cor- 
respondant DCE,  on  a  A  —  2  —  E,  B  =  2  -3-  D,  et  par  suite 

S  ^_r  {  2  -  E  )  H-  (2  -  D)  -H  G  —  2, 

d'où 

D  -h  E  --  G  =  2  -  S  ; 

on  tombe  ainsi  sur  le  lieu  étudié  au  n""  824,  dans  le  cas  où  la  différence 
(D-f-E)  —  G  est  donnée  en  grandeur  et  en  signe;  ce  qui  démontre  l'énoncé. 
Ce  théorème  est  dû  à  Lexell  (Acta  Petrop.,  1781). 

§  VL  -  VOLUME  DE  LA  SPHÈRE. 

DÉFINITIONS. 

853.  Pendant  que  la  demi-circonférence  jr  ABj  engendre  la 
surface  sphérique  en  tournant  autour  du  diamètre  xy-,  l'arc 
AB  engendre  une  zone,  et  les  rayons  OA  et  OB  engendrent 

Fig.  467. 


A/ 


les  surfaces  latérales  de  deux  cônes  de  révolution.  La  portion 
du  volume  de  la  sphère  comprise  entre  les  surfaces  latérales 
de  ces  deux  cônes  et  la  zone  AB  est  le  secteur  sphérique  cor- 
respondant au  secteur  circulaire  AOB.  Un  secteur  sphérique 
est  donc  le  volume  engendré  par  la  rotation  d'un  secteur  cir- 
culaire autour  d'un  axe  passant  par  son  sommet,  situé  dans 
son  plan  et  extérieur  à  sa  surface;  la  zone  engendrée  par  l'arc 
du  secteur  circulaire  est  la  base  du  secteur  sphérique. 

854.  On  d(i^^ç\\e  segment  sphérique  \di  portion  du  volume 
de  la  sphère  comprise  entre  deux  plans  sécants  parallèles.  Les 
cercles  déterminés  par  ces  plans  parallèles  sont  les  hases  du 
segment  sphérique,  et  leur  distance  en  est  la  hauteur. 

Lorsqu'un  des  plans  parallèles  devient  tangent  à  la  sphère, 
le  cercle  correspondant  se  réduit  à  son  pôle,  et  l'on  a  un 
segment  sphérique  à  une  base. 

Si  Ton  ajoute  [Jîg.  4^7)  au  secteur  sphérique  AOB  les  deux 
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cônes  AOrt,  B06,  on  obiieni  le  segment  sphérique  compris 
entre  les  deux  plans  parallèles  déterminés  par  la  rotation  des 
perpendiculaires  Xa,  B6,  autour  de  xy.  Ce  segment  sphérique 
correspond  donc  à  la  rotation  du  trapèze  mixliligne  a  AB6  au- 
tour du  même  axe. 

THÉORÈME. 

855.  Lorsqu'un  triangle  tourne  autour  d'un  axe  situé  dans 
son  plan  et  passant  par  l'un  de  ses  sommets  sans  trai^erser  sa 
surface  y  il  engendre  un  volume  qui  a  pour  mesure  le  produit 
de  l'aire  que  décrit  le  côté  opposé  au  sommet  fixe,  par  le  tiers 
de  la  hauteur  relative  à  ce  côté. 

Soit  le  triangle  ABC  ayant  son  sommet  A  sur  Taxe  xf  et  AE 
pour  hauteur  relative  à  ce  sommet  :  nous  distinguerons  trois 
cas. 

Fi.;.  ^G8.                                                  Fi.;.  469. 
f:  _  _  A'  B' c 


"  /ii        D     y 


[«Supposons  l'un  des  côtés  AB  du  triangle  ABC  confondu 
avec  l'axe  xy\  Suivant  que  la  hauteur  CD  qui  correspond 
au  côié  AB  tombe  à  l'intérieur  [fig,  4^8)  ou  à  l'extérieur 
[fig,  469)  du  triangle  ABC,  le  volume  engenrlré  par  ce  triangle 
est  la  somme  ou  la  différence  des  cônes  engendrés  par  les 
triangles  rer'tangles  ACD,  BCD. 

En  même  temps,  le  cylindre  engendré  par  la  rotation  du 
rectangle  ABB'A',  qui  a  môme  base  et  même  hauteur  que  le 
tiiangle  donné  ABC,  est  la  somme  [fig.  468)  ou  la  différence 
(fig.  469)  des  cylindres  engendrés  par  la  rotation  des  rec- 
tangles ADCA',  BDCB',  dont  le  rectangle  ABB'A'  est  lui-même 
îa  somme  ou  la  différence.  D'ailleurs,  le  cône  x\CD  est  le  tiers 
du  cylindre  ADCA',  et  le  cône  BCD,  le  tiers  du  cylindre BDCB' 
(76'0.  Donc,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  volume  engendré  par 
le  triangle  ABC  est  le  tiers  du  cylindre  AB  B'A',  et  l'on  a 

vol.ABC:^=i^D'-AB     ou     vol.  ABC=::^7rCD.BC.AE, 
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puisque  les  produits  CD .  AB  ei  BG .  AE  représentent  tous  deux 
le  double  de  l'aire  du  triangle  donné.  Or,  tt. CD. BC  exprime 
(756)  l'aire  latérale  du  cône  BCD  ou  l'aire  de  la  surface  en- 
gendrée par  le  côté  BC  dans  la  rotation  du  triangle  ABC.  Par 
suite, 


vol,  ABC 


aire  BC  •—ï-- 


2«  Supposons  [Jîs^,  470)  qu6j  1^  côté  AB  du  triangle  n'ayant 
plus  que  le  sommet  A  sur  l'axe  ^n  'e  côté  BC  prolongé  vienne 
rencontrer  l'axe  au  point  D. 


Letriangle  ABC  étant  la  différence  des  triangles  ACD,  ABD, 
le  voljme  qu'il  engendre  est  la  différence  des  volumes  engen- 
drés par  ces  triangles.  On  a  donc  (1°) 

4E  AE 

vol.  4BG  =  (aireDC  —  aireDB)  --y  =  aireBC  .-y-. 

3'*  Supposons  enfin  que  le  côté  x\B  du  triangle  n'ayanl  plus 
q  je  le  sommet  A  sur  l'axe  xy^  le  côté  BC  soii  parallèle  à 
cet  axe. 

Le  volume  engendré  par  le  triangle  ABC   est    la   somme 

[fig.  47O'  ^^  ^^  différence  [fig-  4?^)  ^^s  volumes  engendrés 
par  les  triangles  ABE,  AGE.  Or,  le  volume  engendré   par   le 

Fig.  471.  Fig.  472. 


triangle  ABE  est  les  deux  tiers  du  cylindre  engendré  par  le 
rectangle  A  B'BE,  et  le  volume  engendré  parle  triangle  ACE, les 
deux  tiers  du  cylindre  engendré  parie  rectangle  AC'CE  (704). 
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Donc,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  volume  engendré  par  le 
triangle  ABC  est  les  deux  tiers  du  cylindre  engendré  par  le 
rectangle  B^C'CB,  somme  [fig-  47  0  ^^^  différence  [Jig-  4?^) 
des  rectangles  AB'BE,  AC'CE;  et  l'on  a  encore 

vol.ABC==:i7TAE  .BC=raireBC.-^^. 

27r.  AE.BG  exprime  en  effet  l'aire  latérale  du  cylindre  engen- 
dré par  le  rectangle  B'C'CBou  l'aire  de  la  surface  décrite  par 
le  côté  BC  du  triangle  ABC. 

THÉORÈME. 

856.  Le  volume  eji gendre  par  un  secteur  polygonal  régulier 
tournant  autour  d'un  diamètre  extérieur  à  sa  surface  a  pour 
mesure  le  produit  de  Vaire  que  décrit  la  ligne  brisée  qui  lui  sert 
de  base,  par  le  tiers  de  V apothème  de  cette  ligne  brisée. 


Soit  [fig,  473)  le  secteur  polygonal  régulier  (443)  OABCD, 
tournant  autour  du  diamètre  xf.  Décomposons  ce  secteur  en 
triangles,  en  joignant  au  centre  0  les  sommets  de  sa  base 
ABCD,  et  appelons  a  l'apothème  de  cette  base.  Le  volume 
engendré  par  le  secteur  sera  la  somme  des  volumes  engendrés 
par  les  triangles  qui  le  constituent.  Or  (855) 

vol.AOB^aireAB.^, 

vol.BOC  :n--:aireBC|, 

vol.  COD=  aire  Cd4- 
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En  ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre,  il  vient 

vol.  OABCD  z=  (aire  AB  -h  aireBC  4-  aireCD)-^ 
ou 

vol.  OABCD  rrz  aire  ABCD.|. 

SCOLIE. 

857.  Soient  (fg.  478  )  AOD  un  secteur  circulaire  et  OABCD,  OA'B'C'D', 
deux  secteurs  polygonaux  réguliers  semblables,  l'un  inscrit,  l'autre  cir- 
conscrit au  secteur  circulaire.  Si  l'on  désigne  par  a  et  a'  les  apothèmes 
des  deux  secteurs  polygonaux,  le  rapport  des  volumes  engendrés  par  la 
rotation  de  ces  secteurs  autour  de  l'axe  jrr  est 

a      aireABCD 


a'    aire  A' B' CD' 


Mais,  lorsqu'on  fait  tendre  vers  zéro  les  côtés  de  la  ligne  brisée  régu- 
lière ABCD,  suivant  une  loi  d'ailleurs  quelconque,  les  deux  facteurs  du 
produit  qu'on  vient  d'écrire  tendent  Tun  et  l'autre  vers  l'unilé  (291, 837). 
Donc  le  rapport  des  volumes  engendrés  par  les  deux  secteurs  polygo- 
naux a  l'unité  pour  limite  et,  par  suite,  il  en  est  de  même,  a  fortiori,  du 
rapport  du  volume  du  secteur  sphérique  engendré  par  le  secteur  circu- 
laire AOD  au  volume  décrit  par  chacun  des  secteurs  polygonaux  qui  le 
comprennent.  Donc  enfin  : 

Le  volume  cPun  secteur  sphérique  est  la  limite  commune  des  volumes 
engendrés  par  des  secteurs  polygonaux  réguliers  semblables,  inscrit  et 
circonscrit  au  secteur  circulaire  correspondant,  lorscpHon  fait  croître  in- 
définiment le  nombre  des  côtés  de  leurs  bases. 

THÉORÈME. 

858.  Le  volume  d'un  secteur  sphérique  a  pour  mesure  le 
produit  de  Faire  de  la  zone  qui  lui  sert  de  base  par  le  tiers  du 
rayon  de  la  sphère. 

Le  volume  d'un  secteur  sphérique  est  la  limite  des  volumes 
engendrés  par  les  secteurs  polygonaux  réguliers  inscrits  dans  le 
secteur  circulaire  correspondant,  quandon  fait  croître  indéfini- 
ment le  nombre  des  côtés  de  leurs  bases.  D'après  cela,  soient  v. 
le  volume  engendré  par  un  secteur  polygonal  régulier  inscrit, 
s  Taire  de  la  surface  décrite  par  sa  base,  a  son  apothème  ; 
soient  de  même  V  le  volume  du  secteur  sphérique,  S  l'aire 
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de  la  zone  qui  lui  sert  de  base,  R  le  rayon  de  la  sphère. 
On  a  (856) 

a 

Mais,  lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des  côtés 
de  la  base  du  secteur  polygonal,  v  tend  vers  V,  s  vers  S  et  a 
vers  R.  On  a  donc,  à  la  limite, 

v.s4. 

Corollaires. 
859.  Dans   des  sphères  égales,  deux  secteurs  sphériques 
sont  entre  eux  comme  les  zones  qui  leur  servent  de  bases,  et, 
par  suite,  deux  secteurs  sphériques  dont  les  bases  ont  même 
hauteur  sont  équivalents. 

THÉORÈME. 

860-  Le  volume  de  la  sphère  a  pour  mesure  le  produit  de 
son  aire  par  le  tiers  du  rayon. 

Car  ce  volume  peut  être  considéré  comme  celui  d'un  sec- 
teur sphérique  ayant  pour  secteur  circulaire  correspondant  un 
demi-cercle  ou  pour  base  l'aire  de  la  surface  sphérique  elle- 
même.  D'ailleurs,  le  raisonnement  fait  pour  le  secteur  sphé- 
rique s'applique  textuellement  à  ce  cas  particulier. 

Corollaires. 

861.  V  étant  le  volume  d'une  sphère  de  rayon  R  ou  de  dia- 
mètre D,  on  a 

Y:r:=47^R'~==f7^R^=r:47:D^ 

3       3  0 

862.  Les  volumes  de  deux  sphères  sont  entre  eux  comme 
les  cubes  des  rayons  ou  des  diamètres. 


863.  Voici  deux  applications  numériques  : 

i^  Trouver  le  volume  du  globe  terrestre, 

L*aire  du  globe  est  (84-3),  à  moins  d'un  myriamètre  carré. 
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5092958 myriamelres  carres. Son  rayon  esta  ailleurs 

ou  6366  kilomètres,  à  i  kilomèlre  près.  Le  volume  du  globe 
terrestre,  égal  au  produit  de  son  aire  par  le  tiers  du  rayon,  sera 
donc  1081000000  myriamètres  cubes,  à  un  million  de  myria- 
mètres  cubes  près. 

Si  l'on  prend  le  rayon  du  globe  terrestre  pour  unité,  le  rayon 
du  Soleil  est  représenté  par  io8,5.  L'aire  et  le  volume  du  So- 
leil sont  donc  environ  11800  fois  et  1280000  fois  Taire  et  le 
volume  de  la  Terre  (842,  862). 

2"  Trouver  le  rayon  de  la  sphère  dont  le  volume  est  un 
mètre  cube, 

La  formule 

-  t:  R^  ==  1     donne     II  —  \    7-  —  o'",62o, 
3  V    47r 

à  moins  d'un  millimètre. 

SCOLIE. 

81)i.  Les  volumes  de  deux  polyèdres  circonscrits  à  la  même 
sphère  ou  à  des  sphères  égales  sent  entre  eux  comme  les  aires 
de  ces  mêmes  polyèdres. 

Si  l'on  décompose,  en  effet,  les  polyèdres  donnés  en  pyra- 
mides, en  prenant  pour  centre  de  décomposition  le  centre  de 
la  sphère  inscrite,  la  mesure  du  volume  de  chacun  d'eux  s'ob- 
tient en  multipliant  l'aire  de  sa  surface  par  le  tiers  du  rayon 
de  la  sphère  (646). 

THÉORÈME. 

865.  Le  volume  engendré  par  un  segment  circulaire  tour- 
nant  autour  d'un  diamètre  extérieur  à  sa  surface  équivaut 
au  sixième  du  cylindre  qui  a  pour  rayon  la  corde  du  segment 
et  pour  hauteur  la  projection  de  cette  corde  sur  l'axe. 

Le  segment  AmB  [Jîg,  474)  est  la  différence  du  secteur  cir- 
culaire AOB  et  du  triangle  isocèle  AOB;  la  portion  du  volume 
de  la  sphère  engendrée  par  la  rotation  de  ce  segment  sera  donc 
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égale  à  la  différence  des  volumes  du  secteur  sphérique  AOB 
et  du  triangle  tournant  AOB. 


DF  étant  la  projection  de  AB  sur  xr  et  01  la  hauteur  du 
triangle  AOB,  on  aura  (858,  838,  855,  835) 

sect.sph.AOB  ==:  zone  AB.  -t^-  =  -7t0A  .  DF, 


Oï  2       2 

vol.  AOB  .-  aire  AB  ^=^7:01.  DF. 


Par  suite, 


2 


vol.AmBrr^iTTvAO  -01  )  DF, 


Le  triangle  rectangle  OIA  donnant 

2  —2  —^2  AB" 

OA  ""01  =A1  ="/   ^ 
il  vient,  en  réduisant, 

vol.AmB-rr^îrTrÂTl'.DF, 
6 

ce  qui  vérifie  l'énoncé. 

THÉORÈME. 

£63.  Le  volume  d'un  segment  sphérique  équivaut  au  vo- 
lume dune  sphère  ayant  pour  diamètre  la  hauteur  du  segment, 
augmenté  de  la  demi-somme  des  volumes  de  deux  cylindres 
ayant  pour  hauteur  commune  celle  du  segment,  et  pour 
bases  respectives  les  bases  du  segment. 

Le  trapèze  mixtiligne  DAmBF  [fig.  4^5)  engendre  un  seg- 
ment sphérique  en  tournant  autour  du  diamètre  xy  (85^  ).  Ce 
segment  est  donc  la  somme  des  volumes  engendrés  par  le 
segment  circulaire  AmB  et  le  trapèze  rectangulaire  DABF, 
On  a  d'abord  (865) 

vol.AmB=::^7:ABlDF. 

b 
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Le  trapèze  DABF  engendranl  un  ironc  de  cône  de  révolution, 
on  a  aussi  (766) 

vol . DABF  nr  i  TT  DF  (bF  -i-  Âï)  +  BF.  AT)) . 


3 
Par  suite, 


vol.DAmBF-rr:gT:DF('AB'-i-2BF'  +  2AD'-}-9BF.AD). 

D'ailleurs,  la  corde  AB  est  liée  à  la  hauteur  DF  et  aux  rayons 


/      I 


^  D        F  0 


BF  et  AD  des  bases  du  segment  sphérique  par  la  relation 

AB'=3:ÂÊ'  4    BÊ'   r::rDF    +(BF-  AD)' 

ou 

ÂB'=DF'-f  BF%-Âi)  -2BF.ÂD. 

En  substituant  cette  valeur  de  AB  et  en  simplifiant,  il  vient 

vol.DAmBFr=r^7:DF(î)FV3BF'H-3ÂD'), 

ce  qu'on  peut  écrire 

vol.DAmBF=ri7rI)FV-(^BF\DF-i-7rÂT)\DF) 

6  2 

de  manière  à  vérifier  renoncé  (861,  746). 

Si  le  segment  considéré  n'a  qu'une  base,  c'est-à-dire  si 
(//o\  476)  le  point  D  vient  occuper  Tune  des  extrémités  du 
diamètre  xfy  on  a  simplement 

voi.DmBF==^7rDF'H--7rBF'.DFo 
6  2 
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SCOLIE. 

867.  Quand  le  segment  sphérique  n'a  qu'une  base  (/^.47^)» 
ou  peut  exprimer  son  volume  V  en  fonciion  de  sa  hauteur 


Fig.  476. 


ll 

jC      D     F        0  ¥ 


DF  =  h  et  du  rayon  R  de  la  sphère.  On  a  d'abord,  d'?iprès  la 
formule  précédente, 


b  2 


D'ailleurs  (223^, 
d'où 


BF    r=rA(2R—  /2), 

Vrzzi7rA^-i--7rA2(2R— A) 

6  2        ^ 


ou,  en  simplifiant, 

On  peut  trouver  directement  cette  formule,  en  regardant  le 
segment  à  une  base  comme  la  somme  ou  la  différence  du 
secteur  sphérique  terminé  à  la  même  calotte  sphérique  et  du 
cône  de  révolution  qui,  ayant  la  même  base  que  le  segment, 
a  son  sommet  au  centre  de  la  sphère.  Le  segment  sphérique 
est  la  somme  ou  la  différence  des  deux  volumes  indiqués,  sui- 
vant  qu'il  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  la  demi-sphère. 

Dans  le  second  cas  l/îg,  47^),  on  a 

Vr=^7rR'A-^7:BF'(R-A); 
dans  le  premier  (même  figure), 

V^IttR^A  4-^TrBF'(//-R). 
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Ces  deux  formules  sont  identiques,  puisque  BF  a  toujours 
la  même  expression;  et,  en  les  simplifiant,  on  retrouve  la  for- 
mule (  I  ). 

THÉORÈME. 

868.  Le  volume  d'une  pyramide  sphérique  a  pour  mesure 
le  produit  de  sa  base  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère. 

Une  pyramide  sphérique  est  la  portion  du  volume  de  la 
sphère  comprise  entre  les  faces  d'un  angle  pqlyèdre  dont  le 
sommet  est  au  centre  de  la  sphère;  le  polygone  sphérique 
correspondant  à  cet  angle  polyèdre  est  la  base  de  la  pyramide. 
Deux  pyramides  sphériquessont  àii^s symétriques  lorsqu'elles 
ont  pour  bases  des  polygones  sphériques  symétriques. 

On  appelle  onglet  la  portion  du  volume  de  la  sphère  com- 
prise entre  deux  demi-grands  cercles  CAC,  CBC  [Jig.  4^4)  '  ^^ 
fuseau  C'ACBC  est  la  base  deTongiet,  elson  angleesl  Vanglfi 
de  l'onglet. 

On  démontre  que  : 

i""  Deux  pyramides  sphériques  triangulaires  symétriques 
sont  équivalentes  (844)  ; 

2"  Si  Von  prend  pour  unité  d'angle  V angle  droit,  et  pour 
unité  de  volume  la  pyramide  trirectangle  qui  est  le  huitième 
du  volume  de  la  sphère,  un  onglet  a  pour  mesure  le  double  du 
nombre  qui  mesure  son  angle  (846)  ; 

3«  Dans  le  même  système  d'unités,  le  volume  d'une  pyramide 
sphérique  triangulaire  a  pour  mesure  le  nombre  A  +  B  4-  C  —  2, 
A,  B,  C  étant  les  mesures  des  angles  du  triangle  sphérique  qui 
sert  de  base  à  la  pyramide  (847). 

Il  résulte  de  là  que  le  rapport  du  volume  d'une  pyramide 
sphérique  triangulaire  à  l'aire  de  sa  base  est  égal  au  rapport 
de  la  pyramide  sphérique  trirectangle  au  triangle  trirectangle  ; 
mais  ce  dernier  rapport  est  égal  à  celui  du  volume  de  la  sphère 
à  son  aire,  c'est-à-dire  au  tiers  du  rayon.  Donc  le  volume 
de  la  pyramide  sphérique  triangulaire  est  égal  au  produit  de 
sa  base  par  le  tiers  du  rayon;  et  ce  théorème  s'étend  à  la 
pyramide  sphérique  polygonale,  en  décomposant  sa  base  en 
inangles. 
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§  VIL  -  GÉNÉRALITÉS  SUR  LES  SURFACESo 

DÉFINITIONS. 

869.  Une  surface  est  le  lieu  des  positions  successives  d'une 
ligne  qui  change  de  position  et  même  de  forme,  suivant  une 
loi  déterminée  et  continue.  Le  plus  souvent  on  règle,  au 
moins  en  partfe,  le  mouvement  de  celte  ligne,  qu'on  nomme 
génératrice,  en  l'astreignant  à  rencontrer  sans  cesse  certaines 
lignes  fixes  qu'on  appelle  directrices. 

Voici  des  exemples  : 

1°  Une  surface  conique  est  le  lieu  des  positions  successives 
d'une  droite  A, SA  [fg,  477)  qui  passe  toujours  par  un  point 
iixe  S  et  qui  s'appuie  sur  une  ligne  fixe  AMB  plane  ou  gauche. 
Ici  la  génératrice  est  constante  de  forme,  c'est  une  droite,  et 
l'une  des  directrices  se  réduit  à  un  point  S  qu'on  nomme 
sommet.  Une  surface  conique  a  deux  nappes  SAiB,,SAB,  sé- 
parées par  le  sommet. 


Fig.  477. 


Fig.  478. 


l'Anne  surface  cflindrique  est  le  lieu  des  positions  succes- 
sives d'une  droite  AA'  qui  s'appuie  sur  une  ligne  fixe  ABC  et 
reste  parallèle  à  une  direction  donnée  [fig-  47^)-  Une  surface 
cylindrique  peut  être  considérée  comme  la  limite  d'une  sur- 
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face  conique  dont  le  sommet  s'est  éloigné  indéfiniment  dans 
la  direction  donnée;  ou,  plus  brièvement,  c'est  une  surface 
conique  dont  le  sommet  est  à  Tinfini  dans  une  certaine  di- 
rection. 

3^  Une  surface  de  révolution  est  le  lieu  des  positions  suc- 
cessives d'une  ligne  MNP  qui  tourne  autour  d'une  droite 
fixeXYà  laquelle  elle  est  invariablement  liée  [fig,  ^^ç)).J)^x\s 
ce  mouvement,  tout  point  M  de  la  génératrice  MNP  décrit 
une  circonférence  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  XY, 
et  dont  le  centre  0  est  sur  cet  axe;  d'après  cela,  toutes  les 
sections  faites  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  sont 
des  cercles  :  ces  cercles  M.MM,,  N,NN2,  PiPP.,. . .  sont  les 
parallèles  de  la  surface.  On  appelle  méridiens  les  sections  faites 
dans  la  surface  par  des  plans  passant  par  l'axe  XY  ;  deux  méri- 
diens quelconques  M,N,P„  M2N2P2  sont  des  lignes  superpo- 
sables:  car,  si  l'on  fait  tourner  le  plan  XOPt  de  l'angle  P.OPa, 
de  manière  à  amener  le  point  P,  sur  le  point  P2,  les  points 
M,,  N,,.  . .  arriveront  respectivement  sur  M2,N2,. .  .,  attendu 
que  les  angles  M.  0M2,N,0N.,,.,.,P,0P,,  sont  égaux,  comme 
angles  plans  d'un  môme  dièdre. 

Fis-  479. 


Toute  courbe  tracée  sur  une  surface  de  révolution  peut 
être  prise  pour  génératrice  de  cette  surface;  le  plus  souvent 
on  choisit  pour  génératrice  la  courbe  méridienne.  Nous  avons 
déjà  étudié  trois  surfaces  de  révolution  :  la  surface  conique 
de  révolution  dont  le  méridien  est  une  droite  qui  rencontre 
l'axe,  la  surface  cylindrique  de  révolution  dont  le  méridien 
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est  une  droite  parallèle  à  l'axe,  et  la  sphère  dont  le  méridien 
est  une  circonférence  ayant  son  centre  sur  Taxe. 

Les  surfaces  de  révolution  admettent  un  second  mode  de 
génération  fort  remarquable  :  on  peut  les  considérer  comme 
le  lieu  des  positions  d'un  cercle  dont  le  centre  parcourt  l'axe 
fixeXY,  dont  le  pian  reste  perpendiculaire  à  cet  axe,  et  dont 
le  rayon  varie  suivant  une  loi  telle,  que  le  cercle  rencontre 
sans  cesse  un  méridien  ou  toute  autre  courbe  tracée  sur 
la  surface.  C'est  ce  cercle,  variable  de  grandeur  et  de  position, 
qui  est  alors  la  génératrice^  et  le  méridien  ou  la  courbe  fixe 
considérée  sur  la  surface  qui  est  la  directrice, 

THÉORÈME. 

870.  1°  Les  sections  d'une  surface  cylindrique,  par  deux 
plans  parallèles^  sont  égales, 

2^  Les  sections  d'une  surface  conique^  par  deux  plans  pa- 
rallèles,  sont  semblables. 

En  effet  : 

1"* Soient  la  surface  cylindrique  AA'  et  deux  sections  ABC, 
A'B'C,  faites  par  deux  plans  parallèles  (/g*.  478).  Prenons 
quatre  points  A,  B,  C,  M,  sur  la  première  section,  et  menons 
les  génératrices  AA',  BB',  CC,  MM',  qui  rencontrent  la  se- 
conde section  en  A',  B',  C,  M',  Les  quadrilatères  ABCM, 
A'B'C'M'  sont  superposables  comme  bases  opposées  d'un 
prisme  quadrangulaire.  D'après  cela,  si  l'on  transporte  le  plan 
de  la  seconde  section  sur  celui  de  la  première,  dès  que  les 
trois  points  A',  B',  C  seront  appliqués  sur  leurs  correspon- 
dants A,  B,  C,  tout  point  M'  de  la  seconde  section  coïncidera 
avec  son  correspondant  M  de  la  première. 

La  section  A'B'C  peut  être  considérée  comme  la  projec- 
tion obliqu'.  (586)  de  ABC;  on  peut  donc  encore  énoncer  ce 
théorème  delà  manière  suivante  :  Une  courbe  plane  quelconque 
est  égale  à  sa  projection  oblique  [ou  orthogonale)  sur  un  plan 
parallèle  au  sien, 

2"  Soient  la  surface  conique  SAMB  et  deux  sections  AMB, 
A' MB',  faites  par  deux  plans  parallèles  [Jig,  477)-  Menons 
par  le  sommet  une  droite  quelconque  SOO'  qui  rencontre  les 
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deux  plans  en  0  el  0',  et  projetons,  parallèlement  à  SOO',  la 
première  section  AMB  sur  le  plan  de  la  seconde;  cette  projec- 
tion amb  étant  égale  à  AMB  {i%  la  proposition  sera  démontrée 
si  nous  prouvons  que  amb  etA'M'B'  sont  homothétiques.  Or, 
SMM'  étant  une  génératrice  quelconque  de  la  surface,  les 
droites  OM  et  O'M'  sont  parallèles,  et  Ton  a 


CM         SO 

79 


O'  M'       80' 

ou,  en  observant  que  la  projection  m  de  M  est  située  sur 
O^M'  et  queO'mr^OM, 

O'm  _  SO 
0'M'~"  SO' 

Le  second  membre  de  cette  égalité  ayant  une  valeur  indépen- 
dante de  la  position  du  point  M' sur  la  courbe  A' M' B',  les 
courbes  amb  et  A' M'  B'  sont  homothétiques. 

SCOLIES. 

871.  On  nomme  section  droite  d'une  surface  cylindrique  la 
section  faite  par  un  plan  perpendiculaire  aux  génératrices. 

Un  cylindre  est  le  corps  compris  entre  une  surface  cylin- 
drique et  deux  sections  planes  parallèles.  Ces  sections  sont 
les  bases  du  cylindre,  et  la  distance  de  leurs  plans  parallèles 
est  la  hauteur  de  ce  corps.  Le  cylindre  est  droit  ou  oblique, 
suivant  que  ses  génératrices  sont  perpendiculaires  ou  obliques 
au  plan  de  la  base.  Le  cylindre  droit  à  base  circulaire  n*esl 
autre  que  le  cylindre  de  révolution  étudié  dans  le  §  L 

Uaire  latérale  d'un  cylindre  quelconque  est  égale  au  pro^ 
duit  de  son  arête  par  le  périmètre  de  sa  section  droite. 

Le  volume  d'un  cylindre  quelconque  est  égal  au  produit  de 
sa  base  par  sa  hauteur. 

On  arrive  à  ces  théorèmes  en  considérant  le  cylindre  comme 
la  limite  d*un  prisme  inscrit,  lorsque  les  côtés  de  la  base  po- 
lygonale tendent  vers  zéro. 

Les  théorèmes  relatifs  au  prisme  tronqué,  démontrés  aux  n^'^TIO,  720, 
722,  723,  sont  de  même  applicables  au  cylindre  tronqué. 


220  GfiOiMÉTRlE    DANS    l'fSPACE. 

872.  Un  cône  est  le  corps  compris  sous  une  surface  conique 
limitée  d'une  pari  à  son  sommet  et  de  l'autre  à  une  section 
plane,  qui  prend  le  nom  de  hase;  la  hauteur  du  cône  est  la 
distance  du  sommet  au  plan  de  la  base.  Un  cône  à  hase  circu- 
laire est  droit  ou  oblique  suivant  que  la  projection  orthogo- 
nale du  sommet  sur  le  plan  de  la  base  coïncide  ou  non  avec 
le  centre  du  cercle.  Le  cône  circulaire  droit  n'est  autre  que 
le  cône  de  révolution  étudié  au  §  II. 

Le  volume  d'un  cône  quelconque  est  égal  au  tiers  du  produit 
de  sa  hase  par  sa  hauteur. 

On  arrive  à  ce  théorème  en  considérant  le  cône  comme  la 
limite  d'une  pyramide  inscrite,  lorsque  les  côtés  de  la  base 
polygonale  tendent  vers  zéro. 

THÉORÈME. 

873.  Dans  un  cône  ou  dans  un  cylindre ,  le  plan  SNT,  déter- 
miné par  une  génératrice  SN  et  par  la  tangente  NT  menée  à 
une  courbe  X^^  située  sur  la  surface,  au  point  N  oà  cette 
courbe  rencontre  la  génératrice,  est  le  même,  quelle  que  soit 
la  courbe  considérée  [fig-  4^^  )• 

Fig.  48o. 


Il  suffit  de  prendre  une  seconde  courbe  CMD  sur  la  surface, 
coupant  la  génératrice  SN  au  point  M,  et  de  prouver  que  le 
plan  SNT  renferme  la  tangente  MR  menée  par  le  point  M  à 
cette  courbe.  Or  le  plan  NSN'  mené  par  la  génératrice  SMN 
et  une  génératrice  voisine  SM'N'  a  pour  limite  SNT,  puisque 
la  corde  NN'  tend  vers  la  tangente  NT.  D'ailleurs,  quand  N' 
vient  en  N,  M'  vient  en   M,  et  les  sécantes  NN',  MM'  de- 
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viennent  en  même  temps  les  tangentes  NT  et  MR;  comme  les 
sécantes  MM'  NN'  sont  sans  cesse  contenues  dans  le  plan 
SNN',  on  voit  que  le  plan  SNÏ  renferme  la  tangente  MR. 

Ce  plan  SNT  est  dit  le  plan  tangent  au  cône  ou  au  cfUndre 
suivant  la  génératrice  SN. 

Corollaire. 

87/t.  En  supposant  que  la  courbe  ANB  soit  plane,  on  arrive 
à  ce  théorème  :  La  tangente  JNT  à  la  projection  ou  à  la  per- 
spective ANB  d'une  courbe  CMD  est  la  projection  ou  la  per- 
spective de  la  tangente  MR  à  cette  courbe  (586). 

Ce  corollaire  souffre  toutefois  une  exception,  lorsque  la  tan- 
gente de  l'espace  est  elle-même  une  des  droites  projetantes. 
La  projection  ou  la  perspective  de  la  tangente  se  réduit  alors 
à  un  point,  tandis  que  la  tang'ente  de  la  projection  ou  de  la 
perspective  est  une  droite  bien  déterminée  ;  c'est  la  trace,  sur 
le  plan  de  projection,  du  plan  tangent  au  cylindre  ou  au  cône 
projetant,  suivant  la  génératrice  qui  coïncide  avec  la  tangente 

de  l'espace. 

THÉORÈME. 

875.  Dans  le  cône  oblique  à  base  circulaire,  toute  section 
anti-parallèle  à  la  base  est  un  cercle. 

Soit  [Jig.  4^i)  S  le  sommet  d'un  cône  oblique  ayant  pour 
base  le  cercle  0.  On  nomme  plan  principal  le  plan  SAB  mené 
par  la  droite  qui  joint  le  sommet  S  au  centre  0  de  la  base, 
perpendiculairement  au  plan  de  cette  base;  on  dit  qu'un  plan 
CMD  est  anti-parallèle  à  la  base,  lorsqu'il  est  perpendiculaire 
sur  le  plan  principal  SAB  et  que  sa  trace  CD  sur  ce  plan  prin- 
cipal est  anli-parallèle  à  AB  par  rapport  à  l'angle  ASB  (189).  Il 
s'agit  de  prouver  que  la  section  CMD  est  un  cercle. 

Par  un  point  quelconque  M  de  la  section,  menons  un  plan 
parallèle  à  la  base;  ce  plan  coupera  le  cône  suivant  un  cercle 
A'MB'  (870)  décrit  sur  A'B'  comme  diamètre,  et  le  plan  CMD 
suivant  une  droite  MP  perpendiculaire  au  plan  principal  (561). 
Or,  dans  le  cercle  A' MB',  on  a  (223) 

MP'^PA'.PB'. 
D'ailleurs,  les  triangles  PCA',  PDB'  sont  semblables  comme 
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ayant  leurs  angles  égaux  ;  ils  donnent 


Donc 


PA'        PC 

TiypF'     ^^^^     PA'.PB'zz:PC.PD. 


MP   =:PC.PD 


et,  par  suite  (223),  le  point  M  appartient  à  un  cercle  décrit 
sur  CD  comme  diamètre. 

Fig.  481. 


A''/                     lu 

.  / 

A       — A" 

AV 

876.  RÉCIPROQUEMENT,  il/iy  a  que  les  sections parnllèles et  lessectiom 
anti-parallèles  à  la  base  qui  soient  des  cercles. 

En  effet,  considérons  une  section  circulaire  GMD  non  parallèle  à  la  base 
et  soit  [flg.  481)  RR'  la  trace  de  son  plan  sur  le  plan  de  la  base;  du 
centre  0,  abaissons  sur  RR'  la  perpendiculaire  OQ  qui  rencontre  la  circon- 
férence de  base  en  A  et  B;  menons  les  génératrices  SA,  SB,  et  les  tan- 
gentes AK  et  BLqui  sont  évidemment  parallèles  à  QR.  Les  plans  SAK,  SBL, 
tangents  au  cône,  couperont  le  plan  MRR'  suivant  deux  droites  CG  et  Dh', 
tangentes  au  cercle  GMD  et  parallèles  à  RR';  par  suite,  la  droite  DCQsera 
perpendiculaire  à  RR',  et  l'on  conclut  de  là  que  les  cercles  AB  et  CD  sont 
perpendiculaires  au  même  plan  SAB  qui  passe  par  leurs  centres  et  par 
le  sommet  du  cône.  D'ailleurs,  en  menant  la  section  B'MA'  parallèle  à  la 
base,  on  a 


MP 


=  PA'.PB',     MP    =PG.PD,     d'où    PA'.PB'=PC.PD. 


Les  triangles  PA'G,  PDB'  sont  donc  semblables,  et  les  angles  DB'A', 
DCA'  sont  égaux,  de  sorte  que  CD  est  anti-parallèle  à  AB. 

Corollaires. 

877.  La  môme  propriété  subsiste  pour  le  cylindre  oblique  à  base  cir* 
culaire. 


LIVRE   VU.     —    LES    CORPS    RONDS.  223 

878.  Deux  sections,  Viine  k^^parallèlc.  Vautre  CD  anti-parallèle  à  la 
hase  d^un  cône  oblique  h  hase  circulaire,  sont  toujours  situées  sur  une 
même  sphère  ;cdiV  les  deux  sections  circulaires  A,  B,  et  CD  [fig.  482)  doivent 
(875)  être  perpendiculaires  à  un  même  plan  SAB  passant  par  leurs 
centres,  et  le  quadrilatère  AjB,DC  situé  dans  ce  plan  doit  être  inscrip- 
tible  ;  les  cercles  A,  B,  et  CD  sont  donc  sur  la  sphère  dont  le  grand  cercle 
passe  par  les  quatre  points  A,,  B,,  C,  D. 

Inversement,  par  deux  cercles  A,  B,  ^^  CD  placés  sur  la  surface  d'une 
sphère,  on  peut  toujours  faire  passer  deux  cônes.  —  En  effet,  soient 
[fg,  482)  A,B,DG  une  section  passant  par  le  centre  de  la  sphère  et  par 
les  centres  des  deux  cercles,  et  A,B,,  CD  les  diamètres  de  ces  cercles, 
déterminés  par  la  section  A, B,CD;  les  plans  de  ces  cercles  seront  per- 
pendiculaires au  plan  sécant  A,B,CD.  Or,  si  l'on  mène  les  droites  A  C 
et  B,D,leur  point  de  concours  S  sera  le  sommet  d'un  cône  ayant  pour 
base  le  cercle  AjB,  et  passant  par  les  points  C  et  D.  Mais  l'angle  DCS  est 
égal  à  l'angle  A,  B,  S  :  donc  la  section  CD  faite  dans  le  cône  par  un  plan 
perpendiculaire  à  A,B, DG  sera  un  cercle  ayant  CD  pour  diamètre;  donc 
ce  cercle  se  confond  avec  le  cercle  CD  de  la  sphère.  Il  y  a  un  second  cône 
qui  coupe  la  sphère  suivant  les  mêmes  cercles  A,B,  et  CD  ;  son  sommet 
est  à  l'intersection  S'  des  deux  diagonales  B, C  et  AjD.  Ces  deux  cônes 
peuvent,  dans  certains  cas,  dégénérer  en  cylindres. 

879.  Il  résulte  encore  des  considérations  précédentes  que,  lorsqu'un 
cône  S  pénètre  dans  une  sphère  suivant  un  cercle  A,  B, ,  //  en  sort  suivant 
un  second  cercle  CD. 

880.  Dans  un  cône  oblique  à  base  circulaire,  les  centres  des  sections 
parallèles  à  la  base  sont  distribués  sur  une  même  droite  passant  par  le 
sommet;  les  centres  des  sections  anti-parallèles  à  la  base  sont  aussi  placés 
sur  une  seconde  droite  passant  par  le  sommet.  Il  importe  de  connaître 
•la  situation  respective  de  ces  deux  droites. 

Soit  SAB  la  section  principale  du  cône  dont  la  base  est  le  cercle  décrit 
sur  AB  comme  diamètre.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  ASB  (fio-,  433) 
est  un  grand  cercle  de  la  sphère  qui  contient  le  cercle  AB  et  le  sommet  S 
du  cône.  La  tangente  SG  au  cercle  SAB  est  la  trace  sur  SAB  du  plan 
taïigent  à  la  sphère  en  S,  et  ce  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan 
SAB  de  la  figure;  d'ailleurs,  la  droite  SG  est  anti-parallèle  à  AB,  à  cause 
de  régalité  des  angles  BAS,  BSG.  Donc  le  plan  tangent  SG  est  parallèle 
aux  plans  des  sections  anti-parallèles  à  la  base  AB,  et  la  question  se  ré- 
duit à  trouver  le  centre  d'une  section  quelconque  parallèle  à  ce  plan  tan- 
gent. Nous  choisirons  celle  qui  passe  par  le  point  dç  concours  T  des  tan- 
gentes en  A  et  enB  au  cercle  ASB,  c'est-à-dire  parle  sommet  Tdu  cône  qui 
est  circonscrit  à  la  sphère  suivant  le  cercle  AB.  En  menant  par  le  point  T 
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la  parallèle  GTD  à  SG,  on  aura  le  diamètre  de  cette  section.  Or  il  est  aisé 
de  voir  que  le  point  T  en  est  précisément  le  centre,  c'est-à-dire  que  le 

Fig.  483. 


il 


\\ 


point  T  est  le  milieu  de  CD.  En  effet,  l'angle  TBD,  égal  à  SBK,  a  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  SIB  ;  l'angle  TDB,  alterne-interne  de  BSG,  a  la 
môme  mesure;  donc  le  triangle  TBD  est  isocèle  et  l'on  a  TD  =  TB.On  voit 
pareillement  que  TC=  TA  ;  par  suite,  comme  TA  =  TB  (158),  on  a 
TC  —  TD.  Ainsi,  le  lieu  des  centres  des  sections  anti- parallèles  à  la  base 
AB  est  la  droite  ST,  qui  joint  le  sommet  S  au  sommet  T  dhin  cône  auxi- 
liaire circonscrit,  suivant  le  cercle  AB,  à  la  sphère  déterminée  par  ce 
cercle  et  par  le  sommet  S  du  cône  primitij. 

THÉORÈME. 

881.  Le  lieu  des  tangentes,  menées  par  un  point  d'une  surface  aux  di- 
verses courbes  que  ïon  peut  tracerpar  ce  point  sur  la  surface,  est  un  plan. 

Soient  M  le  point  donné,  AMA'  une  section  plane  passant  par  ce  points  et 
BB',CG',. . .  des  sections  voisines  faites  par  des  plans  parallèles  au  pre- 
mier [fig.  484).  Si  l'on  prend  sur  ces  courbes  les  points  P,  Q, . . .,  où  la 
tangente  est  parallèle  à  MT,  on  obtiendra  une  courbe  continue  MPQ, . . . , 
située  sur  la  surface.  Soit  MU  la  tangente  à  cette  courbe  au  point  M;  tout 
se  réduit  à  prouver  que  le  plan  TMU  renferme  la  tangente  MV  à  une 
courbe  quelconque  MG  tracée  par  M  sur  la  surface. 

Or,  soit  M'  le  point  où  la  courbe  MG  rencontre  la  section  BPB'; 
menons  les  cordes  MP,  MM',  et  projetons,  parallèlement  à  MP,  sur  le  plan 
de  la  première  section  AMA',  la  section  BPB';  la  courbe  MM,  B^  ainsi 
obtenue  sera  tangente  en  M  à  MT.  En  effet,  la  tangente  à  la  projec- 
tion MMj  B,  doit  être  la  projection  de  la  tangente  PS  à  la  courbe  de  l'es- 
pace BPB'  (874),  et  la  projection  de  PS,  parallèlement  à  MP,  est  précisé- 
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ment  MT,  puisque,  par  hypothèse,  PS  et  MT  sont  parallèles.  Cela  étant, 
si  Mj  est  la  projection  de  M',  le  plan  M,MP  des  deux  cordes  MM^  et  MF 

Fig.  484. 


renferme  sans  cesse  la  corde  MM';  par  suite,  la  tangente  MV  sera  con- 
tenue dans  le  plan  limite  de  M,MP;  or  ce  plan  n'est  autre  que  TMU, 
puisque  les  cordes  MMj  et  MP  ont  respectivement  pour  limites  les  tan- 
gentes MT  et  MU; 

Ce  plan,  lieu  des  tangentes  aux  diverses  courbes  que  Ton  peut  mener 
par  le  point  M  sur  la  surface,  prend  le  nom  de  plan  tancent  de  la  surface 
au  point  M. 

SCOLIES. 

882.  La  normale  à  une  surface  au  point  M  est  la  perpendiculaire  au 
plan  tangent  en  ce  point. 

883.  Le  plan  tangent  en  un  point  d'une  surface  est  déterminé  par  les 
tangentes  à  deux  courbes  quelconques  menées  par  ce  point  sur  la  surface. 

884.  Dans  toute  surface  réglée,  c'est-à-dire  engendrée  par  une  ligne 
droite,  le  plan  tangent  en  un  point  contient  la  génératrice  qui  passe  par 
ce  point;  il  est  alors  déterminé  par  cette  génératrice  et  par  la  tangente 
à  une  courbe  quelconque  menée  par  ce  point  sur  la  surface.  Ce  plan 
tourne  en  général  autour  de  la  génératrice.  Il  est  pourtant  une  classe  do 
surfaces  réglées,  pour  lesquelles  le  plan  tangent  est  le  même  tout  le  long 
de  la  gén^atrice,  comme  cela  arrive  (873)  pour  les  cônes  et  les  cylin- 
dres. Ces  surfaces  sont  dites  développahles,  tandis  qu'on  appelle  gauches 
les  surfaces  réglées  qui  ne  jouissent  pas  de  cette  propriété.  Les  surfaces 
développables  sont  ainsi  nommées,  parce  qu'on  peut  les  étendre  sur  un 
plan  sans  les  déchirer  ni  les  replier.  Considérons,  en  effet,  une  surface 
telle  que  les  plans  tangents  soient  les  mêmes  le  long  de  chaque  généra- 
trice, c'ést-à-dire  ne  changent  qu'en  passant  d'une  génératrice  à  l'autre  : 
l'ensemble  des  plans  tangents,  suivant  les  diverses  génératrices,  formera 
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une  surface  polyédrique  circonscrite,  qui  a  pour  limite  la  surface  consi- 
dérée. Or  cette  surface  polyédrique  peut  être  étendue  sur  un  plan,  en 
faisant  tourner  chaque  face  plane  autour  d'une  arête,  de  manière  à  la 
rabattre  sur  le  plan  de  la  face  précédente  ;  et,  comme  cette  propriété  a 
lieu,  quelque  rapprochées  que  soient  les  génératrices,  il  en  est  de  même 
à  la  limite  pour  la  surface  considérée. 

885.  Le  plan  tangent  à  une  surface  peut  laisser  la  surface  tout  entière 
d'un  seul  côté;  il  y  a  alors  un  point  de  contact  unique  ou  une  ligne  de 
contact;  le  premier  cas  se  présente,  par  exemple,  pour  la  sphère,  le 
second  pour  le  cylindre  et  le  cône  à  base  circulaire.  Le  plan  tangent  peut 
aussi  couper  la  surface,  et  la  section  est  alors  une  courbe  à  nœud  :  c'est 
ce  qui  arrive,  par  exemple,  en  un  point  de  la  gorge  d'une  poulie. 

886.  Enfin  nous  devons  observer  que  le  théorème  précédent  (881) 
cesse  parfois  d'être  vrai  en  certains  points  singuliers,  tels  que  le  sommet 
d'un  cône;  en  ce  point,  le  lieu  des  tangentes  forme,  non  pas  un  plan, 
mais  la  surface  conique  proposée.  Il  en  est  de  même  au  point  d'une 
surface  de  révolution  situé  sur  l'axe,  lorsque  la  méridienne  rencontre 
cet  axe  sous  un  angle  différent  de  90  degrés.  Ajoutons  cependant  que,  si 
un  point  décrit  sur  la  surface  d'un  cône  une  courbe  bien  déterminée  et 
aboutissant  au  sommet,  le  plan  tangent  au  cône  en  chacune  des  positions 
du  mobile  sur  sa  trajectoire  est  parfaitement  déterminé,  et  il  l'est  encore 
au  moment  où  le  mobile  atteint  le  sommet  du  cône;  c'est  le  plan  tangent 
suivant  la  génératrice  qui  touche  au  sommet  la  courbe  considérée. 

THÉORÈME. 

887.  Le  plan  tangent  en  un  point  M  cVune  surjace  de  révolution  est 
perpendiculaire  au  plan  méridien  ZOM  qui  passe  par  le  point  de  contact 

[fig,  485). 

Fig.  485. 


En  effet,  le  plan  tangent  en  M  contient  la  tangente  MT  au  parallèle 
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OM,  et  cette  tangente  MT  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  ZOM, 
comme  étant  à  angle  droit  sur  les  deux  droites  OM  et  OZ  de  ce  plan. 

Corollaires. 

888.  La  normale  MS  à  la  surface  au  point  M  est  contenue  dans  le  plan 
méridien  ZOM  (882).  Le  point  S,  où  elle  rencontre  Taxe  ZZ,,  est  d'ailleurs 
le  môme  pour  toutes  les  normales  qui  répondent  aux  divers  points  d'un 
même  parallèle  ;  d'où  l'on  conclut  que  les  normales  menées  à  une  surface 
de  révolution  par  les  divers  points  dhin  parallèle  forment  un  cône  de 
révolution  qui  a  son  sommet  S  sur  Vaxe  de  la  surjace.  Les  tangentes  aux 
différents  méridiens  en  des  points  situés  sur  une  même  parallèle  forment 
aussi  un  cône  de  révolution  qui  est  circonscrit  à  la  surface  et  qui  a  son 
sommet  S,  sur  Vaxe  de  cette  surface.  L'angle  S,  M  S,  qui  mesure  l'angle 
des  plans  tangents  aux  deux  cônes  au  point  M,  est  droit;  les  deux  cônes 
sont  donc  orthogonaux. 

THÉORÈME. 

889.  Quatre  plans  tangents  à  une  surface  gauche ,  menés  par  une 
même  génératrice ,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  de  leurs 
quatre  points  de  contact. 

En  effet,  soient  G  une  génératrice  d'une  surface  gauche  (884),  et  A,  B, 
C,  D  les  plans  qui  touchent  cette  surface  respectivement  aux  pomts  «,  ^, 
c,  d  de  cette  génératrice.  Considérons  quatre  courbes  fixes  <7a,  b^^  cy, 
do^  tracées  à  volonté  sur  la  surface  et  passant  respectivement  par  les 
points  ^,  h^  c^  d\  désignons  par  a\  b\  c\  d'  les  points  où  ces  courbes 
rencontrent  une  génératrice  G'  voisine  de  la  génératrice  G,  et  menons  les 
cordes  aa\  bb',  ce',  dd'.  Le  faisceau  des  quatre  plans  Gaa\  Gbù\  G  ce', 
Gdd'j  étant  coupé  par  la  transversale  G'  aux  points  a\  b\  c',  d\  le  rap- 
port anharmonique  de  ces  quatre  points  est  égal  à  celui  des  quatre  plans. 
Cette  propriété  ayant  lieu,  quelle  que  soit  la  position  de  G'  sur  la  surfac(% 
subsiste  quand  G'  vient  se  confondre  avec  G  ;  mais  alors  les  points  «',  b\ 
c\  d'  se  confondent  avec  «,  ^,  c,  c/,  elles  plans  Gaa\  Gbb\  Gcc',  Gdd 
deviennent  les  plans  tangents  A,  B,  G,  D,  puisque  les  cordes  aa\  bb\ 
cc\  dd'  ont  pour  limites  les  tangentes  en  a,  b,  c,  d,  aux  courbes  ^a, 
bp,  6'7,  d^.  Donc  le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  tangents  A, 
B,  C,  D  est  égal  à  celui  de  leurs  points  de  contact  a,  b^  c,  d. 


Corollaires. 

890.  La  relation  (727) 

en 

da      sin  GA 

sin  DA 

Tb' 

smCB 

sinDB 
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qui  est  la  traduction  analytique  du  théorème  précèdent,  permet  de  déter- 
miner le  plan  D  qui  touche  la  surface  en  un  point  donné  quelconque  d 
de  la  génératrice  G,  dès  qu'on  connaît  les  plans  tangents  A,  B,  C  en  trois 
points  donnés  «,  Z>,  c  de  cette  génératrice. 

891.  On  dit  que  deux  surfaces  gauches  S  et  S',  qui  ont  une  génératrice 
commune  G,  se  raccordent  suivant  cette  génératrice,  lorsqu'elles  se  tou- 
chent en  tout  point  de  cette  ligne. 

Deux  surfaces  gauches  S  et  S'  se  raccordent  suivant  une  génératrice 
commune  G  dès  qu^ elles  se  touchent  en  trois  points  /?,  /;,  c  de  cette 
génératrice. 

En  effet,  soient  d  un  point  quelconque  de  la  génératrice  G  ;  D  et  D'  les 
plans  qui  touchent  respectivement  au  point  d  les  surfaces  S  et  S';  enfin, 
A,  B,  G  les  plans  tangents  communs  en  a^  bj  c.  Les  rapports  anharmo- 
niques  des  deux  systèmes  de  quatre  plans  (A,  B,  G,  D),  (A,  B,  G,  D')  sont 
égaux  entre  eux,  puisque,  d'après  le  théorème  précédent,  chacun  d'eux 
est  égal  à  celui  des  quatre  points  «,  6,  r,  d.  Donc  les  plans  D  et  D'  coïn- 
cident, et  les  deux  surfaces  S  et  S'  se  touchent  en  un  point  quelconque  d 
de  la  génératrice  commune. 

G'est  surtout  en  étudiant  la  Géométrie  descriptive  qu'on  comprendra 
l'importance  de  ce  principe  fondamental. 


§  VIII.  -  APPENDIGE. 
L  ~  Théorème  de  Guldin. 

892.  L'importante  proposition  connue  sous  ce  nom  se  trouve  indiquée 
dans  Pappus  (fin  du  iv®  siècle).  Elle  a  été  ensuite  retrouvée  par  Guldin 
(commencement  du  xiv*'  siècle). 

THÉORÈME. 

893.  L'aire  engendrée  par  une  ligne  brisée  plane  quelconque,  tour- 
nant autour  d\in  axe  extérieur  quelconque  situé  dans  son  plan^  a  pour 
mesure  le  produit  de  la  longueur  de  la  ligne  brisée  par  la  circonférence 
que  décrit  son  centre  de  gravité. 

Nous  savons  que  le  centre  de  gravité  d'une  ligne  brisée  plane  est  le 
centre  des  distances  proportionnelles  des  centres  de  gravité  de  ses  côtés 
(714). 

Si  la  ligne  brisée  se  réduit  à  une  droite  AB,  la  proposition  a  déjà  été 
démontrée  (761  ),  puisque  le  centre  de  gravité  d'une  droite  est  en  son 
milieu  (714). 


LIVRE   VIT. 


LES    CORPS    RONDS. 


22Q 


Soient  maintenant  [fîg,  486)  la  ligne  brisée  plane  quelconque  MNPQR 
tournant  autour  de  l'axe  xy.  Soient  a,  b^  r,  ...  les  longueurs  des  côtes 


de  cette  ligne;  a,  p,  7,  ...  les  distances  des  milieux  A,  B,  C,  ...  de  ses 
côtés  à  l'axe  xy.  L'aire  totale  S,  engendrée  par  la  ligne  brisée  MNPQR, 
étant  la  somme  des  aires  engendrées  par  ses  côtés  MN,  NP, . . . ,  on  aura 
(761) 


S  —  a.ITZVL  H-  A.'iTrS  -+-  c.iTiy  - 


-C'y  - 


,.). 


Si  l'on  désigne  par  z  la  distance  à  l'axe  xy  du  centre  des  distances  pro- 
portionnelles des  points  A,  B,  C,  . . . ,  on  a  (710) 


d'où 

expression  de  l'énoncé. 


S  =  (  rt  -f-  /;  -H  c  -+■ 


z  [a  -{-  b  -\- c  ■ 

).27rz, 


Corollaires. 

894.  Le  théorème  subsiste,  quels  que  soient  le  nombre  et  la  grandeur 
des  côtés  de  la  ligne  brisée,  c'est-à-dire  à  la  limite,  quand  il  s'agit  d'une 
ligne  courbe  en  tout  ou  en  partie.  Le  centre  de  gravité  de  la  ligne  obte- 
nue est  alors  la  position  limite  du  centre  de  gravité  de  la  ligne  polygonale. 
Par  suite,  Paire  engendrée  par  une  ligne  courbe  plane  tournant  autour 
dhin  axe  extérieur  quelconque  situé  dans  son  plan  a  pour  mesure  le 
produit  de  sa  longueur  par  la  circonférence  que  décrit  son  centre  de 
gravité. 

Applications. 

895.  1*"  Quelle  est  r expression  de  l'aire  engendrée  par  une  circonfé- 
rence de  rayon  r,  en  tournant  autour  d'une  droite  xy  de  son  plan  qui 
ne  la  coupe  pas  ? 

Soit  d  la  distance  du  centre  de  cette  circonférence  à  Faxe^j  ;  le  centre 
d'une  circonférence  est  évidemment  son  centre  de  gravité,  car,  dans  la 
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recherche  du  centre  des  moyennes  distances,  on  peut  remplacer  plusieurs 
points  par  leur  centre  particulier  (713),  et  le  centre  qui  correspond  aux 
extrémités  d'un  diamètre  quelconque  est  le  centre  de  la  circonférence. 
L'aire  de  la  surface  engendrée,  qu'on  appelle  tore,  sera  donc 

27rr.  271- <^=:  ^Tz'^rd. 

2°  Trouver  la  position  du  centre  de  gravité  dhine  demi-circonjerence 
de  rayon  r. 

Soit  X  la  distance  du  point  cherché  au  diamètre  qui  termine  la  demi- 
circonférence.  Si  on  la  fait  tourner  autour  de  ce  diamètre,  elle  engen- 
drera une  surface  sphérique-de  rayon  r.  On  devra  donc  avoir  (842) 

ir 
7rr.27Tx    ou     iTï^rx^  ^'Kr^^    d'où    x  =  — <> 


Le  centre  de  gravité  cherché  étant  d'ailleurs,  d'après  une  remarque  pré- 
cédente, situé  sur  le  rayon  perpendiculaire  à  l'axe,  sa  position  est  par- 
faitement déterminée. 

THÉORÈME. 

896.  Le  volume  engendré  par  un  triangle  tournant  autour  d^un  axe 
extérieur  situé  dans  son  plan,  a  pour  mesure  le  produit  de  l'aire  du 
triangle  par  la  circonférence  que  décrit  son  centre  de  gravité. 

Nous  distinguons  trois  cas  : 

i**  L'un  des  cAtés  du  triangle  se  confond  avec  l'axe  (fg.  487). 

Fig.  487. 


a;       B  D    G' 


G      y 


Le  volume  engendré  par  le  triangle  ABC  tournant  autour  de  l'axe  xy  a 
pour  expression  (8o5,  i*') 

iTT.AD'.BG, 

c'est-à-dire,  en  désignant  par  S  l'aire  du  triangle  dont  le  double  est  re- 
présenté par  AD.BC, 

^TT.AD.S. 
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Si  G  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC,  on  a  (715),  pour  la  per- 
pendiculaire GG'  à  l'axe, 

Le  volume  engendré  a  donc  finalement  pour  mesure 

S.2  7r.GG'. 

2"  Le  triangle  n'a  qu'un  sommet  situé  sur  l'axe  [fg,  488), 

Fig.  488. 


AiTf 

'n 

X  B  G'    9'9[  D  y 

Prolongeons  le  côté  AC  jusqu'à  sa  rencontre  avec  l'axe  .rj.  On  a 

vol .  ABC  =  vol .  ABD  —  vol .  CBD. 

Si  g  et  g^  sont  les  centres  de  gravité  des  triangles  ABD  et  CBD,  il  vient 
donc,  d'après  le  premier  cas, 

vol.ABC  =  27T(ABD.g-g'  — GBD.g'.g'',). 

Le  triangle  ABC  étant  la  différence  des  deux  triangles  ABD  et  CBD,  son 
centre  de  gravité  G  est  le  centre  des  distances  proportionnelles  des  points 
g-,  g^ ,  si  l'on  attribue  aux  trois  points  considérés  des  coefficients  propor- 
tionnels aux  aires  des  trois  triangles  correspondants,  en  donnant  à  ces 
coefficients  les  signes  convenables  (716).  On  aura,  par  suite, 

km).gi>'-Cm.g,g\  =ABC.GG'; 
d'où 

vol.ABC-ABC.27rGG'. 

3°  L'axe  est  complètement  extérieur  au  triangle  (fg*  489). 

Les  trois  côtés  du  triangle  ne  pouvant  être  parallèles  à  l'axe,  prolon- 
geons le  côté  AB,  par  exemple,  jusqu'à  sa  rencontre  en  D  avec  l'axe  ^/, 
et  joignons  CD.  On  aura 

vol. ABC  =  vol.ACD  -  vol.BCD, 

c'est-à-dire,  d'après  le  second  cas,  en  désignant  par  g  et  g^  les  centres 
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de  gravité  des  triangles  ACD  et  BC.D, 

vol. APC  -  -iTT  (ACD.^^'  -  BCD.g,g\), 
Le  triangle  ABC,  dont  le  centre  de  gravité  est  G,  étant  la  différence 

Fis,  48 


des  triangles  ACD  et  BCD,  on  a,  comme  ci -dessus, 

ACD.^â^'~BCD.^,^^  =  ABG.GG'; 
d'où  encore 

yoLABC=ABC.2itGG'. 

THÉORÈME. 

807.  Le  volume  engendré  par  un  polygone  tournant  autour  d'un  axe 
extérieur  situé  dans  son  plan  a  pour  mesure  le  produit  de  son  aire  par 
la  circonférence  que  décrit  son  centre  de  gravité. 

Décomposons  le  polygone  donné,  dont  Taire  est  S,  en  triangles  ayant 

pour  aires  t^  t\  t\ Soient  ^,  ^\  S'\ ...  les  distances  des  centres  de 

gravité  de  ces  triangles  à  l'axe,  et  d  la  distance  du  centre  de  gravité  du 
polygone  (716)  au  même  axe.  Le  volume  engendréparle  polygone,  somme 
des  volumes  engendrés  par  les  triangles  qui  le  composent,  est 

Q.7r[te-i-t'S'-ht''^"-h  ...). 

Mais,  d'après  les  propriétés  du  centre  des  distances  proportionnelles, 
la  parenthèse  est  égale  à  S,d.  Par  suite,  le  volume  cherché  a  pour  ex- 
pression 

S.2.nd, 

Corollaires. 

898.  Le  théorème  subsiste,  quels  que  soient  le  nombre  et  la  grandeur 

des  côtés  du  polygone,  c'est-à-dire  à  la  limite,  quand  le  polygone  ou  une 

partie  du  polygone  devient  une  courbe.  Dans  ce  cas,  le  centre  de  gravité 

de  la  surface  obtenue  est  la  position  limite  du  centre  de  gravité  de  la 
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surface  polygonale.  Par  suite,  le  volume  engendré  par  une  surface  plane 
quelconque  tournant  autour  d'un  axe  extérieur  situé  dans  son  plan  a 
pour  mesure  le  produit  de  son  aire  par  la  circonférence  que  décrit  son 
centre  de  gravité. 

Applications. 

899.  1**  Quel  est  le  volume  du  tore? 

En  conservant  les  notations  du  n*"  895,  ce  volume  a  pour  expression 

T.r'^,ir<d  =  17:^1^  d, 

2*  Trouver  la  position  du  centre  de  gravité  d'un  demi-cercle  de  rayon  r. 
Le  centre  de  gravité  cherché  appartient  évidemment  au  rayon  perpen- 
diculaire au  diamètre  qui  termine  le  demi-cercle  donné.  De  plus,  si  l'on 
fait  tourner  le  demi-cercle  autour  de  ce  diamètre,  il  engendre  une  sphère 
de  rayon  r.  On  a  donc,  en  appelant  x  la  distance  du  centre  de  gravité  à 
l'axe, 

-r^  4       3        r    '  ^^' 

—--•  277.27  =  -7:;%      d  ou      X~7 — • 

La  position  du  point  demandé  est  donc  complètement  déterminée. 

IL  —  Sur  le  maximum  et  le  minimum  des  figures. 

900.  Les  propriétés  qui  font  l'objet  du  §  III  de  l'Appendice  du  IV*  Livre 
ainsi  que  leurs  démonstrations  s'appliquent  aux  figures  sphériques  aussi 
bien  qu'aux  figures  planes.  Toutefois  le  théorème  du  n°  481  et  son  corol- 
laire doivent  alors  être  énoncés  comme  il  suit  : 

Entre  tous  les  triangles  sphériques  construits  avec  deux  côtés  donnés 
AB  et  AC,  le  triangle  maximum  est  celui  dans  lequel  V angle  A  de  ces 
deux  côtés  est  égal  à  la  somme  B  -+-  C  des  deux  autres  [fig.  446)- 

Entre  tous  les  triangles  sphériques  dont  la  somme  AB  -f-  AG  de  deux 
côtés  est  donnée,  le  triangle  maximum  est  celui  dans  lequel  ces  deiuv 
côtés  sont  égaux  et  comprennent  un  angle  A  égal  a  la  somme  B  -h  C  des 
deux  autres. 

Cette  seconde  proposition  se  déduit  de  la  première  par  un  raisonne- 
ment semblable  à  celui  du  n°  482;  il  ne  reste  donc  qu'à  démontrer  la 
première. 

A  cet  effet,  laissons  AB  fixe  ;  le  point  G  sera  alors  astreint  à  rester  sur 
un  cercle  w  ayant  A  pour  pôle  et  pour  rayon  sphérique  la  longueur 
donnée  du  côté  AG.  Par  les  points  E  et  D  symétriques  de  A  et  de  B  par 
rapport  au  centre  de  la  sphère,  imaginons  un  plan;  le  cercle  suivant 
lequel  ce  plan  coupe  la  sphère  rencontre  le  cercle  w  en  deux  points  Gi  et  Gj 
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qui  sont  les  sommets  de  deux  triangles  CiAB,  C2AB  équivalents  (852). 
L'aire  de  ces  triangles  augmente  avec  l'inclinaison  du  plan  du  cercle  sur 
le  plan  EDAB,  c'est-à-dire  à  mesure  que  les  points  Ci  et  C2  se  rapprochent 
l'un  de  l'autre  sur  le  cercle  w  ;  celte  aire  est  donc  maximum  quand  ces 
deux  points  se  confondent,  et  par  suite  le  triangle  maximum  demandé 
est  le  triangle  ABC  obtenu  en  choisissant  le  sommet  G  sur  le  cercle  w 
de  telle  sorte  que  ce  cercle  w  et  le  cercle  circonscrit  au  triangle  DEC 
soient  tangents;  mais  alors  le  pôle  du  cercle  DEC  est  sur  EG  (822)  ;  donc 
on  a  G  =  0,  G  =  7,  E  =  cJ";  et  par  suite  A  —  2  —  E  =  2  —  (^,  C  =  7, 
B  =  2  —  D  =  2  —  ((^  -h  v),  d'où,  enfin,  A  =  B  h-  G. 

901.  On  peut  dire  encore  que  dans  le  triangle  maximum  ABC  construit 
avec  deux  côte's  donnes  AB  et  AC,  le  troisième  côté  CB  est  le  diamètre 
spherique  du  cercle  circonscrit  ;  car,  en  imaginant  l'arc  de  grand  cercle 
qui  partagerait  l'angle  A  en  deux  parties,  l'une  égale  à  B,  l'autre  égale 
à  C,  on  voit  immédiatement,  par  les  deux  triangles  isocèles  dans  lesquels 
cet  arc  décompose  le  triangle  ABC,  que  le  point  où  cet  arc  coupe  BG  est 
équidistant  de  A,  B  et  C,  et  par  suite  est  le  pôle  du  cercle  inscrit  à  ABC. 

THÉORÈME. 

902.  Parmi  tous  les  corps  de  même  aire,  la  sphère  est  celui  qui  a  le  plus 
grand  volume. 

Soit  K  un  corps  ayant  le  volume  maximum  sous  une  aire  donnée,  et  2 
la  surface  qui  le  limite. 

1°  La  surjace  2  est  convexe,  sans  quoi  on  pourrait  augmenter  le  vo- 
lume du  corps  sans  augmenter  l'aire. 

2**  Tout  plan  A  qui  divise  Vaire  de  K  en  deux  parties  équivalentes  di- 
vise aussi  le  volume  en  deux  parties  a.  et  p  équivalentes  (fig,  49^)  j  car, 

Fig.  490. 


si  l'on  avait,  par  exemple,  a  >  p,  en  remplaçant  p  par  la  figure  a,  symé- 
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trique  de  a  par  rapport  au  plan  A,  on  obtiendrait  un  corps  (a,  ai)  de 
même  aire  que  K  et  de  volume  plus  grand. 

Nous  donnerons,  pour  abréger  le  discours,  aux  plans  tels  que  A,  le 
nom  de  plans  médians.  Par  toute  tangente  à  la  surface  2,  on  peut  menel 
un  plan  médian  (raisonnement  analogue  à  celui  du  n''  13,  en  faisant 
tourner  un  plan  autour  de  la  tangente  depuis  la  position  où  il  est  tangent 
jusqu'à  ce  qu'il  le  redevienne)  ;  de  même,  on  peut  mener  un  plan  médian 
parallèle  à  un  plan  quelconque. 

3°  Tout  plan  médian  A  est  normal  à  la  surface  2  en  tout  point  de  la 
ligne  suimnt  laquelle  il  coupe  cette  surface  ;  car,  si  en  un  point  de  cette 
ligne  le  plan  tangent  était  oblique  au  plan  A,  en  remplaçant  l'une  des 
parties  a  ou  p  par  la  symétrique  de  l'autre  par  rapport  au  plan  A,  on 
obtiendrait  un  corps  ayant  le  volume  maximum  sous  l'aire  donnée,  et  qui, 
étant  coupé  par  le  plan  tangent  au  point  considéré,  ne  serait  pas 
convexe. 

4°  Tout  plan  R  passant  par  P Intersection  D  de  deux  plans  médians  P 
et  Q  est  un  plan  médian.  En  effet,  soit  X  un  point  commun  à  la  droite  D 
et  à  la  surface  2  et  XT  la  tangente  à  la  section  que  le  plan  R  détermine 
dans  la  surface  2;  par  XT  on  peut  mener  un  plan  médian  (2°),  et  ce  plan 
doit  être  normal  en  X  (  3"  )  ;  mais  la  normale  en  X  devant  appartenir  aussi 
aux  plans  médians  P  et  Q  (3°)  n'est  autre  que  D;  donc  le  plan  médian 
considéré  est  le  plan  DXT,  c'est-à-dire  le  plan  R. 

5°  Toutes  les  normales  h  la  surface  2  passent  par  un  même  point. 

Qu'on  imagine,  en  effet,  les  trois  plans  médians  respectivement  paral- 
lèles aux  trois  faces  d'un  trièdre  quelconque;  ces  trois  plans  formeront 
un  nouveau  trièdre.  Or  la  normale  en  un  point  quelconque  M  de  2  passe 
par  le  sommet  0  de  ce  trièdre  ;  car,  les  trois  plans  déterminés  par  le 
point  M  et  par  chacune  des  arêtes  du  trièdre  étant  médians  (4^),  leur 
droite  commune  OM  est  la  normale  en  M  (3^). 

6"  La  surface  2  est  une  sphère. 

En  effet,  soient  A  et  B  deux  points  quelconques  de  2  [fig,  491),  0  le 

Fig.  491. 


0 

point  de  concours  des  normales  à  cette  surface,  AB  la  section  faite  dans  2 
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par  le  plan  AOB.  ACD  . . .  B,  une  ligne  brisée  inscrite  dans  l'arc  AB, 
et  AMN  ...  TB  la  ligne  brisée  circonscrite  correspondante  (291).  La 
relation 

ôÂ  V  ma'  -=  om'  =  oc'  h-  mg' 

donne 

2 2  2  2 

OA  -  OC   -^  xMG  ~  MA  , 
d'où 


et  Ton  a  de  même 


CD 


oe-ob<ôë?cjb(T'^^™). 


Faisons  tendre  vers  zéro  les  côtés  de  la  ligne  brisée  inscrite;  toutes  les 
fractions  des  seconds  membres  des  inégalités  précédentes  tendent  vers 
zéro;  en  désignant  par  s  la  plus  grande  d'entre  elles  et  ajoutant  les  iné- 
galités membre  à  membre,  on  a 

OA-OB<c.P, 

P  étant  le  périmètre  de  la  ligne  brisée  circonscrite;  comme  P  tend  vers 
la  longueur  de  l'arc  AB,  et  que  s  tend  vers  zéro,  on  voit  que  la  différence 
OA—  OB  peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée.  Or  cette  dif- 
férence est  /i:re;  donc  elle  est  nulle,  et  l'on  a  OA  =  OB.  Deux  points 
quelconques  de  la  surface  2  sont  donc  équidistants  du  point  0,  ce  qui 
prouve  que  cette  surface  est  sphérique. 

III.  —  Polyèdres  réguliers. 

DES  POLYÈDRES  RÉGULIERS  CONVEXES. 

90  i.  \]n  polyèdre  régulier  est  un  polyèdre  dont  toutes  les  faces  sont 
des  polygones  réguliers  égaux  et  dont  tous  les  angles  polyèdres  sont 
égaux  entre  eux. 

THÉORÈME. 

905.  Il  ne  peut  exister  que  cinq  polyèdres  réguliers  convexes. 
Cette  proposition  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle  du  n°  695.  On 
peut  d'ailleurs  la  démontrer  directement  en  quelques  mots. 
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^  La  somme  des  faces  d'un  angle  polyèdre  convexe  devant  être  inférieure 
a  quatre  angles  droits  (570),  si  les  faces  sont  des  triangles  équilatéraux, 
on  ne  peut  assembler  autour  d'un  même  point,  pour  former  un  angle  po- 
yedre,  que  trois  ou  quatre  ou  cinq  de  ces  triangles.  On  construit  ainsi  : 
ie  tétraèdre  régulier  compris  sous  quatre  triangles  équilatéraux  ;  \ octaèdre 
régulier,  compris  sous  huit  triangles  équilatéraux;  Vicosaèdre  régulier, 
compris  sous  vingt  triangles  équilatéraux.  Au  delà,  six  triangles  e^quila- 
téraux  assemblés  autour  d'un  même  point  donnent  six  angles  plans  dont 
a  somme  est  égale  à  quatre  angles  droits;  il  n'y  a  plus  d'angle  polyèdre  : 
les  six  triangles  se  trouvent  développés  dans  un  même  plan. 

On  ne  peut  employer  les  carrés  et  les  pentagones  réguliers  qu'en  les 
assemblant  par  trois,  puisque  l'angle  d'un  carré  est  droit  et  que  celui  d'un 
pentagone  régulier  est  égal  à  |  d'angle  droit.  On  a  ainsi  Xhexaèdre  régu- 
iier  ou  cube,  compris  sous  six  carrés  égaux,  et  le  dodécaèdre  régulier, 
compris  sous  douze  pentagones  réguliers. 

Aucun  autre  polyèdre  régulier  convexe  n'est  possible,  puisque,  l'angle 
d  un  hexagone  régulier  étant  égal  à  \  d'angle  droit,  trois  angles  d'hexa- 
gone régulier  font  en  somme  quatre  angles  droits. 

Nous  prouverons  l'existence  des  cinq  polyèdres  réguliers  énoncés,  en 
montrant  comment  on  peut  effectuer  leur  construction. 

PROBLÈME. 
906.  Construire  un  polyèdre  régulier,  connaissant  son  arête, 
La  construction  du  tétraèdre  régulier  (/^.  492)01  celle  du  cube  [fig.  498) 
ne  peuvent  offrir  aucune  difficulté,  d'après  ce  qui  a  été  dit  aux  n-  591 
et  645.  Nous  ne  nous  occuperons  que  de  l'octaèdre,  du  dodécaèdre  et  de 
1 icosaèdre. 


Fifr.  493. 


Octaèdre  régulier. 

Prenons  [fg,  494)  un  carré  ABCD  de  côté  a.  Élevons  en  son  centre  0 
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une  perpendiculaire  indéfinie,  et  portons  de  part  et  d'autre  du  point  0  sur 
cette  perpendiculaire  une  longueur  égale  au  rayon  du  carré  ABGD,  c'est- 
à-dire  à  -^'  En  joignant  les  points  S  et  S'  ainsi  obtenus  aux  sommets 

Fiff.  49',. 


A,  B,  G,  D,  on  forme  un  octaèdre  régulier  SABCDS'.  En  effet,  les  huit 
arêtes  SA,  SB,  . . . ,  S'D  sont  égales  entre  elles  et  à 


Les  huit  faces  du  polyèdre  construit  sont  donc  des  triangles  équilatéraux 
égaux.  De  plus,  les  six  angles  polyèdres  sont  égaux  entre  eux  ;  car  les 
angles  S  et  B,  par  exemple,  sont  les  angles  au  sommet  de  deux  pyramides 
quadrangulaires  régulières  SABCD,  BASCS',  évidemment  superposables 
comme  ayant  même  base  et  même  hauteur. 

On  peut  résumer  la  construction  de  l'octaèdre  régulier  en  remarquant  que 
trois  droites  égales  et  perpendiculaires  entre  elles  en  leur  milieu,  telles 
que  AG,  BD,SS',ont  pour  extrémités  les  six  sommets  d'un  pareil  polyèdre. 

Dodécaèdre  régulier. 
Soit  (fg.  495)  un  pentagone  régulier  ABGDE  de  côté  a.  Prenons  d'au- 
tres pentagones  réguliers  de  côté  a.  Avec  deux  de  ces  pentagones  joints 
au  pentagone  ABGDE,  formons  en  A  un  angle  trièdre  qui,  ayant  ses  faces 
égales,  aura  aussi  ses  angles  dièdres  égaux.  Les  trois  côtés  BA,  BG,  BH 
déterminent  alors  un  angle  trièdre  B,  égal  à  l'angle  trièdre  A,  comme 
ayant  un  angle  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  égales  entre  elles  et 
chacune  à  chacune.  On  peut  donc  former  à  tous  les  sommets  du  penta- 
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gone  ABCDE  des  angles  trièdres  égaux  à  A,  en  employant  des  pentagones 
réguliers  égaux  a  ce  pentagone  et  disposés  comme  l'indique  la  figure  Le 
pentagone  ABCDE  est  commun  à  tous  les  angles  trièdres  :  le  deuxième  le 
troisième  et  le  quatrième  trièdre  nécessitent  l'addition  d'un  nouveau  pén- 
tagone;  le  dernier  angle  trièdre  en  E  se  trouve  tout  construit 


FifT.  /,o5. 


On  obtient  ainsi  un  assemblage  de  six  pentagones  réguliers  égaux  et 
également  inclinés.  Cet  assemblage  constitue  une  surface  polyédrale  ou- 
verte, moitié  du  dodécaèdre  ,  et  les  sommets  du  décagone  gauche  (') 
FGHIKLMNPR  qui  la  termine  correspondent  successivement  à  «/z  et  kdeux 
pentagones.  D'ailleurs  les  angles  de  ce  décagone  sont  égaux  entre  eux  ; 
en  effet,  les  deux  angles  trièdres  en  A  et  en  F  sont  égaux  comme  ayant 
un  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  égales  entre  elles  et  chacune  à 
chacune.  L'angle  RFG  est  donc  égal  à  l'angle  EAB  et,  par  suite,  à  l'angle 
FGH.  On  peut  alors  faire  tourner  le  polygone  FGHIKLMNPR  sur  lui-même, 
en  faisant  passer  le  sommet  F  en  G,  le  sommet  G  en  H,  etc.,  sans  qu'il 
cesse  de  coïncider  avec  sa  première  position. 

Si  l'on  construit  de  la  môme  manière  la  seconde  moitié  du  dodécaèdre 
et  si  on  la  retourne  pour  l'opposer  à  la  première  moitié,  on  pourra,  d'a- 
près cela,  rapprocher  les  deux  calottes  polyédrales  et  appliquer  l'un  sur 


(•)  Ce  décagone  est  gauche;  car  si  les  quatre  points  R,  F,  G,  H  étaient  dans 
un  même  plan,  ce  plan  contenant  aussi  le  point  A,  il  n'y  aurait  plus  d'anpio 
triedre  en  A.  ^  ^ 


^4^  GÉOMÉTRIE    DANS    l'eSPâCE. 

Tautre  les  polygones  qui  les  terminent,  en  établissant  la  coïncidence  des 
sommets  du  premier  où  il  n'y  a  qu'un  pentagone  et  des  sommets  du  se- 
cond qui  en  réunissent  deux.  Gomme  les  plans  de  ces  pentagones  ont 
déjà  entre  eux  l'inclinaison  nécessaire  pour  composer  un  angle  trièdro 
égal  à  l'angle  A,  l'ensemble  obtenu  sera  bien  un  dodécaèdre  régulier 
compris  sous  douze  pentagones  réguliers  égaux  formant  vingt  angles 
trièdres  égaux. 

Icosaèâre  régulier. 
Prenons  {fig.  496)  un  pentagone  régulier  ABCDE  de  côté  a.  Élevons  en 


Fîg.  496. 


son  centre  0  une  perpendiculaire  et,  dans  la  plan  déterminé  parle  rayon 
OAet  cette  perpendiculaire,  décrivons  du  point  A  comme  centre,  avec  a 
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pour  rayon,  un  arc  de  cercle  qui  coupera  la  perpendiculaire  au  point  S  ; 

car  a  est  plus  grand  queOA  ~  n  1/  - — ^-^.  Les  arêtes  SA,  SB, ... ,  SE 

seront  égales  entre  elles  et  à  a.  Par  suite,  la  surface  latérale  de  la  pyra- 
mide pentagonale  SABCDE  sera  formée  de  cinq  triangles  équilatéraux 
égaux  entre  eux  et  également  inclinés,  puisque  les  angles  trièdres  isocèles 
en  A,  B,  ...,  E  sont  égaux  entre  eux  comme  ayant  leurs  trois  faces 
égales  chacune  à  chacune. 

Gela  posé,  en  chacun  des  sommets  A  et  B  du  triangle  SAB,  plaçons 
(comme  l'indique  la  seconde  figure)  le  sommet  d'une  pyramide  identique 
à  la  première  SABCDE,  de  manière  que  les  deux  nouvelles  pyramides 
ABSEFG,  BASCHG  aient  respectivement  avec  la  première  les  faces  com- 
munes ASB  et  ASE,  BAS  et  BSC,  et  entre  elles  les  faces  communes  ASB 
et  ABG.  Nous  aurons  ainsi  un  assemblage  de  dix  triangles  équilatéraux 
égaux  et  également  inclinés. 

Cet  assemblage  forme  une  surface  polyédrale  ouverte,  moitié  de  Tico- 
saèdre,  elles  sommets  de  Thexagone  gmœ/w  (')  CDEFGH  qui  la  termine 
réunissent  successivement  deux  et  trois  triangles.  D'ailleurs,  les  angles 
de  cet  hexagone  sont  égaux  :  l'angle  DEF,  par  exemple,  est  égal  à  l'angle 
EFG,  car  tous  deux  sont  évidemment  égaux  à  l'angle  EAG.  On  peut  donc 
faire  tourner  le  polygone  CDEFGH  sur  lui-même,  en  faisant  passer  le 
sommet  C  en  H,  le  sommet  H  en  G,  etc.,  sans  qu'il  cesse  de  coïncider 
avec  sa  première  position. 

Si  l'on  construit  de  la  même  manière  la  seconde  moitié  de  l'icosaèdre 
et  si  on  la  retourne  pour  l'opposer  à  la  première  moitié,  on  pourra  donc 
rapprocher  les  deux  calottes  polyédrales  et  appliquer  l'un  sur  l'autre  les 
polygones  qui  les  limitent,  en  faisant  correspondre  les  sommets  de  l'un 
qui  réunissent  trois  triangles  aux  sommets  de  l'autre  qui  en  réunissent 
f/euj:.  Comme  les  plans  de  ces  triangles  ont  déjà  entre  eux  l'inclinaison 
nécessaire  pour  constituer  alors  en  chaque  sommet  un  angle  polyèdre 
égal  à  l'angle  S,  Fensemble  obtenu  sera  bien  un  icosaèdre  régulier  compris 
sous  vingt  triangles  équilatéraux  égaux,  formant  douze  angles  pentaèdres 
égaux. 

SCOLIE. 

//F  /?F 

907.  En  ayant  recours  aux  formules  S  ~  —  et  A  =:--  —  du  n°  695,  on 

tn  '1  ' 

('  )  Le  contour  CDEFGH  est  gauche;  car  si  les  quatre  points  C,  D,  E,  F  étaient 
dans  un  même  plan,  les  deux  pentagones  ABGDE,  BSEFG,  qui  ont  déjà  dans 
le  plan  CDE  les  sommets  B  et  E  communs,  seraient  tous  deux  dans  ce  même 
plan,  qui  contiendrait  le  point  A  en  même  temps  que  les  points  B,  E,  F;  ce 
qui  est  impossible,  d'après  ce  qui  précède. 

R.  et  DE  C.  —  Tr.  de  Géoni.  (II«  Tartie).  16 
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forme  facilement  le  tiibleau  suivant,  qui  renferme  les  nombres  des  élé- 
ments des  cinq  polyèdres  réguliers  convexes,  dont  nous  connaissons  les 
nombres  de  faces  : 


Tétraèdre  régulier. . . 
Hexaèdre  régulier... 
Octaèdre  régulier. . . 
Dodécaèdre  régulier. 
Icosaèdre  régulier. . . 


6 

8 
12 
20 


n 

S 

rn 

A 

3 

4 

3 

6 

4 

8 

3 

12 

^ 

6 

4 

12 

5 

20 

3 

3o 

3 

12 

5 

3o 

Le  nombre  des  faces  de  l'hexaèdre  et  le  nombre  de  côtés  de  ses  faces 
sont  respectivement  égaux  au  nombre  des  sommets  de  l'octaèdre  et  nu 
nombre  d'arêtes  de  ses  angles  polyèdres.  Il  en  est  de  même  réciproque- 
ment pour  l'octaèdre  comparé  a  Thexaèdre  ;  le  nombre  d'arêtes  reste  le 
même  de  part  et  d'autre.  Les  mêmes  conditions  sont  remplies  par  le  do- 
décaèdre et  l'icosaèdre.  On  peut  donc  regarder  les  polyèdres  réguliers 
co:. vexes  comme  conjugués  deux  àdeux  ;  car  le  tétraèdre  régulier,  ayant 
autant  de  faces  que  de  sommets,  est  conjugué  à  lui-même. 

THÉORÈiME. 

908.  Tout  polyèdre  régulier  convexe  est  inscriptible  et  circonscriptihle 
h  la  sphère. 

Soient  [fig.  497)  dans  le  polyèdre  régulier  considéré  deux  faces  adja- 
centes ABCDE,  ABC'D'E',  dont  0  et  0'  sont  les  centres. 


Les  perpendiculaires  OK  et  O'K  au  côté  commun  AB  se  couperont  en 
un  même  point  K  ;  les  perpendiculaires  OS  et  O'S  aux  deux  faces  ABCDK, 
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ABG'D'E',  lieux  respectifs  des  points  à  égale  distance  de  leurs  sommets, 
secouperont  en  un  point  S,  car  elles  sont  situées  dans  le  plan  OKO'  per- 
pendiculaire à  AB  au  point  K.  Les  deux  triangles  rectangles  KOS,  KO'S 
seront  d'ailleurs  égaux  entre  eux,  puisqu'ils  ont  l'hypoténuse  KS  com- 
mune et  le  côté  KO  égal  au  côté  KO'  comme  apodièmes  de  deux  poly- 
gones réguliers  égaux.  L'angle  OKO'  mesurant  l'inclinaison  constante  d;- 
deux  faces  adjacentes  du  polyèdre,  l'angle  OKS  égal  à  l'angle  O'KS  sera 
la  moitié  de  cette  inclinaison,  et  le  triangle  KOS  sera,  par  suite,  constant 
pour  toutes  les  faces. 

Si  l'on  considère  une  troisième  face  0",  contiguë  à  la  face  ABCDE  par 
le  côté  CD  dont  le  milieu  est  L,  la  perpendiculaire  élevée  à  cette  face  par 
son  centre  0"  coupera  donc  la  droite  OS  au  point  S,  de  manière  que  le 
triangle  LO"S  soit  identique  au  triangle  KOS  ou  à  son  égal  OLS. 

En  continuant  de  proche  en  proche,  on  voit  que  les  perpendiculaires 
élevées  aux  différentes  faces  du  polyèdre  par  leurs  centres  se  coupent 
mutuellement  en  un  même  point  S,  situé  à  la  même  distance  de  toutes  les 
faces  et  à  la  même  distance  de  tous  les  sommets. 

Donc  la  sphère  de  centre  S  et  de  rayon  SA  passe  par  tous  les  sommets 
du  polyèdre  régulier  ou  lui  est  circonscrite;  la  sphère  de  même  centre  S 
et  de  rayon  SO  est  tangente  à  toutes  les  faces  du  polyèdre  en  leurs  centres 
ou  lui  est  inscrite. 

Le  point  S  est  le  centre  du  polyèdre  régulier;  SA  est  son  rayon,  SO  son 
apothème . 

Corollaires. 

909.  Si  l'on  décompose  un  polyèdre  régulier  en  pyramides  en  prenant 
pour  centre  de  décomposition  le  centre  même  du  polyèdre,  les  pyramides 
obtenues  sont  régulières  :  Tout  polyèdre  régulier  peut  donc  être  partage 
en  autant  de  pyramides  régulières  qu'il  a  de  faces. 

Les  faces  latérales  de  ces  pyramides  étant  prolongées  décomposent 
évidemment  la  sphère  inscrite  ou  circonscrite  en  autant  de  polygones 
sphériques  réguliers  égaux  que  le  polyèdre  considéré  a  de  faces. 

Le  volume  d'un  polyèdre  régulier  a  pour  mesure  le  produit  de  son  aire 
par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère  inscrite  (646) . 

Deux  polyèdres  réguliers  de  même  ordre  étant  nécessairement  sembla- 
bles, le  rapport  des  côtés,  des  aires  ou  des  volumes  de  ces  polyèdres  est 
aussi  celui  des  rayons,  des  carrés  ou  des  cubes  des  rayons  des  sphères 
inscrites  ou  circonscrites, 

910.  Les  centres  des  faces  d'un  polyèdre  régulier  sont  les  sommets  d'un 
autre  polyèdre  régulier  conjugué  du  premier  [fig,  498  ) . 

Soient  A  l'un  des  sommets  du  polyèdre  donné  et  S  le  centre  commun 
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des  sphères  inscrite  et  circonscrite  à  ce  polyèdre.  Désignons  par  0,  0', 
0",  ...   les  centres  des  faces  réunies  autour  du  point  A.  Ces  points, 


étant  également  distants  des  points  S  et  A,  sont  situés  dans  un  même  plan 
perpendiculaire  à  SA  en  un  point  qui  est  le  centre  du  cercle  circonscrit 
au  polygone  00' 0"....  De  plus,  L  étant  le  milieu  du  côté  AB,  le  triangle 
OLO'  est  constant,  et  le  polygone  inscrit  OO'O"...  ayant  ses  côtés  égaux 
est  régulier.  Le  polyèdre  formé  en  joignant  les  centres  des  faces  du  po- 
lyèdre proposé  a  donc  déjà  pour  faces  des  polygones  réguliers  égaux,  et 
le  nombre  de  ces  polygones  est  égal  à  celui  des  sommets  du  polyèdre 
donné.  Il  reste  seulement  à  prouver  que  ces  polygones  sont  également 
inclinés.  Or,  si  Ton  considère  les  deux  faces  du  nouveau  polyèdre  qui 
s'appuient  sur  le  côté  00',  l'angle  dièdre  qu'elles  comprennent  est  le 
supplément  de  l'angle  constant  ASB  des  deux  perpendiculaires  SA  et  SB 
à  ces  deux  faces. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  évidente. 

On  voit  qu'en  appliquant  la  construction  indiquée  sous  Tune  ou  sous 
l'autre  forme,  le  tétraèdre  régulier  conduit  à  un  nouveau  tétraèdre; 
l'hexaèdre  régulier  à  un  octaèdre  régulier,  et,  réciproquement;  le  dodé- 
caèdre régulier  à  un  icosaèdre  régulier,  et  réciproquement;  ce  qui  justifie 
la  dénomination  de  conjugués  donnée  à  ces  polyèdres  (907). 

PROBLÈME. 

911.  Un  polyèdre  régulier  convexe  étant  donnée  trouver:  \^  V incli- 
naison de  deux  faces  adjacentes  ;  i°  les  rayons  des  sphères  inscrite  et 
circonscrite, 

i""  Soient  [fig.  499)  S  le  centre  de  la  sphère  inscrite  ou  circonscrite, 
AB  le  côté  commun  aux  deux  faces  adjacentes  dont  les  centres  sont  0  et 
0',  Lson  milieu  :  l'angle  OLO'  mesure  l'inclinaison  cherchée  L 

AB  étant  perpendiculaire  au  plan  OLO',  les  plans  OLO'  et  ASB  sont  per- 
pendiculaires. Par  suite,  si  du  point  S  comme  centre  nous  décrivons  une 


LIVRE   YII.    —    LES    CORPS    RONDS.  ^45 

sphère,  sa  rencontre  avec  l'angle  trièdre  SAOL  déterminera  un  triangle 
sphérique  aol,  rectangle  en  /. 

B 


\ 


!  /J::^o' 


Xay-  I  , 


oV\  !/ 


s 


Soient,  dans  le  polyèdre  considéré,  n  le  nombre  de  côtés  de  chaque 
face,  m  le  nombre  d'arêtes  de  chaque  angle  polyèdre.  On  aura  évidem-' 
ment 

an"le<^o/=  ancflo  AOL  =::  -'--  =  -; 

'in       li 

an£leo-7/  =  angle  OAL  =  -— -  =  --  • 
^  ^  'lin      m 

Le  triangle  sphérique  rectangle  aol  donne  d'ailleurs 

co?>  oal=  coè  oLsmûoi. 

Mais 

cosol  =  cosOSL  =  sinOLS  =  sin  -  L 

1 

On  a  donc  la  formule  générale 

cos— 

.      T  ^  /// 

sin-  1  == • 

sin  — 
/i 

En  l'appliquant  aux  différents  polyèdres  réguliers  convexes,  on  trouve 
pour  l'inclinaison  I  les  valeurs  suivantes  : 

Tétraèdre  régulier 70*^31 '43", 6 

Hexaèdre  régulier 90"" 

Octaèdre  régulier 1 09^28' 16", 4 

Dodécaèdre  réguliei' 1  iG''35'54'^2 

Icosaèdre  régulier i38^ii'2'2",75 

Les  valeurs  indiquées  sont  exactes  pour  l'hexaèdre  et  l'icosaèdre,  ap- 
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prochées  pour  les  trois  autres  polyèdres.  Les  inclinaisons  des  faces  du 
tétraèdre  et  de  l'octaèdre  régulier  sont  supplémentaires  l'une  de  l'autre. 
2°  Soient  a  le  côté  du  polygone  donné,  r  son  apothème,  R  son  rayon. 
Le  triangle  OLA  donne 

OL=r  ALcotAOL-r  -r/cot-« 
1  n 

Le  triangle  rectangle  SOL  donne  à  son  tour 

S0  =  0LtangOLS, 
c'est-à-dire 

(0  r  — -<7Cot- tans;-I. 

%  n       "^ '1 

Le  triangle  sphérique  aol  donne  enfin 

co^oa  =  Qoiaol.coioal. 


Or 


On  a  donc 


On  en  déduit 


cos6»<7  =  cosOSA  =^  — -  • 


^-r  =  tang<7o/.  tango*»/ 
-  =  tang-  tans;-* 


I  TT  I 

R  =r  -rttang  —  tang-[. 


En  appliquant  Jes formules  (i)  et  (2)  aux  différents  polyèdres  réguliers 
convexes,  on  obtient  les  valeurs  suivantes  : 


Tétraèdre  régulier r  =  -^  ;  R  =  ~^~o 

12  4 

Hexaèdre  régulier. .......     r  =  -  5  R  —  — ^ . 

2  2 

Octaèdre  régulier r==  —~—  ?  R  =  ^-^. 

6  2 

Dodécaèdre  régulier. .....    r  =  ^  i/^lz:." iZl,     r  =  "^1:^111), 

2  V  10                                          4 


Icosaèdre  régulier . . . . 


.  ^V^3(3-+-v/5)  B  „  «  4  /5  +  \/5 


2  V        ^' 
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SCOLIE. 

912.  Pour  deux  polyèdres  conjugués,  les  nombres  n  cl  m  ne  faisant 

que  s'échanger  (907),  le  rapport  -  demeure  constant.  Donc,  si  R  est  le 

même  pour  ces  deux  polyèdres,  r  est  aussi  le  même.  En  d'autres  termes, 
si  les  deux  polyèdres  conjugués  sont  inscrits  à  une  même  sphère,  ils  sont 
aussi  circonscrits  à  une  même  sphère,  et  réciproquement. 

POLYÈDRES   RÉGULIERS   d'eSPÈCE    SUPÉRIEURE, 

913o  Nous  avons  déjà  parlé  (270)  des  nouveaux  polygones  réguliers 
découverts  par  M.  Poinsot,  et  nous  savons  qu'il  j  a  autcmt  de  polygones 
réguliers  différents  de  m  côtés  que  de  nonihi^es  premiers  à  ni  depuis  i 

jusqu'à-  [m  —  i) 

Si  p  est  l'un  quelconque  de  ces  nombres,  on  joint  les  m  points  de 
division  de  la  circonférence  de  p  en  /?,  et  l'on  revient  au  point  de  départ 
après  avoir  fait  un  nombre  de  tours  égal  à  p. 

914.  Les  polygones  étoiles  qu'on  obtient  en  suivant  la  marche  indi- 
quée «  ont  leurs  m  côtés  et  leurs  m  angles  bien  nets  et  bien  distincts  : 
y  ce  sont  les  angles  qui  ont  lieu  aux  bouts  réunis  deux  à  deux  des 
))  ?n  droites  dont  la  chaîne  continue  achève  complètement  la  figure.  Les 
»  autres  angles,  formés  par  les  côtés  non  contigus  qui  se  traversent, . . . , 
»  ne  doivent  pas  être  comptés;  pas  plus  que,  dans  les  polygones  ordi- 
»  naires,  on  ne  compte  les  angles  qui  auraient  lieu  à  la  rencontre  des 
»  côtés  non  contigus  suffisamment  prolongés.  Sous  ce  point  de  vue,  la 
))  différence  de  ces  polygones  étoiles  aux  polygones  ordinaires  est  que, 
))  dans  ceux-ci,  un  côté  quelconque  aurait  besoin  d'être  prolongé  pour 
)^  être  rencontré  par  les  côtés  non  contigus  aussi  prolongés,  au  lieu  que, 
))  dans  les  autres,  les  côtés  mêmes  peuvent  être  actuellement  traversés 
))  par  les  autres  côtés....  Mais  toutes  ces  distinctions  sont  plus  appa- 
))  rentes  que  réelles,  et  disparaissent  tout  à  fait  dans  l'analyse  où  ces 
))  polygones  se  présentent  d'une  manière  inséparable.  Si  l'on  cherche,  en 
»  effet,  le  côté  d'un  polygone  régulier,  on  trouve  une  équation  de  degré 
»  supérieur,  dont  toutes  les  racines  sont  réelles,  et  qui  donne  à  la  fois  les 
»  différents  côtés  de  toutes  les  espèces  de  polygones  réguliers  de  Tordre, 
î)  que  l'on  considère.  ))  Poinsot,  Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  lY, 
p.  25). 

915.  V ordre  m  d'un  polygone  est  marqué  par  le  nombre  m  de  ses 
côtés  ou  de  ses  sommets;  son  espèce  varie  en  raison  du  nombre  premier 
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à  m  qui  lui  a  donné  naissance.  Or,  si  ce  nombre  est  p,  il  faut  décrire 
p  fois  la  circonférence  (270)  pour  décrire  le  polygone  lui-même.  L'espèce 
d'un  polygone  étoile  est  donc  le  nombre  de  circonférences  parcourues  en 
suivant  tous  ses  sommets,  ou  le  nombre  de  fois  que  les  projections  de 
ses  côtés  sur  la  circonférence  circonscrite  recouvrent  cette  circonfé- 
rence. Si  l'espèce  d'un  polygone  étoile  est  />,  la  somme  de  ses  angles  au 
centre  vaut  p  fois  quatre  angles  droits. 

916.  L'ordre  cran  angle  polyèdre  est  marqué  par  le  nombre  de  ses 
faces.  Il  est  d'ailleurs  de  même  espèce  que  le  polygone  qui  résulte  de  sa 
section  par  un  plan.  Si  l'on  considère  une  pyramide  régulière  ayant  pour 
base  un  pentagone  étoile  ou  de  seconde  espèce,  l'angle  polyèdre  au  som- 
met est  de  seconde  espèce,  et  les  angles  plans  qui  le  forment,  projetés  sur 
la  base  de  la  pyramide,  remplissent  deux  fois  les  quatre  angles  droits. 

917.  «  ...  En  con.-;ervant  toujours  la  définition  générale  des  polyèdres 
)  réguliers,...,  on  voit  la  possibilité  de  construire  de  nouveaux  polyèdres 
i)  réguliers,  non-seulement  avec  les  nouveaux  polygones  (réguliers),..., 
))  mais  même  avec  les  polygones  réguliers  ordinaires;  et,  pour  bien  en- 
)  tendre  cela,  il  faut  commencer  par  distinguer  nettement  dans  un  po 

)  lyèdre  ses  faces,  ses  arêtes  et  ses  sommets. 

»  Comme  un  même  polyèdre  peut  paraître  égdlement  construit  sous 
)>  tels  ou  tels  polygones,  on  prend  pour  \^?>  faces  les  plans  qui,  en  plus 
y  petit  nombre,  achèvent  complètement  ce  même  polyèdre 

»  Pour  les  arêtes^  ce  sont  les  côtés  mêmes  qui  terminent  les  faces  du 
))  polyèdre,  et  par  lesquels  ces  faces  se  joignent  deux  à  deux,  de  sorte 
»  que  chaque  arête  sert  de  côté  à  deux  faces  adjacentes,  et  qu'ainsi  le 
»  nombre  des  arêtes  est  (toujours)  égal  à  la  moitié  du  nombre  des  côtés 
»  de  toutes  les  faces. 

»  C'est  à  ces  seules  droites,  comme  faîtes,  que  se  trouvent  les  angles 
))  dièdres  du  polyèdre;  les  autres  angles  que  pourraient  former  les  faces 
))  en  se  traversant  n'en  font  point  partie ,  et  de  même  c'est  aux  seuls 
))  points  où  se  réunissent  les  extrémités  des  arêtes  que  sont  les  sommets 
)  et  les  angles  polyèdres  du  polyèdre. 

»  Cela  posé,...  on  peut  construire  de  nouveaux  polyèdres  parfaitement 
'  réguliers. . .  :  ils  ont  toutes  leurs  faces  égales  et  régulières,  également 
»  inclinées  deux  à  deux,  et  assemblées  en  même  nombre  autour  de  chaque 
))  sommet.  Ils  peuvent  être  inscrits  et  circonscrits  à  la  sphère  (')••••  ^'^ 

(*)  Car  la  démonstration  du  n°  908  est  fondée  seulement  sur  l'égale  incli- 
naison des  faces  égales  et  régulières  du  polyèdre  et  sur  ridentité  de  position 
du  centre  de  cliacune  d'elles  par  rapport  à  ses  intersections  avec  les  faces  ad- 
jacentes 
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?)  différence  essentielle  de  ces  polyèdres  aux  polyèdres  (régulier^)  ordi- 
')  naires  est  que,  dans  ceux-ci,  les  faces  étant  projetées  par  des  rayons 
»  sur  la  sphère  inscrite  ou  circonscrite,  les  polygones  (sphériques)  cor- 
))  respondants  recouvrent  une  seule  fois  la  sphère  ;  au  lieu  que,  dans  les 
))  autres,  ces  polygones  la  recouvrent  exactement  plusieurs  fois.  » 
(PoiNSOT,  loc.  cit.].  Ce  dernier  point  exige  une  explication  :  soient  a,, 
a2,  . . .,  a^i  et  w  les  projections  sur  la  sphère  des  sommets  successifs  et 
du  centre  du  polygone  régulier  convexe  ou  étoile  qui  constitue  l'une  des 
faces  du  polyèdre  ;  ce  que  nous  entendons  par  aire  sphérîque  recouverte 
par  la  projection  de  cette  face,  c'est  la  somme  des  aires  des  triangles 
sphériques  isocèles  successifs  ^ol^ol^^  waaaa,  ....  oja.^ai. 

918.  On  nomme  ordre  d'un  polyèdre  régulier  le  nombre  de  ses  faces, 
et  espèce  d'un  polyèdre  régulier  le  nombre  exact  de  fois  que  sa  projec- 
tion sur  la  sphère  (c'est-à-dire  la  somme  des  aires  sphériques  recouvertes 
par  les  projections  de  ses  diverses  faces)  recouvre  cette  sphère. 

919.  Il  est  facile  de  voir  qu'en  prolongeant  les  côtés  d'un  polygone 
régulier  jusqu'à  leur  rencontre  on  forme  un  polygone  étoile  de  môme 
ordre,  qui  a  pour  noyau  le  polygone  primitif.  On  peut  faire  provenir 
d'une  manière  analogue  les  polyèdres  réguliers  d'espèce  supérieure  des  po- 
lyèdres réguliers  ordinaires;  en  prolongeant  les  arêtes  ou  les  faces  d'un  des 
polyèdres  réguliers  déjà  connus,  on  obtient,  sauf  les  cas  d'impossibilité,  un 
nouveau  polyèdre  régulier  qui  a  pour  noyau  le  polyèdre  régulier  ordi- 
naire qui  a  servi  de  point  de  départ.  C'est  ce  qu'a  établi  M.  Cauchy  {Jour- 
nal  de  V École  Polytechnique,  t.  IX,  p.  68). 

Plus  lard,  M.  J.  Bertrand  [Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences, 
t.  XLVI)  a  rattaché  les  nouveaux  polyèdres  aux  polyèdres  réguliers  déjà 
connus,  par  une  démonstration  du  même  genre,  mais  beaucoup  plus  sim- 
ple :  c'est  celle  que  nous  allons  exposer. 

920.  Nous  regarderons  d'abord  comme  évident  que,  des  points  quel- 
conques étant  donnés  dans  l'espace,  on  peut  toujours  trouver  un  polyèdre 
CONVEXE,  dont  les  sommets  soient  pris  parmi  les  points  donnés,  et  qui 
contienne  tous  les  autres  points  dans  son  intérieur,  à  moins  quil  n^ait 
précisément  pour  sommets  tous  les  points  donnés  eux-mêmes. 

Nous  savons  d'ailleurs  (693)  qu'il  ne  peut  exister  de  polyèdre  convexe 
dont  chaque  sommet  soit  la  réunion  de  plus  de  cinq  faces. 

THÉORÈME. 

921.  Etant  donné  un  polyèdre  régulier  A,  d'espèce  quclcojique,  il 
existe  toujours  un  polyèdre  régulier  convexe  X  qui  a  les  mêmes  sommets 
que  le  polyèdre  A. 

Les  sommets  du  polyèdre  régulier  quelconque  A  étant  sur  une  même 
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sphère '(908),  tout  polyèdre  convexe  dont  les  sommets  sont  pris  parmi 
ceux  de  A  ne  saurait  contenir  les  autres  dans  son  intérieur.  Il  existe 
donc  (920)  un  polyèdre  convexe  X  dont  tous  les  sommets  se  confondent 
avec  ceux  du  polyèdre  A.  Il  reste  à  prouver  que  ce  polyèdre  convexe  X 
est  régulier. 

Désignons  par  P  la  figure  formée  par  l'ensemble  des  deux  polyèdres 
considérés,  et  par  Q  une  autre  figure  identique  à  la  première.  Puisque  le 
polyèdre  A  est  régulier,  la  coïncidence  des  deux  figures  pourra  être  ob- 
tenue en  plaçant  un  sommet  quelconque  de  Q  sur  un  sommet  déterminé 
:le  P,  ce  qui  entraîne  l'égalité  de  tous  les  angles  polyèdres  du  polyèdre 
convexe  X. 

De  plus,  deux  sommets  étant  l'un  sur  l'autre,  la  coïncidence  des  deux 
polyèdres  A  qui  font  partie  de  P  et  de  Q,  et  par  suite  celles  des  figures 
totales,  pourra  être  obtenue  au  moins  de  trois  manières  différentes  ;  car 
les  sommets  considérés  appartiennent  à  des  angles  au  moins  trièdres  et, 
sur  l'une  des  faces  du  premier  angle,  on  peut  placer  une  face  quelconque 
(lu  second.  Les  angles  polyèdres  correspondants  des  deux  polyèdres  con- 
vexes X  sont  donc,  à  leur  tour,  non-seulement  égaux,  mais  susceptibles 
de  coïncider  aussi  de  trois  manières  différentes  au  moins;  et,  comme  ces 
angles  sont  trièdres,  tétraèdres  ou  pentaèdres  (695),  ils  ont  alors  néces- 
sairement toutes  leurs  faces  égales  et  également  inclinées. 

Les  faces  des  deux  polyèdres  X  sont  donc  des  polygones  équiangles  et 
également  inclinés,  dont  la  coïncidence  peut  être  établie  en  plaçant  un 
sommet^rbitraire  de  Q  sur  un  sommet  désigné  de  P;  en  d'autres  termes, 
ces  faces  sont  des  polygones  réguliers  égaux.  Le  polyèdre  X,  ayant  pour 
faces  des  polygones  réguliers  égaux  et  pour  angles  des  angles  polyèdres 
égaux,  est  régulier. 

Il  convient  de  remarquer  que  Tordre  des  angles  polyèdres  est  le  même 
pour  le  polyèdre  A  et  pour  le  polyèdre  X.  On  le  voit  sans  peine  en  se 
fondant  sur  ce  que  cet  ordre  ne  peut  être  que  3,  4  ou  5. 

THÉORÈME. 
022.  //  n'existe  que  quatre  polyèdres  réguliers  d'espèces  supérieures, 
((  En  vertu  du  théorème  précédent,  pour  obtenir  les  polyèdres  régu- 
»  tiers  d'espèces  supérieures,  il  faut  évidemment  prendre  les  polyèdres 
»  réguliers  convexes  (905),  et  procéder  de  la  manière  suivante:  choisir 
))  un  sommet  sur  l'un  de  ces  polyèdres,  et  chercher  s'il  existe  d'au- 
»  très  sommets  qui,  réunis  à  celui-là,  puissent  former  un  polygone  ré- 
»  gulier.  »  (J.  Bertrand,  loc.  cit.)  Ce  polygone  est  alors  une  face  pos- 
sible d'un  polyèdre  d'espèce  supérieure  ayant  mômes  sommets  que  le 
polyèdre  convexe  proposé.  Si  le  polyèdre  d'espèce  supérieure  existe,  le 
nombre  des  polygones  égaux  partant  alors  d'un  môme  sommet  est  le 
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nombre  de  faces  de  son  angle  polyèdre;  mais,  pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
ces  polygones  égaux  doivent  pouvoir  former  un  angle  polyèdre. 

((  11  est  clair  que  cette  construction  appliquée  au  tétraèdre  ne  donne  rien. 

»  Chaque  sommet  de  l'octaèdre  appartient  à  deux  carrés,  lesquels  ne 
))  peuvent  évidemment  pas  former  les  faces  d'un  polyèdre. 

»  Chaque  sommet  du  cube  peut  former,  avec  deux  autres  sommets  con- 
))  venablement  choisis,  un  triangle  équilatéral,  et  cela  de  trois  manières 
)>  différentes;  mais  ces  trois  triangles  appartiennent  à  un  tétraèdre  régulier. 

))  Chaque  sommet  du  dodécaèdre  régulier  peut,  de  trois  manières  dif- 
■)  férentes,  former  des  triangles  équilatéraux  avec  des  sommets  apparte- 
))  nant  à  deux  des  faces  qui  s'y  réunissent;  mais  ces  triangles  ne  feront 
»  pas  un  angle  polyèdre,  deux  d'entre  eux  n'ayant  jamais  d'arête  commune. 

»  Chaque  sommet  du  dodécaèdre  régulier  peut  également  être  consi- 
))  déré  comme  le  sommet  de  six  triangles  équilatéraux  dont  les  autres 
^)  sommets  appartiennent  à  des  faces  contiguës  à  celles  qui  contiennent 
»  le  sommet  donné.  Mais  ces  six  triangles  équilatéraux  sont  les  faces  de 
»  deux  tétraèdres  réguliers. 

»  Chaque  sommet  du  dodécaèdre  est  enfin  le  sommet  commun  de  trois 
:>  pentagones  réguliers  dont  les  quatre  autres  sommets  appartiennent  au 
)>  même  polyèdre.  Ces  trois  pentagones  ne  forment  pas  les  faces  d'un 
:)  angle  trièdre,  parce  que  deux  d'entre  eux  n'ont  pas  d'arête  commune; 
))  mais  les  pentagones  étoiles  qui  ont  les  mêmes  sommets  forment  un 
»  angle  trièdre,  et  leur  ensemble,  pour  tout  le  polyèdre,  forme  le  dodé- 
»  caèdre  régulier  (de  septième  espèce).  • 

»  Chaque  sommet  de  i'icosaèdre  est  le  sommet  commun  de  cinq  trian- 
»  gles  équilatéraux  ayant  pour  côtés  les  droites  les  plus  courtes  que  Ton 
»  puisse  mener  entre  les  sommets,  après  celles  qui  forment  les  côtés  des 
«  faces.  Ces  triangles  forment  I'icosaèdre  de  septième  espèce. 

))  Chaque  sommet  de  1  icosaèdre  peut  être  considéré  comme  le  sommet 
»  commun  de  cinq  pentagones  réguliers  de  première  espèce,  dont  les 
»  quatre  autres  sommets  appartiennent  également  à  I'icosaèdre;  ces  pen- 
»  tagones  sont  les  faces  du  dodécaèdre  de  troisième  espèce  (à  faces  con- 
»  vexes).  Enfin  les  mêmes  sommets  peuvent  être  considérés  comme 
»  appartenant  à  des  pentagones  étoiles  qui  forment  le  dodécaèdre  (de 
»  troisième  espèce,  à  faces  étoilées). 

))  Il  n'y  a  donc  en  tout  que  quatre  polyèdres  étoiles,,  qui  sont  précisé- 
»  ment  ceux  que  M.  Poinsot  a  découverts.  »  (J.  Bertrand,  loc.  cit.) 

Nous  croyons  devoir  ajouter  ici  le  raisonnement  suivant,  dû  à 
M.  Kœnigs,  pour  prouver  que  le  dodécaèdre  ne  fournit  qu'un  polyèdre 
étoile  et  que  I'icosaèdre  n'en  donne  que  trois. 

D'après  ce  qui  précède  le  dodécaèdre  ne  peut  donner  que  des  polyèdres 
étoiles  à  sommets  trièdres. 
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Or,  parmi  les  plans  passant  par  A  {fig.  499  bis),  le  plan  (AL,  A'L') 
déterminé  par  les  deux  arêtes  AL,  A'L' joignant  des  couples  de  points  dia- 
métralement opposés  A  et  A',  L  et  L',  est  un  plan  de  symétrie  du  dodé- 
caèdre; et,  il  y  a  en  chaque  sommet  A  de  ce  corps  trois  plans  de  symétrie 
tels  que  le  précédent. 

Un  plan  de  ?i^méinQ)(i\xpol)'èdre primit if  éidj\i  un  plan  de  symétrie  du/?o- 
lyèdre (1er lve\  nous  allons  chercher  à  former  au  sommet  Auntrièdre  admet- 
tant le  plan  (AL,  A'L')  pour  plan  de  symétrie  et  ayant  par  suite  une  arête 
dans  ce  plan,  tandis  que  la  face  opposée  est  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Pour  cela,  nous  ferons  tourner  un  demi-plan  autour  d'une  droite  menée 
par  A  perpendiculairement  au  plan  de  symétrie  ;  et,  en  considérant  les  po- 
sitions du  plan  contenant  des  sommets  du  polyèdre  primitif,  nous  cher- 
cherons à  former  avec  ces  sommets  des  polygones  réguliers  pouvant  être 
pris  pour  faces  d'un  polyèdre  dérivé. 


Le  plan  est  supposé  tourner  vers  l'arrière  de  la  figure  (^).  Voici  le  ta- 
bleau de  ses  positions  successives  : 

Première  position.  —  Le  plan  contient,  outre  A,  le  sommet  L  seul. 

Deuxième  position.  —  Le  plan  est  AMQ'.  Le  triangle  AMQ'  est  équila- 
téral;  les  deux  autres  sont  AP'D,  AGN;  ils  n'ont  pas  d'arête  commune. 

Troisième  position.  ~  Le  plan  est  AG'D'.  Le  triangle  AC'D'  n'est  pas 
équilatéral. 

Quatrième  position.  —  Le  plan  est  AP'N  ;  il  contient  aussi  B'  et  E',  car 
les  arêtes  LA,  Q'P',  C'B',  D'E',  MN  sont  également  inclinées  sur  la  face 
LQ'C'D'M.  Les  sommets  A,  N,  E',  B',  P'  forment  un  pentagone  semblable 
au  pentagone  qui  forme  la  face  du  dodécaèdre  primitif.  Les  trois  penta- 


(^)L,  N,  Q,  M',  P'soiitdans  un  même  plan;  L',  rs',  Q',  M,  P  sont  dans  un 
autre;  aucun  de  ces  plans  ne  contient  le  centre  0  qui  est  dar)s  un  plan  pa- 
lallèle  intermédiaire. 
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gones  convexes  formés  de  la  sorte  autour  de  A  ont  deux  à  deux  en  com- 
mun deux  sommets  non  consécutifs  ;  ils  ne  peuvent  pas  former  un  angle 
polyèdre;  mais,  par  la  même  raison,  les  pentagones  étoiles  ayant  les 
mêmes  sommets  ont  deux  à  deux  une  arête  commune  et  donnent  le  dodé- 
caèdre étoile  (de  septième  espèce). 

Cinquième  position.  —  Le  plan  est  AN'P.  Le  triangle  AN' P  est  isocèle, 
mais  on  peut  démontrer  que  N'P  est  plus  grand  que  AP. 

Sixième  position.  —  Le  plan  est  AM'Q.  Le  triangle  AM'Q  n'est  pas 
équilatéral,  car  M'Q  est  égal  à  AD,  lequel  est  inférieur  à  AM'. 

Septième posuloii.  —  Le  plan  est  ABCDE;  c'est  la  face  même  du  dodé- 
caèdre ))rimitif. 

A  partir  de  là,  le  demi-plan,  en  achevant  sa  rotation,  ne  rencontre  plus 
aucun  sommet. 

Le  dodécaèdre  ne  peut  donc  fournir  qu'un  polyèdre  étoile. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'appliquer  le  même  raisonnement  à 
l'icosaèdre  ;  la  chose  est  encore  plus  simple,  et  l'on  reconnaît  de  la  sorte 
que  l'icosaèdre  ne  donne  que  trois  polyèdres  étoiles. 

PROBLÈME. 

923,   Trouver  l'espèce  d'un  polyèdre  régulier^ 
La  relation  d'Euler 

(0  S-f-F  =  A-f-2, 

démontrée  au  n°  688,  ne  s'applique  pas  seulement  aux  polyèdres  con- 
vexes ;  elle  subsiste  sans  modification  pour  tout  polyèdre  jouissant  de 
cette  propriété  qu'il  existe^,  dans  leur  intérieur,  un  point  tel  que  chaque 
demi-droite  issue  de  ce  point  rencontre  la  surface  en  un  point,  mais  en 
un  seul.  C'est  ce  que  montre  clairement  la  démonstration  suivante  que 
l'on  peut  substituer  à  celle  du  n°  688. 

Imaginons  une  sphère  ayant  pour  centre  le  point  en  question  et,  en  con- 
sidérant ce  point  comme  centre  de  projection,  projetons  le  polyèdre  sur 
la  sphère.  A  chaque  face  du  polyèdre  répondra  un  polygone  sphérique 
ayant  le  même  nombre  n  de  côtés  et  dont  l'aire  aura  (850)  pour 
expression  s  —  in  -^  ^,  s  désignant  la  somme  des  angles  de  ce  polygone 
sphérique.  La  somme  des  aires  de  tous  les  polygones  sphériques  ainsi 
formés,  c'est-à-dire  l'aire  de  la  sphère,  sera  donc  représentée  par 
S.S -—  2S/2  -i-  4F  et,  comme  dans  le  système  d'unités  adopté  (813)  l'aire 
de  la  sphère  est  égale  à  8,  on  aura  la  relation 

(2)  ^s  -  22/2 -4- 4F  =  8. 

Or,  d'une  part,  la  somme  des  angles  sphériques  autour  de  la  projection 
de  chaque  sommet  du  polyèdre  étant  égale  à  4j  on  a  2^  =  4  S.  D'autre 
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part,  la  projection  de  chaque  arête  du  polyèdre  formant  un  côté  appar- 
tenant à  deux  polygones  spberiques,  on  a  i/z  —  2A.  La  relation  (i) 
devient  donc  4S  —  4A-H4F  =:  8,  c'est-à-dire  la  relation  (r). 

Cette  démonstration  offre  d'ailleurs  l'avantage  de  montrer  la  route  à 
suivre  pour  modifier  la  formule  d'Euler  de  manière  à  la  rendre  appli- 
caljle  aux  polyèdres  réguliers  étoiles.  Il  faut  alors  tenir  compte  à  la  fois 
de  l'espèce  du  polyèdre  considéré  (918),  de  l'espèce  de  ses  faces  (915) 
supposées  toutes  de  môme  espèce,  et  de  celle  de  ses  angles  polyèdres 
(916)  supposés  tous  de  même  espèce.  A  cet  effet,  projetons  le  polyèdre 
donné  sur  la  sphère  inscrite  ou  circonscrite,  en  prenant  pour  centre  de 
projection  le  centre  de  cette  sphère  (917). 

Soient /^  le  nombre  des  côtés  de  l'une  des  faces  du  polyèdre,  fie  nombre 
qui  en  marque  l'espèce,  a  Faire  sphérique  que  sa  projection  recouvre  (917), 
V  la  somme  des  angles  de  ce  polygone  sphérique.  Décomposons-le  en  trian- 
gles en  joignant  à  ses  sommets,  par  des  arcs  de  grands  cercles,  la  projec- 
tion du  centre  de  la  face  considérée.  L'aire  de  l'un  de  ces  triangles,  ayant  a 
pour  somme  de  ses  angles,  sera,  en  prenant  pour  unités  l'angle  droit  et 
le  triangle  trirectangle  (8i7),  7.  —  1.  L'aire  a  qui  contient  n  de  ces 
triangles,  sera  a  =  Sa  —  2/1.  Or  Sa,  c'est  la  somme  des  angles  des  /i 
triangles  ou  la  somme  ^des  augles  du  polygone  augmentée  de  la  somme 
des  angles  au  sommet  de  ces  mômes  triangles,  somme  qui  est  égale 
à  i'f,  puisque  l'espèce  de  la  face  projetée  est  cp(916).  11  vient  donc 

rt  =  V  H-  4'f  —  2/i. 

Soit  E  l'espèce  du  polyèdre  ou  le  nombre  exact  de  fois  que  sa  projec- 
tion recouvre  la  sphère  dont  Taire  est  ici  représentée  par  8  (813);  nous 
aurons  Fa  =  8E  en  désignant  par  F  le  nombre  des  faces. 

On  a  d'ailleurs  F/^  =  2  A.  A  étant  le  nombre  des  arêtes  du  polyèdre. 
Quant  à  F  s,  elle  représente  la  somme  des  angles  de  tous  les  polygones 
sphériques  obtenus.  Mais  la  somme  des  angles  réunis  autour  de  chacun 
de  leurs  sommets,  projection  de  toutes  les  faces  de  l'angle  polyèdre  cor- 
respondant vaut  0-  fois  quatre  angles  droits,  o-  marquant  l'espèce  des 
angles  polyèdres  (916).  On  aura  donc,  s'il  y  a  S  sommets, 

et  en  substituant  les  valeurs  de  a,  //,  s  dans  la  relation  ci-dessus,  il  vient 

(1)  A -+- 2E  =  <p.E -i- G-.S. 

Si  l'on  fait  dans  cette  formule  E  =  ^  =  (j  =iyOn  retrouve  la  formule 
d'Euler.  Au  lieu  de  la  formule  que  nous  venons  d'obtenir,  Painsot  (Mé- 
moire cité)  trouve 

A-+-2E  =  F-^crS, 

parce  qu'il  ne  tient  pas  compte  de  l'espèce  de  la  face  du  polyèdre. 
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924.  Dodécaèdre  régulier  de  septième  espèce  (Polnsot,    quatrième 

espèce). 

On  l'obtient  à  Taide  de  pentagones  étoiles  ou  de  seconde  espèce,  for- 
mant des  angles  trièdres  de  première  espèce  autour  de  chaque  sommet 
d'un  dodécaèdre  régulier  ordinaire  (922).  Ce  nouveau  polyèdre  (fg,  5oo) 

Fig.  5oo. 


a  donc  vingt  sommets  (907).  En  désignant  par  m  le  nombre  des  arêtes 
d'un  de  ses  angles  polyèdres  et  par  n  le  nombre  des  côtés  d'une  de  ses 
faces,  on  a  (695) 

%k  =  iu^    et    ik  —  nY'^ 

d'où  Ton  déduit  (en  faisant  S  =  20,  /?;  —  3,  «  =  5) 

A  =  3o    et    F  =  12. 

La  formule  (I)  donne  ensuite,  en  faisant  o-  =  i,  9  =  2,  A  =  3o,  F  =  1-2, 
S  =  20, 

2E  =  24  -f-  20  —  3o    ou    E  —  7. 

Ce  nouveau  dodécaèdre  est  donc  de  septième  espèce. 

925.  Icosaèdre  régulier  de  septième  espèce. 

On  robtient(922)  à  l'aide  de  triangles  équilatéraux  formant  des  angles 
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pentaèdres  de  seconde  espèce  autour  de  chaque  sommet  d'un  icosaèdre 
régulier  ordinaire.  Ce  nouveau  polyèdre  (Jfg.  5oi)  a  donc  12  sommets  (907). 

Fig.  5oi, 


En  faisant  S  =  12,  m  =  5,  /z  —  3,  dans   les    équations    2A— wS    et 
2A  —  /?F,  on  trouve 

A  —  3o    et    F  =  10, 

La  formule  (ï)  donne  ensuite,  en  y  faisant  ç>  ^  i  et  (7  =  a, 

iE  =  io^i^  —  3o    ou    E  =  7. 

Ce  nouvel  icosaèdre  est  donc  de  septième  espèce. 

926.  Dodécaèdre  régulier  de  troisième  espèce,  à  faces  convexes. 

On  l'obtient  (922)  à  l'aide  de  pentagones  réguliers  ordinaires  formant 
des  angles  pentaèdres  de  seconde  espèce  autour  de  chaque  sommet  d'un 
icosaèdre  régulier  ordinaire.  Ce  nouveau  polyèdre  ayant  douze  sommets, 
les  équations  2A=  m  S  et  2A  =  «F  donnent  (pour  w  =  5  ei  n  =  5) 

A  =  3o    et    F  =-12. 

La  formule  (I)  donne  ensuite,  pour  op  =  i  et  a-  =  3, 

aE  =  12 -4- 24  —  3o    ou    E -- 3. 
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Ce  nouveau  dodécaèdre  à  faces  convexes  [fg.  5o2  )  est  donc  de  troisième 
espèce. 

Fig.  5o2. 


927.  Dodécaèdre  régulier  de  troisième  espèce,  à  faces  étoilées  (Poinsot, 
deuxième  espèce). 
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On  l'obtient  (922)  à  l'aide  de  pentagones  étoiles  formant  des  angles 
pentaèdres  de  première  espèce  autour  de  chaque  sommet  d'un  icosaèdre 
régulier  ordinaire.  Ce  nouveau  polyèdre  a  donc  douze  sommets  (907).  Les 
équations  iA  =  mS  et  iX=  /?F  donnent  alors,  pour  m  =  5  et  n~  5^ 

Ar=3o    et    F  =1=12. 

La  formule  (I)  donne  ensuite,  pour  fp  ==  2  et  o-  —  i^ 

2E  =  24  -t-  12  —  3o    ou     E  --  3. 

Ce  nouveau  dodécaèdre  à  hces  étoilées  (Ji^.  5o3  )  est  donc  aussi  de  troi- 
sième espèce. 

928.  Voici  le  tableau  des  éléments  des  quatre  nouveaux  polyèdres  ré- 
guliers. 


Dodécaèdre  régulier  de  septième 

espèce  

Icosaèdre   régulier  de   septième 

espèce 

Dodécaèdre  régulier  de  troisième 

espèce,  à  faces  convexes 

Dodécaèdre  régulier  de  troisième 

espèce,  à  faces  étoilées 


F 

n 

? 

S 

711 

12 

5 

2 

20 

3 

20 

3 

I 

12 

5 

12 

5 

ï 

)2 

5 

12 

5 

2 

12 

f) 

3o 


On  voit  que  les  nouveaux  polyèdres  sont  conjugues ùqvlx  à  deux,  comme 
les  polyèdres  réguliers  ordinaires  (907). 

929.  Pour  familiariser  davantage  le  lecteur  avec  les  nouveaux  polyèdres, 
nous  terminerons  en  indiquant  aussi  leur  mode  de  construction  d'après 
Gauchy  (919),  parce  qu'il  fait  peut-être  mieux  image  que  celui  qui  a 
été  adopté  plus  haut  (922). 

«  En  prolongeant  dans  le  dodécaèdre  ordinaire  les  arêtes  qui  forment 
))  les  côtés  des  douze  pentagones,  on  obtient  le  dodécaèdre  étoile  (de  troi- 
,)  sième  espèce). 

»  Si,  dans  le  dodécaèdre  ordinaire,  on  prolonge  le  plan  qui  contient 
»  chaque  face  jusqu'à  la  simple  rencontre  des  plans  des  cinq  faces  qui 
;>  entourent  la  face  opposée,  on  obtiendra  le  dodécaèdre  de  troisième 
»  espèce,  compris,  comme  le  dodécaèdre  ordinaire,  sous  des  pentagones 
»  de  première  espèce. 
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»  Enfin,  si  l'on  prolonge  les  arêtes  qui,  dans  ce  dodécaèdre  de  troi- 
»  sième  espèce,  forment  les  côtés  des  douze  pentagones,  on  obtiendra  le 
7>  dodécaèdre  de  septième  espèce. 

»  On  obtiendra  l'icosaèdre  de  septième  espèce,  en  prolongeant  chaque 
»  face  de  l'icosaèdre  ordinaire  jusqu'à  la  rencontre  des  plans  des  trois 
»  triangles  qui  entourent  la  face  opposée  à  celle  que  l'on  considère.  » 

IV.  —  Homothétie  et  homologie  dans  l'espace. 

FIGURES  HOMOTHÉTIQUES  DANS  l'eSPACE. 

930.  Étant  donné  un  système  de  points  A,  B,  C,  ...,  situés  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  l'espace  [Jig.  2i5  et  226),  si,  sur  les  rayons  SA, 
SB,  se,  ...,  issus  d'un  point  S  pris  à  volonté,  on  prend  à  partir  de  ce 
point  des  segments  SA',  SB',  SC,  ...,  tels  que 

SA '  _  Sir  _  se '  _ 

SA  "~  SB  ~  SC   "^ ' 

^  étant  un  nombre  quelconque,  on  dit  que  le  nouveau  système  de  points 

A',  B',  C,  ...  est  homothétiqae  au  système  primitif  ABC Suivant  que 

le  rapport  k  d^ homothétie  est  positif  ou  négatif,  les  points  homologues 
tels  que  A  et  A'  sont  situés  d'un  même  côté  ou  de  côtés  différents  par 
rapport  au  centre  S  (V homothétie,  et  les  deux  systèmes  ABC...,  A'B'C... 
sont  dits  homothétiques  directs  ou  homothétiques  inverses. 

La  définition  de  l'homothétie  est  donc  la  même  pour  les  figures  de 
l'espace  et  pour  les  figures  planes  (354).  Toutefois,  il  n'est  plus  vrai  de 
dire  ici,  comme  dans  le  plan,  que  l'homothétie  inverse  donne,  abstraction 
faite  de  la  position,  les  mêmes  figures  que  l'homothétie  directe;  F  étant 
une  figure  quelconque  de  l'espace,  si  l'on  construit,  à  l'aide  d'un  centre  S 
arbitraire,  la  figure  homothétique  directe  F'  suivant  le  rapport  k  et  la 
figure  homothétique  inverse  F,,  suivant  le  rapport  —  k^  les  deux  figures 
F'  et  Fi  seront  symétriciaes  par  rapport  au  point  S  (658).  Or  on  ne  peut 
plus  faire  coïncider  deux  pareilles  figures  (673),  tandis  que  dans  le  plan  une 
rotation  de  180  degrés  autour  du  point  S  entraînait  la  coïncidence  (354). 

931.  La  figure  homothéticiue  d'une  sphère  est  une  sphère  ;  la  démon= 
stration  est  la  même  que  celle  du  n°  355.  Par  suite,  comme  un  cercle  peut 
toujours  être  considéré  comme  l'intersection  de  deux  sphères,  hif^ure 
homothétique  cVune  circonférence  par  rapport  à  un  point  quelconque  de 
P espace  est  une  circonférence, 

932.  Le  théorème  du  n''  356  et  sa  démonstration  subsistent.  La  figure 
homothétique  cVune  droite  est  une  droite  parallèle  a  la  première ,  et  V angle 
de  deux  droites  est  égal  à  celui  de  leurs  droites  homologues  (  357,  358), 
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La  Jigiire  homotfietiqiœ  iVan  plan  est  un  plan  parallèle  au  premier , 
car,  si  l'on  considère  dans  le  plan  donné  une  droite  qui  tourne  autour  d'un 
point  A,  dans  chacune  de  ses  positions  cette  droite  aura  pour  homolhé- 
tique  une  droite  parallèle  passant  par  un  point  fixe  A' homothétique  de  A, 
Il  résulte  de  là  :  i'*  (\\xun  plan  qui  passe  par  le  centime  cV homothétie  esta 
lui-même  son  homothétique  ;  a**  que  V angle  de  deux  plans  est  égal  à 
P  angle  de  leurs  homothétique  s. 

Les  tangentes  en  deux  points  homologues  de  deux  courbes  homothé- 
tiques  sont  parallèles,  comme  limites  de  sécantes  parallèles.  Par  suite  (883), 
les  plans  tangents  en  deux  points  homologues  de  deux  surfaces  homothé- 
tique s  sont  parallèles. 

933.  Deux  systèmes  sont  homothé tiques,  s'il  existe  dans  l'espace  deux 
points  0  et  0'  tels,  que  les  droites  qui  joignent  le  point  0  aux  divers  points 
du  premier  système,  et  les  droites  qui  joignent  le  point  0'  aux  divers 
points  du  second  système,  soient  parallèles  et  dans  un  même  rapport  k  ; 
la  démonstration  est  la  même  qu'au  n°  360. 

Il  résulte  de  là  que  deux  sphères  quelconques  sont  à  la  fois  honiothé- 
tiques  directes  et  homothétiques  inverses  (362  )  ;  les  deux  centre:  d'homo- 
thétie  divisent  harmoniquement  la  ligne  des  centres  des  deux  sphères-, 
ces  centres  sont  en  outre  les  sommets  des  deux  cônes  qu'on  peut  circon- 
scrire aux  deux  sphères.  Lorsque  les  deux  sphères  sont  tangentes,  leur 
point  de  contact  est  un  centre  d'homothétie,  directe  si  le  contact  est 
intérieur,  inverse  si  le  contact  est  extérieur. 

934.  Le  théorème  du  n""  363  et  sa  démonstration  subsistent.  Ainsi,  deux 
systèmes  homothétiques  à  un  troisième  sont  homothétiques  entre  eux,  et 
les  trois  centres  d'homothétie  sont  sur  une  même  ligne  droite,  qu'on 
nomme  axe  d'homothétie  des  trois  systèmes. 

Trois  sphères  considérées  deux  à  deux  ont  trois  centres  d'homothétie 
directe  et  trois  centres  d'homothétie  inverse  (933).  Elles  ont  donc 
quatre  axes  d'homothétie  :  un  axe  d'homothétie  directe  qui  contient  les 
trois  centres  d'homothétie  directe,  et  trois  axes  d'homothétie  inverse  qui 
renferment  chacun  deux  centres  d'homothétie  inverse  et  le  centre  direct 
qui  répond  au  troisième  centre  inverse.  Ces  cjuatre  axes  d'homothétie 
sont  ceux  des  trois  cercles  (366)  que  l'on  obtient  en  coupant  les  trois 
sphères  par  le  plan  qui  passe  par  leurs  centres. 

93d.  Lorsque  quatre  systèmes  P,  P',  P",  P^"  sont  homothétiques  deux 
à  deux,  leurs  six  centres  d'homothétie  sont  situés  dans  un  même  plan. 

En  effet,  soient  respectivement  0,,  0^,  O3,  les  centres  d'homothétie  de 
P  et  P',  de  P  et  P%  de  P  et  P'"  ;  le  plan  0, 0^  O3  est  à  lui-même  son  homo- 
logue dans  les  systèmes  P  et  P',  puisqu'il  contient  leur  centre  0^;  il  est 
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a^issi  à  lui-môme  son  homologue  dans  les  systèmes  P  et  P",  puisqu'il 
contient  leur  centre  O2.  Donc  ce  môme  plan  est  encore  à  lui-même  son 
homologue  dans  les  systèmes  P'et  P"  (934);  et,  par  suite,  il  contient 
leur  centre  d'homothétie.  On  prouverait  de  même  que  ce  plan  passe  par 
les  centres  d'homothétie  deP'  et  P'",  et  de  P''  et  P'". 

Ces  six  centres  d'homothétie  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  com- 
()let  dont  les  côtés  sont  les  quatre  axes  d'homothétie  des  quatre  système^; 
proposés  pris  trois  à  trois.  Le  plan  de  ce  quadrilatère  reçoit  le  nom  de 
])lan  d'homothétie  des  quatre  systèmes  P,  P',  P",  P'". 

936.  Considérons  en  particulier  \Qcas  de  quatre  sphères.  Comme  deux 
sphères  sont  à  la  fois  homothétiques  directes  et  homothétiques  inverses, 
on  aura  douze  centres  dhomothétie,  dont  six  directs  et  six  inverses.  Il  est 
aisé  d(î  voir  qu'il  y  a  huit  plans  d'homothétie.  En  effet,  imaginons  le  té- 
traè  1rs  dont  les  sommets  sont  les  centres  des  quatre  sphères  ;  sur  chaque 
face  de  ce  tétraèdre,  il  y  a  six  centres  d'homothétie,  trois  directs  et  trois 
inverses  (934).  Considérons  l'un  0  des  six  centres  qui  sont  sur  Tune  des 
faces;  ce  point  0  appartient  à  deux  droites  A  et  B  dont  chacune  passe 
par  deux  autres  centres  de  la  même  face.  D'ailleurs,  ce  même  point  0  est 
commun  à  une  autre  face  du  tétraèdre,  et,  par  suite,  il  appartient  égale- 
ment à  deux  autres  droites  Cet  D  situées  sur  cette  seconde  face.  En  com- 
binant les  deux  droites  A  et  B  de  la  première  face  avec  les  deux  droites  C 
et  D  de  la  seconde,  on  obtient  quatre  plans,  AOC,  AOD,  BOC,  BOD,  dont 
chacun  passant  par  cinq  centres  d'homothétie  renferme  nécessairement  le 
sixième  centre  correspondant.  Ainsi,  par  chaque  centre  0  de  la  première 
face,  passent  quatre  plans  d'homothétie  ;  mais  chacun  de  ces  plans  est 
commun  à  trois  centres  de  cette  même  face.  Donc  le  nombre  total  des 
plans  d'homothétie  est  égal  à  huit. 

937.  Deux  figures  de  l'espace  sont  semblables  lorsque,  par  un  dépla- 
cement convenable,  on  peut  amener  la  seconde  sur  Tune  des  homothé- 
tiques directes  de  la  première.  Or,  d'après  le  n**  93 D,  pour  avoir  tous  les 
systèmes  homothétiques  à  un  système  donné,  il  n'est  pas  nécessaire  de 
faire  varier  le  centre;  il  suffît,  en  prenant  un  centre  arbitraire,  de  faire 
varier  A  de  o  à  00  (364).  Donc  on  obtiendra  toutes  les  figures  semblables 
à  une  figure  donnée,  en  construisant,  avec  un  centre  pris  à  volonté,  les 
surfaces  homothétiques  qui  répondent  à  toutes  les  valeurs  du  rapport  /, 
depuis  zéro  jusqu'à  l'infini. 

Ainsi  deux  sphères  quelconques  sont  semblables  (931  ). 

La  seule  figure  semblable  à  une  surface  conique  est  cette  surface  co- 
nique elle-même;  car,  si  l'on  prend  le  sommet  0  pour  centre  d'homothétie, 
l'homologue  A'  d'un  point  quelconque  A  de  la  surface  conique  proposée 
est  situé  sur  la  génératrice  OA, 
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Enfin  deux  surfaces  cjiîndriqncs  sont  homotJiétiques  lorsque  leurs 
généraMces  sont  parallèles^  et  leurs  directrices  deux  courbes  homothé- 
tiques;  car  la  figure  homothétique  d'une  droite  est  une  droite  parallèle. 
Par  suite,  les  sections  par  un  même  plan  de  deux  cylindres  Jiomothétiques 
sont  deux  courbes  homothéticfies  dont  le  centre  est  à  la  rencontre  du  plan 
sécant  et  de  la  parallèle  aux  génératrices  menée  par  le  centre  d'homothé- 
tie  des  deux  cylindres. 

FIGURES    IIOMOLOGIQUES   DANS   l'eSPACE. 

938.  La  nouvelle  définition  donnée  au  if  732  pour  les  figures  plane: 
s'étend  aux  figures  de  l'espace,  lorsqu'on  remplace  la  droite  fixe  X  par 
un  plan  fixe. 

Ainsi,  étant  donnés  un  point  fixe  0  et  un  plan  fixe  Q,  si,  ^wv  chaque 
rayon  O^i^  joignant  le  point  fixe  0  à  un  point  quelconque  a  du  plan  Q,  on 
prend  deux  points  m  et  m'  tels  que  le  rapport  anharmonique  (Oixmm') 
ait  une  valeur  constante  ).,  les  points  m  et  m'  décrivent  deux  fixrures  F 
et  F'  ciu^on  dit  ïiomologiques. 

0  est  le  centre  d'homologie,  Q  le  plan  d'homologie,  et  \  le  coefficient 
d'homologie. 

Le  point  0  est  son  propre  homologue,  et  il  partage  cette  propriété  avec 
chacun  des  points  du  plan  Q. 

Au  lieu  de  donner  la  constante  *a,  on  peut  donner  un  premier  couple 
[a,  a')  de  points  homologues.  Alors,  pour  obtenir  l'homologue  d'un  point 
quelconque  m  de  la  première  figure  F,  il  suffît  de  prendre  l'intersection  m' 
du  rayon  Om  avec  la  droite  a'z  qui  joint  le  point  a'  au  point  s,  où  la 
droite  ani  rencontre  le  plan  d'homologie.  Ce  tracé  est  la  généralisation 
de  celui  du  n*'  729  et,  d'après  les  considérations  développées  au  n°  732,  il 
équivaut  à  la  définition  donnée  ci-dessus. 

939.  Les  sections  faites  dans  1rs  figures  F  et  F'  par  un  plan  quelconque  R 
passant  par  le  centre  d'homologie  0  sont  évidemment  deux  figures  homo- 
logiques  planes  ayant  pour  centre  d'homologie  le  point  0,  pour  axe 
d'homologie  l'intersection  des  plans  Q  et  R,  et  pour  coefficient  X. 

D'après  cela,  à  une  droite  quelconque  de  la  figure  F  répond,  dans  la 
figure  F',  une  droite  coupant  la  première  sur  le  plan  d'homologie.  Toute 
droite  passant  par  0  est  sa  propre  homologue. 

A  tout  plan  P  de  la  figure  F  répond,  dans  la  figure  F',  un  plan  qui  ren- 
contre le  premier  sur  le  plan  d'homologie.  En  effet,  soient  A  l'inter- 
section du  plan  P  et  du  plan  d'homologie  Q;  a  un  point  fixe  du  plan  P 
et  a  son  homologue  ;  l'homologue  w'  d'un  point  quelconques  du  plan  P 
appartient  à  la  droite  homologue  de  anr,  or  le  point  a  où  am  rencontre  A 
étantson  propre  homologue,  la  droite  anix  a  pour  homologue  o^a'  et,  par 
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suite,  le  point  /;/  est  dans  le  plan  déterminé  par  le  point  a'  et  la  droite  A. 
Tout  plan  passant  par  le  centre  d'homologie  est  son  propre  homologue. 
Si  un  plan  est  parallèle  au  plan  d'homologie,  il  en  est  de  même  de  son 
homologue  ;  par  suite,  si  une  figure  F  est  siiuée  dans  un  plan  parallèle  au 
plan  d'homologie,  la  figure  homologue  F'  est  semblable  à  la  première. 

940.  Dans  deux  figures  homologiques,  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  points  en  ligne  droite  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  homologues. 

Il  en  est  de  même  pour  un  faisceau  plan  de  quatre  droites  et  pour  le 
faisceau  correspondant  ;  pour  le  faisceau  de  quatre  plans  passant  par  une 
môme  droite  et  pour  le  faisceau  formé  par  les  plans  homologues. 

Le  premier  principe  est  évident,  d'après  la  remarque  faite  en  tête  du 
numéro  qui  précède;  les  deux  autres  s'en  déduisent  immédiatement. 

941.  Lorsqu'un  point  m'  de  la  figure  F'  est  à  l'infini,  l'égalité 
se  réduit  à 


(O^mm' 

)  =  l 

mO 

} , 

Donc  tous  les  points  à  l'infini  de  la  figure  F'  ont  leurs  homologues  situés 
dans  un  plan  U  parallèle  au  plan  d'homologie;  ce  plan  est  dit  le  plan 
limite  de  la  figure  F. 

On  est  ainsi  conduit  à  généraliser  la  notion  acquise  au  n''  588,  sur  les 
points  à  l'infini  dans  un  plan.  Puisque  tous  les  points  à  l'infini  dans  l'es- 
pace ont  leurs  homologues  situés  dans  un  plan,  et  que  la  figure  homo- 
logue d'un  plan  est  un  plan,  on  doit  considérer  tous  les  points  à  Vinfiui 
dans  t espace  comme  étant  situés  dans  un  même  plan  qu'on  nomme  plan 
à  Vinfini;  ce  plan  contient  les  droites  à  l'infini  de  tous  les  plans  de 
l'espace. 

Mais  revenons  aux  figures  homologiques.  La  figure  F'  a  aussi  son  plan 
limite  V  qui  répond  aux  points  à  l'infini  de  la  figure  F  ;  et  l'on  voit,  comme 
au  n''  732,  que  le  rapport  des  distances  du  plan  limite  U  au  centre  0  et  au 

plan  Q  d'homologie  est  égal  à  \^  tandis  que  ce  rapport  est  égal  à  ^  pour 

le  plan  limite  V. 

Étant  donnés  une  figure  F,  son  plan  limite  U,  ainsi  que  le  centre  0  et 
le  plan  Q  d'homologie,  on  obtient  l'homologue  w?'  d'un  point  quelconques 
de  la  figure  F  de  la  manière  suivante  :  p  Qi  q  étant  les  points  où  une 
droite  menée  par  m  rencontre  les  plans  U  et  Q,  on  mène  par  le  point  q 
la  parallèle  au  rayon  Op,  et  l'on  prend  l'intersection  m'  de  cette  droite 
(homologue  de  pmq)  avec  le  rayon  Om. 
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9i2.  Pour  /r=  —  I.  riiomologie  est  dite  harmonique;  les  deux  plans 
limites  se  confondent  avec  le  plan  qui  est  équidistant  du  centre  et  du 
plan  d'homologie. 

Quand  le  plan  d'homologie  est  à  l'infini,  Thomologie  devient  homo- 
thétie.  Si,  de  plus,  Thomologie  est  alors  harmonique,  on  est  ramené  à  la 
symétrie  par  rapport  à  un  centre. 

Lorsque  le  centre  d'homologie  est  à  l'infini,  l'homologie  devient  affi- 
nité; la  seconde  figure  se  déduit  de  la  première  en  dilatant  dans  un  rap- 
port constant  ses  ordonnées  normales  ou  obliques  par  rapport  au  plan 
d'homologie.  Si,  de  plus,  l'homologie  est  alors  harmonique,  on  est  ramené 
à  la  symétrie  (normale  ou  oblique)  par  rapjjort  à  un  plan, 

943.  Nous  montrerons  plus  tard  les  ressources  qu'offre  à  la  Géométrie 
pure  la  transformation  homologique.  Nous  nous  bornerons  à  signaler  ici 
une  des  plus  intéressantes  ap[>lications  pratiques  de  cette  théorie;  nous 
voulons  parler  de  la  construction  des  bas-reliefs,  c'est-à-dire  de  ces 
figures  qui  forment  une  faible  saillie  sur  le  mur  d'un  édifice  et  à  l'aide 
d(^squelles  on  représente  un  sujet  ou  une  scène  quelconque.  Le  bas- 
relief  F  et  la  scène  F'  qu'il  représente  sont  deux  figures  homologiques. 
Soit  0  l'œil  du  spectateur  qui  est  en  avant  du  mur,  tandis  que  la  figure  F' 
est  supposée  en  arrière;  désignons  par  a'  le  point  de  F'  qui  est  le  plus 
voisin  du  mur,  et  par  P'  le  plan  mené  parallèlement  au  mur  par  le  point 
le  plus  éloigné.  On  prend  le  j)oint  0  pour  centre  d'homologie,  le  plan  P 
du  mur  pour  plan  homologue  de  P',  et  l'on  se  donne  à  volonté,  un  peu  en 
avant  du  mur,  le  point  a  qu'on  veut  faire  correspondre  au  point  a'  et  qui 
sera  le  point  le  plus  saillant  du  bas-relief.  Ces  données,  c'est-à-dire  le 
centre  d'homologie  0;,  un  couple  (r/,  d)  de  points  homologues  et  un 
couple  (P,  P')  de  plans  homologues,  suffisent  évidemment  pour  déter- 
miner la  figure  F  homologue  de  F',  m'  étant  un  point  quelconque  de  F'. 
on  prend  l'intersection  U  de  la  droite  a' m' el  du  plan  P';  le  rayon  Ob' 
donne,  par  sa  rencontre  avec  le  plan  P,  l'homologue  b  da  b'  :  par  suite,  l'in- 
tersection m  de  ab  et  du  rayon  0//^'  est  le  point  m  du  bas-relief  qui  répond 
au  point  m'  do  la  figure  à  représenter.  On  pourrait  aussi  commencer 
par  déterminer,  à  l'aide  de  ces  données,  le  plan  d'homologie,  et  opérer 
ensuite  à  l'aide  du  plan  et  du  centre  d'homologie,  et  du  couple  (a,  a'). 

V.  —  Plan  polaire  et  plan  radical. 

POLE  ET  PLAN  POLAIRE  PAR  RAPPORT  A  LA  SPHÈRE. 

944.  Un  point  0  et  une  sphère  C  étant  situés  d'une  manière  quel- 
conque dans  V espace,  si  par  le  point  0  on  mène  une  sécante  quelconque 
OFE  [fig*  2x6  et  217,  n°  340),  et  cju^on  détermine  le  conjugué  harmoniquel 
fin  point  0  par  rapport  à  EF,  le  lieu  géométrique  du  point  I,  lorsque 
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la  sécante  tourne  autour  du  point  0,  est  un  plan  P  perpendiculaire  au 
diamètre  AB  qui  passe  par  le  point  0  ;  car,  dans  chaque  plan  mené  par 
OCj  le  lieu  est  une  droite  1 340)  perpendiculaire  au  diamètre  AB  et  menée 
par  le  point  H,  conjugué  harmonique  de  0  par  rapport  à  ce  diamètre. 

On  dit  que  le  point  0  est  \e  pôle  du  plan  P,  et  que  le  plan  P  est  le 
/dan  polaire  du  point  0  par  rapport  à  la  sphère  C. 

Le  plan  polaire  P  d'un  point  0  est  évidemment  le  lieu  des  polaires 
du  point  0  par  rapport  à  tous  les  cercles  de  la  sphère  dont  les  plans 
passent  par  0. 

Le  rayon  de  la  sphère  est  moyen  proportionnel  entre  les  distances  du 
centre  au  pôle  et  au  plan  polaire,  La  discussion  des  positions  du  pôle  et 
du  plan  polaire  par  rapport  à  la  sphère  est  la  même  qu'au  n°  341.  Nous 
remarquerons  seulement  qn^Jorsque  le  pôle  est  extérieur  à  la  sphère,  le 
plan  polaire  est  le  plan  de  la  circonférence  de  contact  du  cône  qui  est 
circojîscjit  à  la  sphère  et  qui  a  le  pôle  pour  sommet, 

945.  Les  plans  polaires  de  tous  les  points  d'un  plan  passent  par  le  pôle 
de  ce  plan;  et  inversement,  les  pôles  de  tous  les  plans  qui  passent  par  un 
même  point  sont  sur  le  plan  polaire  de  ce  point.  La  démonstration  du 
n°  342  subsiste;  seulement, XY  [fig.  218)  représente  alors  la  projection, 
sur  le  plan  considéré,  de  la  droite  GO  qui  joint  un  point  quelconque  Ode 
ce  plan  au  centre  C  de  la  sphère. 

11  résulte  de  là  que,  si  chacun  des  points  d'un  plan  P  est  pris  pour 
sommet  d'un  cône  circonscrit  à  la  sphère,  les  plans  des  cercles  de  contact 
nassent  tous  par  un  même  point  p,  pôle  du  plan  P;  inversement,  si,  sui- 
vant chacun  des  cercles  de  la  sphère  dont  les  plans  passait  par  un  même 
point  p,  on  clironscrit  un  cône  à  la  sphère,  les  sommets  de  ces  cônes  sont 
tous  dans  un  même  plan  P,  cpd  est  le  plan  polaire  du  point  p, 

946.  Soient  une  sphère  dont  le  centre  est  0  et  une  droite  quelconque 

Fig.  5o.^[. 


TtÎ  b 


AB  ( /%•.  5o4].  Prenons  le  pôle  A' de  AB  par  rapport  au  grand  cercle 
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ECFD  situé  dans  le  plan  AOB,  et  par  le  point  A'  élevons  la  perpendicu- 
laire A'B'  à  ce  plan  AOB  ;  on  voit  que,  réciproquement,  la  droite  AB  est  la 
perpendiculaire  au  plan  OA'B'  élevée  par  le  pôle  A  de  A'B'  par  rapport 
au  grand  cercle  EIFK  situé  dans  le  plan  OA'B'.  Les  deux  droites  AB, 
A'B'  ont  reçAi,  d'après  cela,  le  nom  de  droites  réciproques  par  rapport 
à  la  sphère  0. 

Quand  deux  droites  sont  réciproques  par  rapport  à  une  sphère^  cha- 
cune déciles  est  le  lieu  des  pôles  de  tous  les  plans  passant  par  Vcmtre ; 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  chacune  (relies  est  V intersection  commune 
des  plans  polaires  des  divers  points  de  l'autre.  En  effet,  le  plan  polaire 
d'un  point  quelconque  M  de  AB  est  perpendiculaire  au  plan  FCE,  et  sa 
trace  sur  ce  plan  est  la  polaire  du  point  M  par  rapport  au  cercle  FCE. 
Cette  trace  passe  donc  (342)  par  le  point  A'  qui  est  le  pôle  de  AB  par 
rapport  au  cercle  FCE,  Par  suite,  le  plan  polaire  CID  du  point  M  ren- 
ferme la  droite  A'B'. 

Il  résulte  de  là  que,  lorsc/ue  deux  plans  sont  tangents  à  la  sphère,  leur 
intersection  est  réciprocjue  de  la  droite  qui  unit  les  deux  points  de  contact ^ 
car  ces  points  de  contact  sont  les  pôles  des  plans  tangents. 

Remarquons  enfin  que  la  droite  AB  est  le  lieu  des  pôles  de  sa  réciproque 
A'B'  j)ar  rapport  h  tous  les  cercles  de  la  sphère  dont  les  plans  passent 
par  A'B'.  En  effet.  A'  étant  le  pôle  de  la  droite  AB  par  rapport  au  cercle 
FCE,  si  N  est  le  point  où  la  droite  AB  rencontre  le  diamètre  CD  d'un 
cercle  quelconque  CID  conduit  par  A'B',  les  points  C,  A',  D,  N  forment 
un  système  harmonique;  doiicN  est  le  pôle  de  A'B'  par  rapport  au  cercle 
CID. 

PLAN    RADICAL    DE   DEUX   SPHÈRES. 

9i7.  Si,  par  un  point  M  de  Tespace,  on  mène  à  une  sphèi-e  0  une  sé- 
cante arbitraire  qui  rencontre  la  sphère  en  A  et  B,  le  produit  MA. MB  a 
une  valeur  indépendante  de  la  direction  de  la  sécante.  Ce  produit  con- 
stant, qui  est  positif  lorsque  le  point  M  est  extérieure  la  sphère,  négatif 
lorsque  le  point  M  est  intérieur,  et  nul  lorsque  le  point  M  est  sur  la 
surface  sphérique,  prend  le  nom  de  puissance  du  point  M  /)ar  rapport  à 
la  splière  0. 

La  puissance  dhin  point  pjcir  rapport  à  une  sphèic  est  égale,  en  gran- 
deur et  en  signe,  à  l'' excès  du  carré  de  la  distance  de  ce  point  au  centre 
sur  le  carré  du  rayon  (372).  Loj^sque  le  point  est  extérieur  h  la  sphère, 
sa  puissance  est  égale  au  carré  de  la  tangente  menée  à  la  sphère  par  ce 
point. 

Quand  deux  sphères  se  coupent  orthogonalement ,  le  carré  du  rayon  de 
chacune  d'elles  est  égal  à  la  puisscmce  de  son  centre  par  rapport  à  Vautre 
sphère  (383), 
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9-i8-  Le  lieu  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  à  deux  sphères 
est  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  (373). 

Ce  plan  a  reçu  le  nom  de  plan  radical  des  deux  sphères.  —  Lorsque 
deux  sphères  se  coupent,  leur  plan  radical  est  le  plan  du  cercle  commun; 
lorsque  deux  sphères  se  touchent ,  leur  plan  radical  est  le  plan  tangent 
au  point  commun.  —  Le  plan  radical  de  deux  sphères  concentriques  dis- 
paraît à  l' infini. 

Le  plan  radical  de  deux  sphères  est  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut 
leur  mener  des  tangentes  égales  (374).  C'est  aussi  le  lieu  des  centres 
des  sphères  qui  coupent  les  deux  premières  orthogonalement  (383). 

949.  Les  plans  radicaux  de  trois  sphères  considérées  deux  à  deux 
passent  par  une  même  droite  (376).  Cette  droite  est  la  perpendiculaire 
au  plan  des  centres  des  trois  sphères,  élevée  par  le  centre  radical  des  trois 
grands  cercles  contenus  dans  ce  plan  ;  elle  a  reçu  le  nom  ù'axe  radical 
des  trois  sphères. 

Lorsque  les  centres  des  trois  sphères  sont  en  ligne  droite,  l'axe  radical 
se  transporte  à  l'infini  :  il  peut  cependant  arriver  que  les  trois  plans  ra- 
dicaux coïncident,  auquel  cas  les  trois  sphères  ont  un  plan  radical  au  lieu 
d'un  axe  radical. 

950.  Enfin,  les  six  plans  radicaux  de  quatre  sphères  considérées  deux 
à  deux  passent  par  un  même  point.  Car  le  point  où  l'axe  radical  des  trois 
premières  sphères  rencontre  le  plan  radical  de  l'une  de  ces  sphères  et  de 
la  quatrième  est  d'égale  puissance  [)ar  rapport  aux  quatre  sphères;  il  est 
donc  commun  aux  six  plans  radicaux  des  sphères  considérées  deux  à 
deux,  et  aussi  aux  quatre  axes  radicaux  des  sphères  considérées  trois  à 
trois. 

Ce  point  est  dit  le  centre  radical  des  quatre  sphères.  Il  est  unique,  à 
moins  que  les  centres  des  quatre  sphères  ne  soient  dans  un  même  plan  ; 
dans  ce  cas,  il  peut  arriver  que  le  centre  radical  disparaisse  à  l'infini,  ou 
bien  qu'il  soit  remplacé  par  un  axe  radical,  ou  même  par  un  plan  radical 
si  les  centres  des  quatre  sphères  sont  en  ligne  droite. 

951 .  Les  propriétés  relatives  aux  points  antihomologues  ainsi  que  leurs 
démonstrations  subsistent  pour  les  sphères  : 

1°  Le  produit  des  distances  de  l'un  quelconque  des  deux  centres  de 
similitude  de  deux  sphères  à  deux  points  cmtihomologues  est  constant; 
deux  couples  de  points  antihomologues  sont  sur  une  même  circonférence, 
et  deux  cordes  antihomologues  se  coupent  sur  le  plan  radical  des  deux 
sphères  (378); 

2°  Quand  deux  sphères  sont  touchées  par  une  troisième^  la  droite 
qui  joint  les  points  de  contact  passe  par  un  centre  de  similitude  de  ces 
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deux  spJières,  et  la  réciproque  de  cette  droite  par  rapport  à  la  troi- 
sième sphère  est  située  dctns  le  plan  radical  des  deux  premières.  Inver- 
sement,, si  la  droite  ah  cjul  joint  deux  points  respectifs  a  et  h  de  deux 
sphères  {K)  et  {^)  passe  par  un  centre  de  similitude  de  ces  deux  sphères^ 
la  sphère  (w)  qui  touche  (A)  e/z  a  et  qui  passe  par  le  point  h  touche  (B) 
en  b.  Et  encore,  si  la  droite  ah  qui  joint  deux  points  respectifs  a  et  b 
de  deux  sphères  est  telle  cpie  l'Intersection  des  plans  tangents  en  a  et 
b  à  ces  sphères  appartienne  à  leur  plan  radical,  la  sphère  (w)  qui 
touche  (A)  en  a  et  qui  passe  par  h  touche  (B)  en  b  (319}* 

3*^  SI  deux  sphères  (A)  et  (B)  sont  touchées  respectivement  en  a  et  b 
par  une  sphère  (w)  et  en  a'  et  h'  par  une  sphère  (w'),  de  façon  que 
les  contacts  en  b  et  h'  soient  semblables  ou  dissemblables  en  même  temps 
que  les  contacts  en  a  et  a' ,  le  point  de  concours  de  deux  côtés  opposés 
quelconques  du  quadrilatère  ab  a'  b'  est  à  la  fols  un  centre  de  simi- 
litude des  deux  splières  dont  ces  côtés  sont  des  cordes  et  un  point  du 
plan  radical  des  deux  autres  sphères  (380). 

VI.  —  Figures  inverses  dans  l'espace. 

COMPLÉMENT  DE  L.\  METHODE   DE   TRANSFORMATION  PAR  RAYONS  VECTEURS 

RÉCIPROQUES. 

952.  La  définition  du  n°  384  s'applique  à  des  points  A,  B,  C,  . . . ,  situés 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace. 

Le  cercle  d* Inversion  devient  alors  une  sphère,  et,  lorsqu'on  fait  varier 
le  rayon  de  cette  sphère  sans  déplacer  son  centre,  les  figures  inverses  de 
la  figure  donnée  ainsi  obtenues  sont  homothétiques  (385)  entre  elles. 

953.  Un  plan  L  et  une  sphère  0  quelconque  peuvent  être  considérés 
comme  deux  figures  Inverses  l'une  de  Vautre  (388).  La  figure  Inverse 
d'un  plan  L  est  une  sphère  0  passant  par  l'origine;  et  la  figure  Inverse 
d'une  sphère  0,  par  /^apport  à  l'un  quelconque  de  ses  points  pris  pour 
origine,  est  un  plan  L  perpendiculaire  au  diamètre  passant  par  l' origine, 

95  i.  Deux  sphères  quelconques  0  et  0'  peuvent  être  considérées  comme 
deux  figures  Inverses  l'une  de  l'autre  (390).  La  figure  Inverse  cVune 
sphère  0,  par  rapport  à  un  point  S  extérieur  ou  intérieur  pris  pour  ori- 
gine, est  une  autre  sphère  0'. 

955.  L'inverse  d'une  circonférence  G  par  rapport  à  un  point  quel- 
conque S  de  l'espace  pris  pour  origine  est  une  caitre  circonférence  C 
Car,  la  circonférence  G  étant  considérée  comme  l'intersection  de  deux 
sphères  0  et  0',  son  inverse  est  l'intersection  des  deux  sphères  O'et  O'i, 
inverse  des  sphères  0  et  Oi,  c'est-à-dire  un  cercle. 
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II  résulte  immédiatement  de  la  définition  des  figures  inverses  que //^r;/^ 
couples  quelconques  a  et  ci\  b  et  b' ^  c  et  c\  des  points  correspondants  de 
deux  figures  inverses  sont  situés  sur  une  même  sphère.  Donc  une  cir- 
conférence quelconque  C  et  son  inverse  G'  appartiennent  à  une  même 
sphère,  et  par  suite  (878)  elles  sont  des  sections  antiparallèles  d'un 
môme  cône  oblique  qui  a  l'origine  S  pour  sommet.  De  là  le  moyen  de 
trouver  le  centre  de  la  circonférence  C  inverse  d'une  circonférence  C; 
ce  centre  est  (880)  sur  la  droite  qui  Joint  l'origine  S  au  sommet  d'un 
cône  auxiliaire,  circonscrit  suivant  le  cercle  G  à  la  sphère  déterminée 
par  la  circonférence  G  et  le  point  S. 

936.  La  formule  du  n°  386  et  sa  démonstration  subsistent.  Quant  au 
théorème  du  n°  387,  il  s'applique  aussi  à  deux  lignes  quelconques  de 
l'espace;  mais  une  nouvelle  démonstration  est  nécessaire. 

Et  d'abord  on  démontre,  absolument  comme  au  n°  387,  en  considérant 
(fig.  240)  une  ligne  quelconque  plane  ou  gauche  MN  et  son  inverse  M/î\', 
que  leurs  tangentes  MT,  M'T'  font  des  angles  égaux  TMM',  TM'xM  avec 
le  rayon  vecteur  SMM'.  Gela  étant,  soient  {fig,  241)  deux  courbes  gauches 
MA  et  lAa  qui  se  coupent  en  M,  et  les  courbes  inverses  M'A',  M'a';  il 
faut  prouver  que  l'angle  des  deux  premières,  c'est-à-dire  l'angle  ^MTde 
leurs  tangentes,  est  égal  à  l'angle  ^M'Tdes  deux  autres.  Or  on  a,  d'après 
l'observation  précédente, 

^^ÎM'  ---  ni'M,     TmV  =  TM'M  ; 

donc  le  trièdre  formé  par  les  droites  MM',  MT,  M^  et  le  trièdre  formé 
par  les  droites  M' M,  M'T,  M'^,  ont  un  angle  dièdre  égal  MM'  compris 
entre  deux  faces  égales  chacune  à  chacune;  ces  deux  trièdres  sont  donc 
symétriques  et,  par  suite,  les  troisièmes  faces  TM^,  TM'^  sont  respec- 
tivement égales. 

957.  V angle  de  deux  surfaces  F  et  Fi,  en  un  point  quelconque  m  de 
leur  ligne  d'intersection  amb^  est  égcd  à  l'angle  sous  lequel  les  surfaces 
inverses  F'  et  Y\  se  coupent  au  point  correspondant  m'. 

En  effet,  menons  par  m  sur  les  surfaces  F  et  Fi  deux  courbes  mp  et 
mpi  à  angle  droit  sur  la  ligne  d'intersection  amb\  leurs  inverses  m' p' 
et  m'p\  couperont  (956)  à  angle  droit  la  ligne  a'm'b'  commune  aux  sur- 
faces F'  et  F'i,  et  de  plus  l'angle  des  deux  premières  courbes  mp  et  mp^ 
sera  égal  à  celui  de  leurs  inverses  m'p'  et  m'p\.  Or  l'angle  des  courbes 
mp  et  mpi  mesure  l'inclinaison  mutuelle  des  deux  surfaces  F  et  Fi 
au  point  m,  et  l'angle  de  m'p'  et  rn'p'^  mesure  l'inclinaison  mutuelle 
des  deux  surfaces  F'  et  F'i  au  point  correspondant  m'. 

Puisque  l'inversion  conserve  les  angles  des  surfaces,  les  sphères  in- 
verses de  deux  sphères  tangentes  sont  aussi  tangentes;  d'ailleurs  on  voit. 
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comme  au  n°  393,  que  le  contact  entre  les  deux  nouvelles  sphères  et 
le  contact  entre  les  deux  sphères  primitiçes  sont  semblcdAes  ou  dissem- 
blables suivant  que  les  puissances  du  centre  cVinversion  par  rapport 
aux  deux  sphères  primitives  ont  le  même  signe  ou  des  signes  opposés. 

Les  lignes  et  les  surfaces  inverses  jouissent,  relativement  à  la  cour- 
bure, de  propriétés  très  importantes  que  nous  ne  pouvons  pas  développer 
ici.  Nous  renverrons  sur  ce  sujet  aux  Mémoires  déjà  cités  dans  le  n*"  398. 
et  à  un  Mémoire  de  M.  Hirst,  Annales  de  Tortolini^  t.  II,  1859. 

Applications. 

958.  Voici  quelques  applications  des  principes  qui  précèdent. 

On  nomme  projection  stéréographique  d'une  figure  sphérique  la  per- 
spective de  cette  figure  faite  en  prenant  pour  point  de  vue  S  un  point  de 
la  sphère,  et  pour  plan  de  projection  ou  tcd)leau  le  plan  P  du  grand  cercle 
dont  le  pôle  est  au  point  de  vue  S. 

D'après  le  n"*  953,  on  peut  considérer  le  plan  diamétral  P  comme  l'in- 
verse de  la  surface  sphérique,  en  prenant  pour  origine  le  point  S  et 
pour  puissance  le  double  du  carré  du  rayon  de  la  sphère.  La  projection 
stéréographique  n'est  donc  qu'un  cas  particuher  do  la  transformation 
par  rayons  vecteurs  réciproques,  et  l'on  peut  énoncer  les  propositions 
suivantes  qu'on  utilise  dans  la  construction  des  mappemondes  : 

i^  Les  projections  stéréographiques  de  deux  lignes  tracées  sur  la 
sphère  se  coupent  sous  le  même  angle  que  ces  lignes  elles-mêmes  ; 

Qp  La  projection  stéréographique  d'un  cercle  de  la  sphère  est  un 
cercle  dont  le  centre  est  la  perspective  du  sommet  du  cône  circonscrit 
à  la  sphère  suivant  le  cercle  proposé. 

La  projection  stéréographique  a  été  connue  des  Grecs  :  Plolémée  l'a 
décrite  sous  le  nom  ^q  planisphère^  et  les  auteurs  du  moyen  âge  l'appe- 
laient astrolabe,  La  construction  du  centre  est  due  à  M.  Chasles. 

959.  On  peut  toujours  trcmsjormer  un  groupe  de  trois  sphères  données 
en  un  groupe  de  trois  autres  sphères  ayant  leurs  centres  en  ligne  droite  ; 
le  lieu  de  V origine  ou  du  pôle  de  transformation  est  la  circonférence 
cjui  coupe  à  angle  droit  les  grands  cercles  des  sphères  données  situés 
dans  le  plan  des  trois  centres.  En  effet,  il  est  évident  que  les  pôles  do 
transformation  doivent  être  dans  le  plan  des  trois  centres,  et  que  tout 
revient  à  transformer  les  grands  cercles  situés  dans  ce  plan  en  trois 
autres  ayant  leurs  centres  en  ligne  droite.  Or,  si  l'on  prend  pour  pôle 
un  des  points  de  la  circonférence  qui  coupe  orthogonalement  ces  trois 
grands  cercles,  cette  circonférence  orthogonale  se  transforme  en  une 
droite  qui  coupe  à  angle  droit  les  transformées  des  circonférences 
données  et  qui,  par  suite,  contient  les  centres  de  ces  transformées. 


LIVRE    VII.    —    LES    COUPS    RONDS.  27 1 

VII.   ~  Problèmes  relatifs  au  contact  des  sphères. 

SPHÈRE   TANGENTE   A   QUATRE   SPHÈRES  DONNÉES. 

960.  Supposons  le  problème  résolu  et  soit  X  une  sphère  tangente  à 
quatre  sphères  données  Si,  S2,  S3,  S4  dont  nous  désignerons  le  centre 
radical  par  0  {fig-  5o4  his). 

Si  l'on  fait  l'inversion  de  la  figure  en  prenant  pour  centre  d'inversion 
le  point  0  et  pour  coefficient  d'inversion  la  puissance  de  0  par  rapport 
à  chacune  des  sphères  données,  chacune  de  ces  sphères  se  transformera 
en  elle-même,  et  la  sphère  X',  inverse  de  X,  sera  une  seconde  sphère 
tangente  à  Si,  S2,  S3,  S4;  d'ailleurs  les  points  de  contact  rt'^,  d^^  a'-^^  a';, 
de  X'  avec  Si,  S2,  S3,  S4  sont  situés  respectivement  sur  les  droites  Or^i- 
0^2,  0<^3,  Oar,  qui  joignent  le  point  0  aux  points  de  contact  «1,  ^2,  a^, 
a;,  de  X  avec  Si,  S2,  S3,  S4. 

Les  puissances  de  0  par  rapport  à  Si  et  à  X  étant  respectivement  les 
mêmes  que  celles  de  0  par  rapport  à  S2  et  à  X,  il  résulte  du  n"*  957 
que  les  contacts  en  a^  et  en  a^  sont  semblables  ou  dissemblables  en  même 
temps  que  les  contacts  en  ai  et  en  a\ .  Par  suite  les  couples  de  sphères  Si 
et  S2,  X  et  X'  satisfont  aux  conditions  du  n*'  951  (S*')  ;  0  est  donc  un  centre 
de  similitude  de  X  et  de  X',  et  le  point  de  concours  «12  de  aicci  et 
de  a\  «2  est  à  la  fois  un  centre  de  similitude  de  Si  et  de  S2  et  un  point 
du  plan  radical  R  de  X  et  de  X'.  De  môme,  le  point  de  concours  ^13  de 
aifi^  et  de  a\  a^  et  le  point  de  concours  0)14  de  «1^4  et  de  a\  a'r^  sont 
respectivement  des  centres  de  similitude  de  Si  et  de  S3,  de  Si  et  de 
S4,  et  appartiennent  au  plan  R.  Par  suite,  le  plan  radical  ^  de  ^  et 
de  X'  est  un  plan  de  similitude  wi  2^13^14  des  quatre  sphères  données. 

Il  suit  de  là  que  les  centres  x  et  x!  des  sphères  X  et  X'  sont  situés  sur 
la  perpendiculaire  Oli^^  abaissée  de  0  surle  plcm  de  similitude  (^i^  m  iz^i!*) 
puisque  la  droite  xx'  doit  passer  par  le  centre  de  similitude  0  de  X  et 
de  X'  et  être  perpendiculaire  au  plan  radical  de  ces  deux  sphères. 

Enfmles  points  aiQi  a\  des  sphères  X  et  X'étant antihomologues, puis- 
qu'ils se  correspondent  par  inversion,  les  plans  tangents  en  a^  et  a\  ont 
leur  intersection  Li  dans  le  plan  radical  R  (951,  1°);  mais  Li  et  aia\ 
étant  réciproques  par  rapport  à  la  sphère  Sj,  la  droite  ai  a\  contient  le 
pôle,  par  rapport  à  la  sphère  Si,  du  plan  R  qui  passe  par  Li  (946). 

On  est  ainsi  conduit  à  la  conclusion  suivante  : 

S'il  existe  une  sphère  X  tangente  à  quatre  sphères  données  Si,  S2, 
S3>  S4,  il  existera  une  seconde  spJière^  jouissant  de  la  même  propriété . 
Ces  deux  spJières  associées  X  et  X'  touchent  respectivement  la  sphère '^i 
aux  points  ai  et  a\  où  cette  sphère  rencontre  la  droite  0/>i  qui  Joint  le 
centre  radical  0  des  sphères  données  au  pôle  /?i,  par  rapport  à  Si,  de 
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l'un  des  plans  Pi  de  similitude  des  mêmes  sphères.  Les  centres  x  et  œ' 
de  X  et  de  X'  seront  les  points  oit  les  droites  qui  joignent  le  centre  s^ 
de  Si  aux  points  ai  et  a\  rencontrent  la  perpendiculaire  OZi  abaissée 
de  0  sur  le  plan  de  similitude  considéré  \* y. 

Comme  il  y  a  huit  plans  de  similitude  (936)  des  quatre  sphères  don- 
nées, on  voit  que  le  nombre  des  couples  de  sphères  tangentes  à  quatre 
sphères  données  est  au  plus  égal  à  huit. 

Pour  qu'un  tel  couple  existe,  il  faut  évidemment,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, que  la  droite  0/>i,  qui  répond  au  plan  de  similitude  considéré, 
coupe  la  sphère  Si.  Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante  :  en  d'autres 
termes,  si  la  droite  0/>i,  qui  joint  le  point  0  au  pôle  p^,  par  rapport  à 
Si^  d'un  plan  de  similitude  Pi  des  sphères  données^  coupe  Si  en  deux 
points  a\  et  a\ ,  et  si  x  et  x'  sont  les  points  oie  SiCii  et  s^a]  rencontrent  la 
perpendiculaire  OZi  abcdssee  de  0  sur  le  plan  Pi,  les  sphères  ^  et  \' 
décrites^  l'une  du  point  x  comme  centre  avec  xa^  pour  rayon,  l'autre 
du  point  x'  comme  centre  avec  x' a!^  pour  rajon^  toucheront  l'une  et 
l^ autre  les  quatre  sphères  données  Si,  S2,  S3,  S4. 


Fig.  oo\  bis. 


x^y 


En  effet  : 

D'abord,  la  sphère  X  touche  Si  au  point  a^  puisque  le  point  ai  est 
commun  aux  deux  sphères  X  et  Si  et  se  trouve  en  outre  sur  la  ligne 
des  centres  ^1^.  De  même  la  sphère  X'  touche  Si  au  point  a\.  Il  reste  à 
prouver  que  X  et  X'  touchent  l'une  et  l'autre  les  sphères  S.2,  S3,  S4,  ou 
même  simplement  que  X  et  X'  touchent  S2,  car  le  même  raisonnement 
subsistera  pour  S3  et  pour  S4. 

Or,  désignons  par  a^  et  a'^  les  points  de  S2  qui  sont  antihomologueS 
de  «1  et  a\  par  rapport  à  celui  W12  des  deux  centres  de  similitude  de  Si 
et  de  S2   qui  est  dans  le  plan  de  similitude  considéré  Pi.  Il  existe 
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(931,  2')  une  sphère  Y  touchant  respectivement  S,  et  S,  en  a,  et  en  1 
ams,  qu  une  sphère  Y'  touchant  respectivement  S,  et  S  en  «  e  e^/ ' 
Le  centre  r  de  Y  est  à  la  rencontre  de  ....  et  de  .,«,  et  le  :  n ty^ 
a  la  rencontre  de  .,.',  et  de  .,«',.  Si  .,,  est  „n  centre  de  simllftade 
d,recte  de  S.  et  de  S.,  les  contacts  en  «,  et  a,  seront  semblable  aïsi 
que  les  contacts  en  .',  et  a,  ;  au  contraire,  si  „.,  est  un  centre  es  m" 
htude  inverse,  les  contacts  en  a,  et  «.  seront  dissemblables  ainsi  q"  e 
escontacUen«',  et ./,.  Les  contacts  en.',  et «^  sont  donc  semblaWes;, 
dissemblables  en  môme  temps  que  les  contacts  en  «.  et  .,.  Par  suite 

n  9ol  (3  ),  et  Ion  peut  énoncer  les  propositions  suivantes  :  ,»  Tinter 
section  de  «,«',  et  de  a,a-,  appartient  au  plan  radical  de  S,  et  de  S     eî 
comme  a,o^  coupe  ce  plan  radical  en  0,  la  droite  a,a',  ^asse  pa  'o- 
."  le  po,nt  0  est  un  centre  de  similitude  de  Y  et  de  Y',  et  par  suit     t 
trois  pomtsr,y,  Osont  en  ligne  droite;  3Me  point  .,    appaSt  a, 
p  an  radical  R  de  Y  et  de  Y';  mais,  d'une  part,  la  droit  -..'^cTro, 
de  «,«.  par  rapport  à  S„  c'est-à-dire  l'intersection  des  plans  tarent 
n  «.  e  «',  a  la  sphère  S„  est  sur  ce  plan  radical;  d'autre  par    ce 
droite  réciproque  1,  doit  appartenir  au  plan  polaire  P.  du  point  «   ï.ue 

IT/SÏ  '  :  '  '"  '•'  ""'""'  '°"^  ""  P°'"'  "-  ^'  "°<^  droite  )  ^du  p  an 
radical  R  et,  par  suite,  se  confond  avec  lui.  Il  résulte  de  là  que  la  iSë 
des  centres  jf  est  perpendiculaire  au  plan  P,.  Les  points 'et  tso 
donc  situes  sur  0Z„  aux  points  où  cette  droite  reueciure  ,  «,  t  .  J- 
Ils  co.ncident  par  suite  avec  les  centres  .  et  .'  de  X  et  de  X'  Ï  so  'te 
que  es  sphères  X  et  X'  coïncident  elles-mêmes  respeetiveme.t'avec  Y 
1   et,  par  conséquent,  touchent  la  sphère  S^. 
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961 .  Conservons  les  notations  du  numéro  précédent  et  supposons  aue 

les  trois  sphères  S„  S„  S3  restant  fixes,  la  sphère  S.  varie  Le  Z?  0 

n  re  radical  des  quatre  sphères,  décrira  l'axe  radical  H  des'sThères 

nZ  H- '    ,    r  ^"PP°'°"^'  Pa"-  exemple,  que  P,  soit  le  plan  de  simili- 

ZttTiVTr^  TT-  ''  "'  "^''^^^  ''  similitude  directs 

ixe  av  c  S     S     S    t\     p  '''"'  '°'"'""*^  "''''  ''  P'''"  P'  «'  restant 
nxe  avec  b^,  b„  S3,  le  plan  P,  tournera  autour  de  D  et  oar  snitP   =nn 

po  e^.  par  rapport  à  S.  décrira  la  droite  S  réciproqu  '  d'e  D  par  r^- 

port  a  Sr,  or  la  droite  S  est  perpendiculaire  au  plan  des  centr  s  T 

iiîesîxTs  H    [?;:""ï^  ?^'  ^>P"'^-  coîstammenr^r^e  X 

Uc   r  de  X  e^  d.  .  P  "^Pf  "*^"=':'«"-^«  «"  plan  ■'•  --^3  ;  le  point  de  con- 

«.  de  X  et  de  S,  étant  situé  sur  Op,,  ne  sortira  pas  alors  du  plan 

R.  et  DEC.  -  r^.rfeGeom.   (II.  Partie).  ,8 


274  GÉOMÉTRIE   DANS    l'i:SPACE. 

des  parallèles  II  et  (?;  le  lieu  de  ce  point  ai  est  donc  le  cercle  suivant 
lequel  le  plan  de  II  et  de  S  coupe  la  sphère  Si. 

De  là,  ce  théorème  dû  à  Dupuis  : 

Quand  une  sphère  variable  X  touche  constamment  de  la  même 
manière  trois  sphères  fixes  "^i,  S2,  S3,  chacun  des  trois  points  de  contact 
<?!,  <72,  a^  décrit  un  petit  cercle  sur  la  sphère  fixe  correspondante. 

Les  auteurs  qui  se  sont  occupés  du  problème  relatif  à  la  sphère  tan- 
gente à  quatre  sphères  données  (Gaultier  de  Tours,  Journal  de 
V École  Polytechniciue^  t.  IX;  IIekgmann,  Mémoires  de  V académie  de 
Lille,  1823;  J.-A.  Serret,  Journal  de  Crelle,  t.  XXXVII,  et  Nouvelles 
Annales)  ont  fondé  leur  démonstration  sur  le  théorème  de  Dupuis.  Au 
lieu  de  suivre  cette  marche,  qui  rompt  l'analogie  avec  la  Géométrie  plane, 
nous  avons  tenu  à  conserver  cette  analogie,  et  l'on  peut  voir  que  le 
raisonnement  employé  au  n°  960  n'est  que  l'extension  naturelle  de  celui 
déjà  fait  au  n*'  400.  Le  théorème  de  Dupuis  n'en  est  alors  qu'un  corol- 
laire immédiat,  comme  nous  venons  de  le  voir.  On  peut  toutefois  en 
désirer  une  démonstration  directe.  Une  des  plus  simples  repose  sur  la 
remarque  du  n'*  9o9  : 

Considérons  la  figure  formée  par  les  trois  sphères  fixes  Si,  S2,  S3, 
la  sphère  variableXqui  les  touche  ;  transformons  cette  figure  de  façon  que 
Si,  S2,  S3  deviennent  trois  sphères  2i,  23,  23  ayant  leurs  centres  c-i,  C2,  g-, 
en  ligne  droite.  La  transformée  ^  de  X  touchera  li,  ^2,  -3  et  le  lieu  de  sou 
point  de  contact  avec  l'une  quelconque  de  ces  sphères  sera  évidemment 
un  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  droite  ^i^2C3.  Donc,  en 
revenant  à  la  figure  primitive  et  se  rappelant  que  la  transformée  d'un 
cercle  est  un  cercle,  on  voit  que  le  point  de  contact  de  la  sphèr;^ 
variable  X  décrit  un  cercle  sur  chacune  des  sphères  fixes  Si,  S2,  S  . 
(Mannheim,  Nouvelles  Annales,  i'"'^  série,  tome  XIX.) 

SPHÈRE  tangente  A  QUATRE  PLANS  DONNÉS. 

962.  Établissons  d'abord  un  lemme  : 

Soit  Al  A2  A3  A4  un  tétraèdre,  k  étant  l'un  quelconque  des  indices 
I,  2,  3,  4,  désignons  par  si,  l'aire  de  la  face  opposée  au  sommet  A/,.,  par 
MPa  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  quelconque  M  de  l'espace  sur 
le  plan  de  cette  face,  et  par  Xk  le  nombre  qui  mesure  la  longueur  de  cette 
perpendiculaire,  précédé  du  signe  h-  ou  du  signe  —  suivant  que  le  point 
M  et  le  sommet  ku  sont  d'un  même  côté  ou  de  côtés  différents  par  rap- 
port au  plan  de  la  face  Sk. 

Les  quantités  -r,,  X2,  .^3,  .r4,  reçoivent  le  nom  de  coordonnées  tëtraé- 
clricpies  du  point  ]\[. 
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I^t 


Les  coordonnées  tétraédriques  d'un  point  quelconque  M  de  V espace  sa- 
tisjont  à  la  relation 


(0 


■S.^X^   ~^S^X^-^S^X^:=z   3r, 


V  étant  le  volume  du  tétraèdre. 

En  effet,  les  plans  des  faces  du  tétraèdre  indéfiniment  prolongés  par- 
tagent l'espace  en  quinze  régions;  ce  sont  [fi^.  5o5)  : 

L'espace  A,  A,  A3  A,  occupé  par  le  tétraèdre; 

Le  trièdre  k^cL^<x^^^,  opposé  par  le  sommet  au  trièdre  A,  du  tétraèdre; 
Il  y  a  quatre  trièdres  de  ce  genre,  un  relatif  à  chaque  sommet  ; 

^^l^onc  de  pyramide  indéfini  k,k,k,a,a,a,,  qu'on  obtient  en  re- 
tranchant du  trièdre  A.  l'espace  occupé  par  le  tétraèdre;  il  y  a  quatre 
troncs  de  ce  genre,  un  relatif  à  chaque  face  ; 

Fig.  ôof). 


Le  W/^  A.A,a3a3a;a,  qui  a  pour  faîte  l'arête  A.A  et  pour 
arêtes  es  prolongements  A.  «3,  A.a,  des  arêtes  qui  aboutissent  en  A  et 
les  prolongements  A.a^,  A,a'„  des  arêtes  qui  aboutissent  en  A  ;  il  ;  a 
SIX  combles  de  ce  genre,  un  relatif  à  chaque  arête.  ' 

Cela  posé,  si  le  point  M  est  situé  dans  1  mtérieur  du  tétraèdre,  les 

quantités  x^,  x.^,  x^,  x^,  sont  positives;  les  expressions  -s  x    '- ç  x 
j  j  3   '    "  3  ■'    ='' 

3 '^3  '^3»  3  s,  x^,  représentent  les  volumes  des  pyramides  triangulaires 
qui  ont  M  pour  sommet  et,  pour  bases,  les  faces  .,  .,,  .3,  s,;  et,  comme 
a  somme  des  volumes  de  ces  pyramides  est  égale  au  volume  du  tétraèdre, 
la  relation  (i)  est  démontrée  pour  ce  cas. 
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Si  le  point  M  est  dans  le  trièdre  A,  a^  ol^^x^,  les  hauteurs  des  pyramides 
qui  ont  pour  bases  s^^s^,s.^^s^^  et  pour  sommet  le  point  M,  sont  respec- 
tivement égales  à  .r,,  —  x^,~x.^^  —  jt^,  et,  comme  le  tétraèdre  équivaut  à 
ia  pyramide  ayant  pour  base  .?,,  diminuée  de  la  somme  des  pyramides 
ayant  pour  bases  s^^s^^s^.^  on  a 

s^  .r,  —  s:^  (  ~  x.^  ]  —  .V3  (  -  .^3  )  -  s^  (  -  .r,  )  =  3  c, 

c'est-à-dire  encore  la  relation  (i). 

On  voit  de  même  que,  suivant  que  le  point  M  est  situé  dans  le  tronc 
A^Ag  A^  cL^a^a^  ou  dans  le  comble  (AjAj),  on  a 

—  .V,  (  — .r,)-f-.y,.r2+-.V3X3-+-.ç^.r,  ==  Zv 
ou 

c'est-à-dire  toujours  la  relation  (i),  qui  se  trouve  ainsi  établie  pour  tous 
ies  cas. 

RÉCIPROQUEMENT,  si  quatre  quantités  x^^x,^^x^^x^^  satisfont  h  la  re- 
lation (i),  il  existe  un  point  de  l'espace  et  un  seul  dont  ces  quantités  sont 
les  coordonnées  tétraédriques. 

En  effet,  menons  un  plan  Q^  parallèle  au  plan  de  la  face  s^^  à  une  dis- 
tance de  celui-ci  égale  à  la  valeur  absolue  de  .r^,  et  du  môme  côté  du 
plan  s^  que  le  sommet  A^  ou  du  côté  opposé,  suivant  que  x^  est  positif 
ou  négatif;  nous  obtiendrons  ainsi  quatre  plans  Q,,  Q^,  Q3,Q^,  bien  dé- 
terminés. Trois  quelconques  d'entre  eux,  02,03,04,  se  coupent  en  un 
point  unique  p  dont  nous  désignerons  les  coordonnées  tétraédriques  par 
^()?25^3?  H^.D  après  la  construction  du  point  M,  on  a 

d'ailleurs,  le  point  ^  est  le  seul  point  de  l'espace  dont  les  trois  coordon- 
nées d'indices  -2,  3,  4  soient  respectivement  égales  ^^x.^,x^^x^.  Il  reste 
donc  seulement  à  prouver  que  ?,  est  égal  à  Xj.  Or  on  a,  par  le  théorèm^^v 
direct, 

c'est-à-dire,  à  cause  des  relations  précédentes, 

et  la  comparaison  de  cette  relation  avec  la  relation  (i),  qui,  par  hypo- 
thèse, est  ici  satisfaite,  donne  \~  x^. 

963.  Abordons  maintenant  le  problème  de  la  sphère  tangente  à  quatre 
plans  que  nous  supposerons  former  un  tétraèdre. 
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Pour  qu'il  existe  une  sphère  inscrite  dans  le  tétraèdre,  il  faut  et  il  suffit 
qu'on  puisse  satisfaire  à  la  relation  (i)  en  prenant 

p  désignant  le  nombre  fini  et  positif  qui  mesure  le  rayon  de  la  sphère. 
Or,  une  telle  solution  est  toujours  possible  et  est  unique,  caria  substitu- 
tion des  valeurs  précédentes  dans  (i)  donne 

d'où  l'on  tire  pour  p  la  valeur  unique,  finie  et  positive, 

3p 


Il  y  a  donc  une  sphère  inscrite  au  tétraèdre  et  une  seule;  son  rayon  est 
donné  par  la  formule  précédente  ;  d'ailleurs,  son  centre^,  étant  équidistant 
des  quatre  faces,  appartient  à  tous  les  plans  bissecteurs  des  dièdres  inté- 
rieurs du  tétraèdre,  et  trois  de  ces  plans,  relatifs  aux  trois  arêtes  d'une 
même  face,  suffisent  pour  le  déterminer. 

Pour  qu'une  sphère  tangente  eût  son  centre  dans  le  trièdre  Aia^a.a^,  iî 
faudrait  qu'on  pût  satisfaire  à  la  relation  (i)  par  les  valeurs 

^,  =p,     ,x^=—p^     ^^^_p^     ^^^_p^ 
pétant  fini  et  positif;  or,  la  substitution  de  ces  valeurs  donne 

(.?,— .92- .s'3  — .v,)pr=  3r,    d'où    P=— — "Z- :? 

•^i      '''2      '^"3      "^'4 

ce  qui  est  impossible,  puisque,  une  face  quelconque  d'un  tétraèdre  étant 
moindre  que  la  somme  des  trois  autres,  le  second  membre  est  négatif. 
Ainsi,  il  n'y  a  aucune  sphère  tangente  ayant  son  centre  dans  le  trièdre  coiï- 
sidéré  ni  dans  les  trois  autres  trièdres  analogues. 

Il  y  a,  au  contraire,   une  sphère  dans  le  tronc  KA.^.\^a^a.^a^,  car  h 
substitution  des  valeurs 

•^i  ^-"  -  Py      ^2  '^  pi      ^3  =  P;      ^4=^  p 

donne 

(—  .S-,  -4-  .^2  -î-  .^3  --  s,^  )  p  —  3  (',     d  ou     p-- 


valeur  unique,  finie  et  positive,  puisque  dans  un  tétraèdre  une  face  quel- 
conque est  moindre  que  la  somme  des  trois  autres.  Cette  sphère  est  dita 
exinscjite  suivant  la  face  s^  ;  son  centre  est  à  l'intersection  des  plans  bis- 
secteurs des  dièdres  extérieurs  relatifs  aux  arêtes  de  cette  face.  Il  y  a  de 
même  une  sphère  exinscrite  dans  chaque  tronc. 
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Voilà  donc  cinq  sphères,  la  sphère  inscrite  et  les  (juatre  sphères  exin- 
scrites^  dont  l'existence  est  certaine.  Il  reste  à  examiner  ce  qui  se  passe 
pour  les  combles. 

Pour  raisonner  d'une  manière  générale,  désignons  par  A.A;^  l'arête  re- 
lative au  comble  considéré  et  par  ki^kw  Parête  opposée.  Pour  qu'il  y  ait 
une  sphère  tangente  dans  le  comble  (A.A;^),il  faut  et  il  suffit  que  la  sub- 
stitution des  valeurs 

X.  =  p,     x^  =  p,     Xf  =  —  p,     x,f  =  —  p, 

dans  la  relation  (i)  donne  pour  p  une  valeur  finie  et  positive.  Or,  cetto 
substitution  conduit  à 

(.^i-+--^ft-V--V)p  =  3(^    d'où    p=       ,      _''    „-^- 

Donc,  pour  qu'il  f  ait  une  sphère  tangente  dans  Fan  des  combles,  il  faut 
et  il  suffit  que  la  somme  s-  h-  Sj^  des  deux  faces  qui  ont  pour  coté  commun 
l'arête  du  comble  soit  supérieure  à  la  somme  s/^  +  Sj^i  des  deux  autres 
faces. 

Il  suit  de  là  immédiatement  que,  s'il  y  a  une  sphère  dans  un  comble,  il 
n'y  en  a  pas  dans  le  comble  opposé,  et  que,  si  la  somme  de  deux  faces  est 
égale  à  la  somme  des  deux  autres,  il  n'y  a  de  sphère  tangente  ni  dans 
le  comble  qui  a  pour  arête  le  côté  commun  aux  deux  premières  faces,  ni 
dans  le  comble  opposé  qui  a  pour  arête  le  côté  commun  aux  deux  autres 
faces. 

Donc,  enfin,  le  nombre  des  sphères  tangentes  à  quatre  plans  formant 
un  tétraèdre  est  au  moins  égal  à  cinq  et  au  plus  égal  à  huit. 

Admettons,  ce  qui  est  permis,  qu'on  ait 

et  posons 
.s-  -4-  s.^  -  ,^3  -  S,  =  r/,,     ,v,  -I-  s^  ~  s^  -  s^  =  q^ ,     .y,  -{-  s^  -  s.^  -  s.^  =  a^. 
L'égalité  q^~  o  entraîne  ^3  -  o  et  7^  =  o;  car,  si  l'on  a 

^  =  ^1  =  [^i  —  ^3)  +  (^2  -  ^4)  =  (^'i  -  -^'.i)  -+-  ('S -^^3  )) 

c'est  que  les  différences  entre  parenthèses,  qui  ne  peuvent  être  négatives, 
sont  nulles;  on  a  donc 

et,  par  suite, 

^3^=0    et    <7^  =  o. 

L'égalité  q^~  o  entraîne  q^  =  o\  car,  si  l'on  a 
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c'est  que  les  différenees  entre  parenthèses  sont  nulles  ;  on  a  donc  si  =  ^2. 
^3  =  '^4  et,  par  suite,  r/^  =  o. 

Ces  remarques  très  simples  permettent  d'achever  la  discussion. 

Si  les  trois  quantités  ^2,  ^35  ^4  sont  nulles,  on  a  .^i  =  s^  =  s^  =  .v^,  et 
réciproquement.  Donc,  pour  que  le  nombre  des  sphères  soit  ë^al  à  5,  il 
faut  et  il  suffit  que  le  tétraèdre  ait  toutes  ses  faces  égales  entre  elles. 

Si  deux  seulement  des  quantités  72,  ^3,  q^,  sont  nulles,  c'est  qu'on  a 

q-i  ===  o,    q^  ^  o,    72  >  o, 
c  est-à-dire 

et  réciproquement.  Donc,  pour  que  le  nombre  des  sphères  soit  égal  à  6,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  faces  du  tétraèdre  soient  égcdes  deux  à  deux  sans 
être  toutes  égales  entre  elles. 
Si  une  seule  des  quantités  ^2,  73,  ^k.  est  nulle,  c'est  qu'on  a 

^4  ==  o,     qi  >  o,     <73  >  o, 
c'est-à-dire 

Si  -h  .^4  =  ^^2  +  -^'3,       -^^1  >  -^2  =  ■^'3  >  '^4, 

et  réciproquement.  Donc,po;;r  que  le  nombre  des  sphères"  soit  égal  à  7, 
il  faut  et  il  suffit  que  le  tétraèdre  ait  une  face  maximum  et  une  face  mini- 
mum, et  que  la  somme  de  ces  deux  faces  soit  égale  à  la  somme  des  deux 
autres,  lesquelles  peuvent  d'ailleurs  être  égales  entre  elles  ou  inégales. 

Enfni,  si  aucune  des  trois  conditions  précédentes  n'est  réalisée,  le 
nombre  des  sphères  est  égal  à  8. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'examiner  les  cas  où  les  quatre  plans 
donnés  ne  forment  pas  un  tétraèdre. 

VIII.  —  Figures  tracées  sur  la  sphère. 

RAPPORT   ANIIARMONIQUE. 

961.  On  nomme  rapports  an! larmo niques  de  quatre  points  k^  B,  C,  D, 
situes  sur  un  grand  cercle  d'une  sphère  dont  nous  désignerons  le  centre 
par  &j,  les  rapports  anliarmoniques  du  faisceau  formé  par  les  quatre 
rayons  wA,  wB,  wC,  wD,  qui  aboutissent  à  ces  points. 

Lorsqu'un  faisceau  de  quatre  arcs  de  grand  cercle  OM,  ON,  OP,  OQ? 
issus  d'un  même  point  0  de  la  surface  sphérique^  est  coupé  par  un  arc  de 
grand  cercleh^le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  k^  B,  C,  D,  déter- 
minés par  le  faisceau  sur  cet  arc  transversal,  a  une  valeur  inde'pendante 
de  laposition  de  cet  arc  L.  Car  ce  rapport  est,  par  définition,  égal  à  celui 
du  faisceau  formé  par  les  rayons  wA,  wB,  wC,  wD,  lequel  ne  diffère  pas 
de  celui  du  faisceau  des  quatre  plans  wOA,  wOB,  wOG,  wOD  (584). 

D'après  cela,  on  nomme  rapport  anharmonique  d'unfaiscecai  de  cpiatrc 
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arcs  de  grand  cercle  le  rapport  anbarmonique  de  quatre  points  détermi- 
nés par  ce  faisceau  sur  un  arc  de  grand  cercle  transversal  quelconque. 
Les  deux  propositions  fondamentales  (322  et  324)  s'étendent  aux 
figures  sphériques;  par  suite,  il  en  est  de  môme  de  leurs  corollaires  (323) 
et  (325),  de  la  propriété  des  triangles  homologiques  (326  et  327),  et  des 
théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianclion  (328  et  329).  Les  démonstrations 
qae  nous  en  avons  données  subsistent  entièrement:  le  lecteur  devra  seu- 
lement remplacer  dans  les  énoncés  et  dans  les  raisonnements  les  mots 
ll'gne  droite  par  les  mots  cire  de  grand  cercle. 

RAPPORT    HARMONIQUE. 

965.  Quatre pointsAjB, C,D,situéssurunarcdegrand cercle, formentun 
système  h  armomquelovsque  le  rapport  anliarmonique(ABCD)  estégalà  —  i . 
Un  faisceau  de  quatre  arcs  de  grands  cercles  OA,  OB,  OC,  OD  est 
harmonique,  lorsque  le  rapport  anbarmonique  (O.ABGD)  est  égal  à  —  i, 
c'est-à-dire  lorsqu'on  peut  trouver  un  arc  de  grand  cercle  qui  coupe  le 
faisceau  suivant  un  système  de  quatre  points  harmoniques  ;  alors  tout 
autre  arc  de  grand  cercle  transversal  jouira  de  la  même  propriété  (964). 
Il  résulte  de  là  que,  si  par  un  point  G  de  la  surface  sphérique  on  mène, 
a  travers  un  angle  AOB  formé  par  deux  arcs  de  grands  cercles,  diverses 
sécantes  telles  que  AGB,  et  que  l'on  prenne  sur  chacune  d'elles  le  point  D 
conjugué  harmonique  de  G  par  rapport  au  segment  AB  intercepté  entre 
les  côtés  de  l'angle,  le  heu  du  point  D  sera  l'arc  de  grand  cercle  OD  con- 
jugué harmonique  de  OG  par  rapport  au  segment  AOB.  Le  point  G  et  l'arc 
de  grand  cercle  OD  sont  dits  pâle  et  polaire  par  rapport  à  l'angle  AOB. 
La  proposition  (315)  relative  au  quadrilatère  complet  et  la  démonstration 
(|ue  nous  en  avons  donnée  (337)  subsistent  pour  la  sphère;  il  suffit  de  rem- 
placer les  mots  ligne  droite^d^v  are  de  grand  cercle.  11  en  résulte  un  moyen 
simple  de  tracer  sur  la  sphère  :  i"  le  quatrième  harmonique  de  trois  points 
d'un  grand  cercle  ;'2"la  polaire  d'unpointpar  rapport  à  unanglo(316et337). 

POLE    ET    POLAIRE    PAR    RAPPORT    A    UN    CERCLE    DE    LA    SPllÈRE. 

966.  Un  point  0  et  un  petit  cercle  AEFB  étant  donnés  sur  la  sphère 
{  fig.  5o6  ),  si  par  le  point  0  on  mène  un  arc  de  grand  cercle  sécant  OFE 
et  qu'on  détermine  le  conjugué  harmonicpie  I  du  point  0  pcœ  rapport  à 
EF,  le  lieu  géométrique  du  point  I  lorscpie  l'arc  OFE  tourne  autour  du 
point  0  est  un  are  de  grand  cercle  perpendiculaire  au  grand  cercle  OG 
déterminé  par  le  point  0  et  par  le  pôle  G  du  cercle  donné. 

En  effet,  soit  0'  le  point  où  le  rayon  wO  rencontre  le  plan  du  cercle 
donné  :  les  trois  points  E,  F,  0'  seront  en  ligne  droite,  et  le  faisceau 
des  quatre  rayons  wE,  wl,  wF,  coO'  sera  par  hypothèse  harmonique; 
donc,  si  r  est  le  point  de  rencontre  de  EF  et  de  w[,  le  système  rectihgne 
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E,  r,  F,  0'  sera  aussi  harmonique.  Mais  le  lieu  du  point  F  est  une  droite 
Kll  située  dans  le  plan  AEB  et  perpendiculaire  au  diamètre  O'BA; 

Fig.  5o6. 


donc  le  lieu  du  point  I  est  l'intersection  de  la  sphère  par  le  plan  wEÏI; 
c'est  donc  un  grand  cercle  perpendiculaire  au  grand  cercle  OC. 

On  dit  que  le  point  0  est  le  pôle  du  grand  cercle  wKH,  et  que  co 
grand  cercle  est  \^  polaire  du  point  0  par  rapport  au  cercle  AEB. 

Le  mot  pôle  a  déjà  reçu  une  autre  acception,  mais  il  ne  pourra 
jamais  y  avoir  d'ambiguïté  si  Ton  fait  la  convention  suivante  :  quand  nous 
emploierons  le  mot  pôle  dans  le  nouveau  sens  que  lui  attribue  le 
théorème  précédent,  il  sera  toujours  suivi  des  mots  par  rapport  au  cercle 
considéré,  tandis  que,  lorsqu'il  sera  pris  dans  le  sens  primitif  (9M),  ce 
mot  ne  sera  suivi  d'aucune  indication. 

Nous  avons  étudié  avec  détail  au  n°  3il  les  positions  relatives  du  point 0' 
et  de  la  droite  KH:  le  lecteur  en  déduira  aisément  les  positions  relatives 
du  point  0  et  du  grand  cercle  wKH. 

Quand  le  point  0'  décrit  une  droite  dans  le  plan  AEB,  on  sait  |342) 
que  la  droite  KH  tourne  dans  ce  plan  autour  du  pôle  de  cette  droite;  mais 
alors  le  point  0  décrit  un  grand  cercle,  et  le  plan  wKH  tourne  autour  du 
diamètre  qui  perce  la  sphère  au  pôle,  par  rapport  à  AEB,  du  grand  cercle 
décrit  par  0.  Donc,  les  polaires  de  tous  les  points  d'un  grand  cercle 
passent  par  le  pôle  de  ce  grand  cercle  par  rapport  au  cercle  directeur 
AEB  :  et  les  pôles  par  rapport  au  cercle  directeur  AEB,  de  tous  les  grands 
cercles  cpd  passent  par  un  point  de  la  sphère,  sont  situés  sur  le  grand 
cercle  polaire  de  ce  point . 

Le  théorème  du  n°  34i,  sa  démonstration  et  ses  conséquences  (345, 
316)  subsistent  pour  la  sphère  en  remplaçant  les  droites  par  des  arcs 
de  grand  cercle  ;  il  en  résulte  le  moyen  de  construire  sur  la  sphère  la 
polaire  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle  directeur  donné. 

Enfin,  la  méthode  de  transformation  par  les  polaires  réciproques  (348 
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et  suiv.)  s'étend  aussi  aux  figures  sphériques.  Le  mode  de  transformation 
général  par  polaires  réciproques  dans  l'espace  contient  comme  cas  parti- 
culier le  mode  de  transformation  spécial  que  nous  avons  exposé  au  n''  808 
pour  les  figures  sphériques,  et  dans  lequel  on  fait  correspondre  à  un 
triangle  un  triangle  supplémentaire.  Soient ,  en  effet ,  une  sphère  de 
rayon  R  et  un  point  A  de  l'espace  situé  à  une  distance  cl  du  centre  w  de 
la  sphère  ;  le  plan  polaire  de  ce  point  est  un  plan  perpendiculaire   à  ojA 

et  situé  à  une  distance  de  w  égale  à  -y  Si  le  rayon  R  de  la  sphère  tend 

R' 

vers  zéro,  —  tend  aussi  vers  zéro,  et  les  plans  polaires  de  tous  les  pomts 

de  la  droite  indéfinie  wA  ont  pour  hmitele  plan  unique  mené  par  w  per- 
pendiculairement à  wA.  On  peut,  d'après  cela,  donner  à  ce  plan  le  nom 
de  plan  polaire  &Q\d^àTO\i^-  wA  par  rapport  à  une  sphère  infiniment  petite 
ayant  w  pour  centre.  Cela  posé,  si  l'on  a  une  figure  formée  de  droites  et 
de  plans  passant  tous  par  un  point  w,  on  aura  la  figure  corrélative  en 
menant  par  w  des  plans  et  des  droites  perpendiculaires  aux  droites  et  aux 
plans  de  la  figure  primitive.  Sur  la  sphère,  à  un  grand  cercle  répondra 
son  pôle,  et  inversement,  de  sorte  que  l'on  retombe  sur  les  figures  sup- 
plémentaires des  n*''  81J  et  812. 

AXE  RADICAL  DE  DEUX  CERCLES. 

967,  On  nomme  axe  radical  de  deux  petits  cercles  P  et  Q  tracés  sur  la 

Fig.  507. 


sphère  l'arc  de  grand  cercle  UV  dont  le  plan  passe  par  fintersection  XY 
des  plans  des  deux  petits  cercles  P  et  Q.  D'après  cela,  cet  axe  radical  est 
perpendiculaire  à  l'arc  de  grand  cercle  PQ  qui  joint  les  pôles  des  deux 
petits  cercles  donnés  [fg.  Soy). 

Si  Von  coupe  les  deux  cercles  fixes  P  et  Q  p(T  un  cercle  auxiliaire 
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variable  qui  coupe  le  premier  en  k  et  ^j  et  le  second  en  k'  et  B',  le  lieu 
des  points  de  rencontre  M  des  arcs  de  grand  cercle  AB  et  A'  B'  est  Vaxe 
radical  des  cercles  P  et  Q.  Car  les  droites  AB,  A'B',  se  coupant  évidem- 
ment en  un  point  M'  de  XY,  le  point  M  où  le  rayon  wM'  perce  la  sphère 
appartient  à  la  fois  aux  trois  grands  cercles  dont  les  plans  passent  respec- 
tivement par  les  droites  AB,  A'B',  XY.  Cette  propriété  permet  de  con- 
struire sur  la  sphère  l'axe  radical  de  deux  cercles. 

Si  le  cercle  sécant  ABA'B'  devient  un  cercle  CD  tangent  en  C  et  D 
^  fîg.  5o8),  les  arcs  de  grand  cercle  BAM,  B'A'M  deviennent  des  arcs  de 


grand  cercle  tangents  MC  et  MD;  ils  sont  d'ailleurs  égaux  comme  tan- 
gentes sphériques  menées  d'un  même  point  M  au  cercle  auxiliaire  CD 
(832,  820).  Donc  Vaxe  radical  UV  des  deux  cercles  V  et  ^  est  le  lieu 
des  deux  points  de  la  sphère  d'oîi  Von  peut  leur  mener  des  tangentes 
sphériques  égales. 

Le  cercle  CID,  décrit  du  point  M  comme  pôle,  coupe  orthogonalement 
les  deux  cercles  P  et  Q  ;  car  il  est  à  angle  droit  sur  les  arcs  de  grand 
cercle  MG  et  MD.  Donc  Vaxe  radical  des  deux  cercles  P  ^^  Q  est  sur  la 
sphère  le  lieu  des  pôles  ou  centres  sphéiiques  des  cercles  ciui  coupent 
orthogonalement  les  deux  cercles  P  <?^  Q. 

Enfin,  le  plan  du  cercle  CID  est  le  plan  polaire  du  point  M'  qui  appar- 
tient à  XY  ;  car  son  plan  est  perpendiculaire  à  wM',  et  il  contient  le 
point  G  qui  appartient  évidemment  au  plan  polaire.  D'ailleurs,  comme 
lorsque  le  cercle  orthogonal  CID  varie,  son  pôle  M'  décrit  la  droite  XY, 
le  plan  de  ce  cercle  CID  passe  constamment  par  la  droite  réciproque 
(946)  de  XY.  Donc,  lorsque  deux  systèmes  de  cercles  se  coupent  ortho- 
gonalement sur  la  sphère  y  les  plans  des  cercles  de  chaque  système  passent 
par  une  droite^  et  ces  deux  droites  sont  réciproques  par  rapport  à  la 


284  GÉOMÉTRIE   DANS    i/eSPACE. 

sphère.  Inversement,  deux  séries  de  plans  passant  par  deux  droites  ré- 
ciproques  par  rapport  à  une  sphère  tracent  sur  cette  sphère  deux  sys- 
tèmes de  cercles  orthogonaux  (^).  Ajoutons  que  la  droite  réciproque  do 
l'intersection  des  deux  cercles  P  et  Q  est  précisénaent  la  droite  qui  joint 
les  sommets  des  deux  cônes  (878,  880)  que  l'on  peut  faire  passer  par  ces 
deux  cercles.  En  effet,  prenons  pour  plan  de  la  figure  le  grand  cercle 
[fig.  219,  p.  344)  perpendiculaire  aux  deux  cei'cles  donnés,  qui  sont  alors 
représentés  par  les  deux  droites  AA'  et  BB'  ;  en  joignant  AB  et  A'B',  puis 
AB'  et  BA',  on  aura  les  sommets  N  et  0  des  deux  cônes  considérés,  et, 
comme  la  droite  NO  est  (346)  la  polaire  de  l'intersection  M  des  deux 
droites  AA'  et  BB',  la  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure  élevée  par  le 
jiointM,  c'est-à-dire  la  droite  commune  auxplans  des  deuxcercles  AA'  et 
BB',  aura  pour  réciproque  NO  (OiO). 

Les  axes  radicaux  de  trois  ceirles  d'une  sphère  considérés  deux  a  deux 
concourent  en  un  même  point;  car  le  rayon  qui  aboutit  au  sommet  du 
trièdre  formé  par  les  plans  des  trois  cercles  perce  la  sphère  en  un  point 
commun  aux  trois  axes  radicaux.  Ce  point  prend  le  nom  de  centre  radic(.l 
des  trois  cercles.  C'est  le  centre  sphériciue  du  cercle  qui  coupe  orthogo- 
nalement  les  trois  cercles  donnés. 

CENTRES   DE   SUIILITLDE   DE    DEUX   CERCLES. 

908.  On  nomme  centres  de  similitude  de  deux  cercles  AB  et  CD  situés  sur 
une  sphère  (/%.  509)  les  points  0  et  0'  où  la  sphère  est  rencontrée  par 

¥\z>  5oQ. 


les  rayons  wS  et  wS'qui  vont  aux  sommets  S  et  S'  des  deux  cônes  (878) 
que  l'on  peut  faire  passer  par  les  deux  cercles.  Ces  deux  centres  sont 


(')  L'étude  du  double  système  des  cercles  orthogonaux  sur  la  sphère  a  des 
conséquences  importantes  relativement  aux  surfaces  dont  les  lignes  de  cour- 
bure sont  planes  (O.  Bonnet,  Journal  de  VÉcole  Polytechnique^  XXXV°  cahier 
—  PiCART,  Essai  dhuie  Théorie  géométrique  des  surfaces  y  i8G3). 
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d'ailleurs  sur  le  grand  cercle  qui  passe  par  les  pôles  P  et  Q  des  deux 
cercles  donnés. 

On  dit  que  deux  points  M  et  N,  appartenant,  l'un  au  cercle  P,  l'autre  au 
cercle  Q,  sont  anti-homologues  lorsque  la  droite  qui  les  joint  est  une  gé- 
nératrice de  l'un  des  deux  cônes  S  et  S'.  LV/;t  de  grand  cercle  MN  passe 
alors  par  le  centre  de  similitude  0  relatif  au  cône  considéré  S,  car  son 
l)lan  contient  les  points  w  et  S,  et,  par  suite,  le  point  0  de  la  droite  ojS 
(/^.SIO). 

Beux  couples  W  et  N,  B  et  D,  de  points  anti-homologues  par  rapport  à 
un  même  cône  S  appartiennent  a  un  même  cercle  de  la  sphère,  car  ils 
sont  situés  dans  le  plan  des  génératrices  MN  et  BD  du  cône.  On  en  conclut 
(967)  que  Varc  de  grand  cercle  qui  joint  deux  points  quelconques  du 
cercle  P  et  Parc  de  grand  cercle  qui  joint  les  points  anti-homologues  du 
cercle  Q  se  coupent  sur  Vaxc  radical  des  cercles  P  ^^  Q. 

Si  les  deux  points  considérés  sur  le  cercle  P  se  confondent,  les  deux 
propositions  qui  précèdent  deviennent  les  suivantes  :  Quand  deux  cercles 
P  et  Q  dhtne  même  sphère  sont  touchés  par  un  troisième  H,  les  points  de 
contact  M  et  N  sont  anti-homologues  et  le  plan,  de  ce  cercle  X  passe  par 
le  sommet  S  du  cône  correspondant.  Les  tangentes  sphériciues  en  deux 
points  anti-homologues  ^l  et  N  de  deux  cercles  V  et  Q  se  coupent  sur 
l'axe  radical  de  ces  deux  cercles. 

Le  plan  d'un  cercle  tangent  à  trois  cercles  de  la  sphère  est  tangent  à  trois 

Fi[f.  5io, 


cônes  qui  passent  par  ces  cercles  pris  deux  à  deux,  et  réciproquement» 
Or,  trois  cercles  pris  deux  à  deux  forment  trois  combinaisons,  à  chacune 
desquelles  répondent  deux  cônes.  Du  sommet  de  l'un  des  cônes  de  la  pre- 
mière combinaison  on  peut  mener,  en  général,  deux  plans  tangents  à 
Tun  des  cônes  de  la  seconde,  et  ces  plans  seront  tangents  non-seulement 
aux  deux  cônes,  mais  encore  à  un  des  cônes  de  la  troisième  combinaison. 
Donc  l'intersection  de  ces  deux  plans  passe  par  les  sommets  des  trois 
cônes.  Nous  avons  considéré  dans  ce  raisonnement  un  cône  de  la  pre- 
mière combinaison  et  un  cône  de  la  seconde,  ce  qui  a  déterminé  le  cône 
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de  la  troisième.  Mais  on  peut  associer  de  quatre  manières  différentes  un 
cône  de  la  première  combinaison  et  un  cône  de  la  seconde.  Par  suite, 
les  sommets  des  six  cônes  sont  situés  trois  à  trois  sur  quatre  droites, 
chaque  sommet  appartenant  à  deux  droites  différentes;  donc  ces  quatre 
droites  se  coupent  deux  à  deux  et  sont  toutes  situées  dans  un  même  plan 
Il  résulte  de  là  que  les  six  centres  de  similitude  de  trois  cercles  dhinc 
même  sphère  sont  situés  trois  à  trois  sur  quatre  grands  cercles, 

CERCLES    ISOGONAUX. 

969.  Pour  que,  sur  une  sphère,  un  cercle  L,  qui  rencontre  un  cercle  P  en 
un  point  M  et  un  cercle  Q  en  un  point  N,  coupe  ces  deux  cercles  sous  des 
angles  égaux  { ou  supplémentaires  ) ,  il  faut  et  il  suffit  que  les  points  M  et  N 
soient  anti-homologues . 

Remarquons  d'abord  que,  si  par  deux  points  appartenant  respective- 
ment à  deux  lignes  sphériques  on  peut  mener  un  cercle  qui  coupe  ces 
lignes  sous  des  angles  égaux,  tout^autre  cercle  passant  par  les  deux  points 
coupera  aussi  ces  lignes  sous  des  angles  égaux,  car  les  nouveaux  angles 
différeront  respectivement  des  premiers  d'un  angle  égal  à  celui  des  deux 
cercles.  Il  suit  de  là  qu'il  suffit  de  démontrer  le  théorème  proposé  dans 
l'hypothèse  où  le  cercle  L  est  un  grand  cercle.  Soit  donc  (fg.  5io) 
MN  un  grand  cercle  coupant  P  et  Q  sous  des  angles  égaux,  et  soit  X  le 
point  d'intersection  des  rayons  sphériques PM,  QN.  Les  angles  XMN,XNM 
étant  égaux,  le  triangle  sphérique  XlMN  est  isocèle,  et,  par  suite,  le  cercle 
décrit  de  X  comme  centre  sphérique  et  passant  par  M  passe  aussi  par  N; 
ce  cercle  touche  d'ailleurs  en  M  et  N  les  cercles  P  et  Q  (823  )  ;  donc  les 
pointsMet  N  sont  anti-homologues  (968).  Inversement,  soient  MN  l'arc  de 
grand  cercle  qui  joint  deux  points  anti-homologues  des  cercles  Pet  Q  et  X 
le  pôle  du  petit  cercle  qui  touche  (968)  P  et  Q  en  M  et  N  ;  les  grands 
cercles  PX  et  QX  passent  respectivement  par  les  points  de  contact  M  et  N 
(823)  et,  dans  le  triangle  sphérique  isocèle  XMN,  il  y  a  égalité  entre  les 
angles  à  la  base  M  etN,  et,  par  suite,  entre  les  angles  que  MN  fait  avec 
Pet  0. 

On  peut  encore  énoncer  ce  théorème  en  disant  (968)  :  Pour  que^  sur 
une  sphère,  un  cercle  L  coupe  deux  cercles  V  et  Q  sous  des  angles  égaux 
[ou  supplémentaires),  il  faut  et  il  suffit  que  son  plan  contienne  le  sommet 
de  Vun  des  cônes  qui  passent  par  P  ^^  Q. 

Si  A,  B,  G  sont  trois  cercles  d'une  sphère  ayant  deux  à  deux  même 
axe  radical  (c'est-à-dire  dont  les  plans  passent  par  une  môme  droite  K), 
et  si  un  autre  cercle  L  se  déplace  sur  la  sphère  en  faisant  avec  A  un 
angle  constant  ol  et  avec  B  un  angle  constant  ^,  ce  cercle  mobile  fera 
avec  G  un  angle  constant  7.  En  effet,  soient  L  et  h^  deux  positions  du 
cercle  mobile.  A  coupant  L  et  L,  sous  le  même  angle  a,  son  plan  passe 
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par  le  sommet  S  de  l'un  des  cônes  déterminés  par  L  et  L,  ;  pour  la  même 
raison,  le  plan  du  cercle  B  passe  par  S  ;  donc  le  point  S  appartient  à  la 
dro  te  K  et,  par  suite,  au  plan  du  cercle  C  qui,  dès  lors,  coupe  L  et  L, 
sous  le  même  angle. 

Il  suit  de  là  que,  si  un  cercle  L  se  déplace  sur  une  sphère  en  coupant 
respectwement  deux  cercles  k  et  ^  sous  des  angles  constants  a  et  p,  ce 
cercle  mobile  reste  tangent  à  deux  cercles  fixes.  En  effet,  L,  étant  une 
position  particulière  du  cercle  mobile,  menons  par  la  droite  K,  commune 
aux  plans  A  et  B,  un  plan  qui  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle  C  tangent 
à  L,  ;  le  cercle  mobile  devra,  dans  toutes  ses  positions,  faire  un  angle 
invariable  avec  C  d'après  le  théorème  précédent;  et  comme,  dans  la  po- 
sition particuhère  L,,  il  touche  C,  c'est-à-dire  fait  avec  C  un  angle  nul 
(ou  égal  à  deux  droits),  il  devra  toucher  C  dans  toutes  ses  positions. 
D'ailleurs,  par  la  droite  K,  on  peut  mener  deux  plans  coupant  la  sphère 
suivant  un  cercle  tangent  à  Lj  ;  donc  le  cercle  mobile  touche  constamment 
deux  cercles  fixes  C  et  C.  Observons  enfin  que,  les  cercles  A,  B,  C,  C, 
ayant  leurs  plans  passant  par  une  même  droite  K,  leurs  pôles  sont  sur  le 
grand  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  cette  droite. 

PROBLÈMES   RELATIFS   AU  CONTACT  DES   CERCLES   SUR   LA   SPHERE. 

970.  1°  Par  deux  points  donnés  A  ^^  B,  mener  un  cercle  tangent  a  un 
grand  cercle  donné  KL  {fig'  i83i). 

La  solution  est  analogue  à  celle  du  problème  correspondant  de  Géo- 
métrie plane.  On  joindra  A  et  B  par  un  arc  de  grand  cercle  qu'on  pro- 
longera jusqu'à  sa  rencontre  C  avec  KL.  L'inconnue  de  la  question  est  le 
point  T  où  le  cercle  demandé  touche  KL.  Or,  la  lonsjneiirCT  étant  égale 
à  celle  de  la  tangente  sphérique  menée  du  point  C  à  un  cercle  quel- 
conque tracé  par  A  et  B  sur  la  sphère,  on  déterminera  cette  longueur 
à  l'aide  d'un  cercle  mené  à  volonté  par  A  et  B,  puis  on  la  portera  sur  KL 
en  CT  ou  CT',  ce  qui  donnera  deux  solutions. 

1^  Par  deux  points  donnés  B  6^/  C,  mener  un  cejxle  tangent  à  un  petit 
cercle  donné  0  [fig.  1832). 

Le  tracé  est  le  même  qu'en  Géométrie  plane.  Par  B  et  C,  menez  un 
cercle  quelconque  qui  coupe  le  cercle  donné  0  en  deux  points  D  et  E, 
et  du  point  M,  intersection  des  grands  cercles  BC,  DE,  menez  deux  arcs 
de  grand  cercle  tangents  au  cercle  0;  A  et  A'  étant  les  points  de  contact, 
il  suffira  de  mener  des  cercles  par  B,  C,  A  et  par  B.  G,  A',  pour  avoir  les 
deux  solutions  du  problème. 

971    Mener  un  cercle  tangent  à  trots  cercles  donnes  sur  la  sphère. 
Le  raisonnement  et  la  construction  sont  tes  mêmes  qu'au  n°  403;  il  suffit 
de  remplacer  les  droites  par  des  arcs  de  grand  cercle  ;  il  y  a  huit  solutions. 
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972.  Décrire  sur  une  sphère  un  cercle  X  qui  coupe  trois 
cercles  donnés  A,  B,  C>  sous  des  angles  donnés  a,  j3j  y. 

Le  cercle  X,  coupant  A  et  B  sous  des  angles  constants  a  et  [3,  est  tan- 
gent à  deux  cercles  dont  les  pôles  sont  sur  le  grand  cercle  qui  contient 
les  pôles  de  A  et  de  B  (969).  En  considérant  de  même  A  et  C,  puis  B  et  C, 
on  voit  que  le  cercle  X  doit  être  tangent  à  six  cercles.  Il  suffira  donc, 
pour  le  déterminer,  de  connaître  trois  de  ces  six  cercles  et  de  leur  appli- 
quer le  problème  précédent.  Voici  comment  on  obtient  l'un  des  six  cercles, 
par  exemple  l'un  des  cercles  relatifs  au  couple  (A,  B).  Ce  cercle  doit 
toucher  tout  cercle  L  qui  coupe  A  sous  l'angle  a  et  B  sous  l'angle  P;  il 
suffira  donc  d'avoir  trois  de  ces  cercles  L.  Or,  pour  avoir  un  cercle  L,  on 
se  donnera  à  volonté  son  rayon  sphérique,  et,  alors,  son  pôle  sera 
à  des  distances  sphériques  déterminées  des  pôles  des  cercles  A  et  B. 

Le  problème  correspondant  de  Géométrie  plane  a  été  traité  au  n""  i03 
comme  application  de  la  méthode  de  transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques.  On  pourrait  le  résoudre  exactement  par  les  principes 
appliqués  ci-dessus  en  remplaçant  les  arcs  de  grand  cercle  par  des 
droites. 

Enfin  la  méthode  précédente  s'étend  également  au  problème  analogue 
relatif  aux  sphères.  On  voit  aisément  que  la  sphère  variable,  assujettie 
à  couper  deux  sphères  sous  des  angles  co  fis  tant  s,  reste  tangente  à  deux 
sphères  fixes  dont  les  centres  sont  sur  la  droite  des  centres  des  sphères 
données.  Dès  lors,  la  sphère  qui  coupe  quatre  sphères  données  sous  des 
angles  donnes  doit  toucher  douze  sphères,  dont  quatre  (952)  suffiront 
pour  la  trouver. 

Le  triple  problème  dont  nous  venons  d'esquisser  la  solution  a  occupé 
divers  géoiîiètres;  mais  il  avait  été  résolu,  dès  1826,  par  Steiner  {Jour- 
nal de  Crelle,  t.  I)  et  par  Heegmann  {Mémoires  de  la  Société  des 
Sciences  de  Lille), 
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LIVRE  VIII. 

LES  COURBES  USUELLES. 


§  I.  -  PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES  DE  L'ELLIPSE. 

973.  Vellipse  est  une  courbe  plane  telle,  que  la  somme 
des  distances  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points  fixes  de 
son  plan  est  égale  à  une  longueur  constante.  Ainsi  {/ig-.  5ii), 
les  deux  points  fixes  étant  F  et  F^  et  la  longueur  donnée 
étant  représentée  par  la  droite  AA',  on  a  pour  tout  point  M 
de  l'ellipse 

MF  +  MFrrrAA'. 

D'après  cela,  pour  décrire  une  ellipse  d'un  moiwetnent  con- 
tinu, on  plante  sur  la  feuille  de  dessin,  en  F  et  en  F',  deux 

Fig.  5i  I. 

A'_ A 

M 


épingles  qu'on  entoure  d'un  fil  sans  fin  (c'esl-à-dirc  dont  les 
deux  bouts  sont  réunis),  auquel  on  donne  la  longueur  totale 
FF'  -f- AA'.  On  tend  constamment  ce  fil  à  l'aide  d'un  crayon 
que  l'on  fait  mouvoir  sur  le  papier  jusqu'à  ce  qu'on  soit  ra- 
mené au  point  de  départ.  La  pointe  du  crayon  trace  évidem- 
ment l'ellipse  demandée;  car,  pour  une  position  quelconque 
M  de  cette  pointe,  on  a 

FF  -\-  MF  -f-  MF'=.  FF -f^  AA'     ou     MF+  MF  =  AA'. 

H,  et  DE  C.  —   7r.  de  Gcom.  (Ii«  Partie).  19 
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Le  procédé  qu'on  vient  d'indiquer  est  surtoul  applicable 
sur  le  terrain  :  on  remplace  alors  les  épingles  par  des  piquets, 
le  fil  par  une  corde  et  le  crayon  par  un  jalon.  Nous  mention- 
nerons plus  loin  d'autres  tracés  bien  préférables  au  point  do 
vue  de  l'exécution  des  épures. 

Les  points  F  et  F'  sont  les  foyers  de  Tellipse,  les  droites  MF 
et  MF'  sont  les  rayons  vecteurs  du  point  M.  La  longueur  con- 
stante AA'  est  ordinairement  représentée  par  o.a. 

La  distance  FF'  ou  distance  focale  est  représentée  par  ic. 

L'existence    du    triangle   MFF'   entraîne    alors   la    conditioii 

ic<Z  ^«  ou  c<'^a. 

c  .  . 

Le  rapport -est  V  excentricité  de  l'ellipse.  Cette  excentri- 

jité  peut  varier  de  o  à  i .  Pour  c  ==:  o,  elle  est  nulle,  les  foyers 
se  confondent  et  l'ellipse  devient  un  cercle  de  rayon  a.  Pour 
c-r=:a,  l'excentricité  est  égale  à  i,  et  l'ellipse  se  réduit  à  la 
portion  de  droite  FF'--2<^.  Entre  ces  deux  limites,  l'ellipse 
se  rapproche  d'autant  plus  de  la  droite  FF'  que  son  excentri- 
cité est  plus  grande. 

Wlk,  On  peut  aussi  tracer  Fellipse  par  points. 

En  effet,  marquons  [fig.  5i2)  le  milieu  0  de  la  distance  focale 

Fig.  5 12. 

N/  A.         \^î 


V     F'^-^.,  0      R/-'F   A 


FF'  et,  de  part  et  d'autre  du  point  0,  prenons  OA  —  OA'  =  a, 
puis  un  point  quelconque  K  sur  AA'.  Si  des  points  F  et  F' 
comme  centres,  avec  des  rayons  respectivement  égaux  à  AK 
et  A'K,  nous  décrivons  des  arcs  de  cercle,  leurs  points  d'in- 
tersection M  et  M'  appartiendront  à  l'ellipse,  puisqu'on  aura 

MF  -f-  MF'  =-::  MF   i-M'F'  .^  AK  -1-  A'K   ^^  oa, 

La  dislance  des  centres  FF'  étant  toujours  moindre  que  la 
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somme  ia  des  rayons,  il  suffit,  pour  rintersection  des 
deux  circonférences,  qu'on  ait,  en  supposant  K  à  droite 
de  0, 

FF>/VK~AK     ou     2c>9.a  — 2A[i. 

La  condition  cherchée  est  donc  AK  ^  a  ~  c  ou  AK  >  AF. 

D'ailleurs,  on  peut  échanger  les  centres  F  et  F'  sans  modi- 
fier les  rayons  employés,  de  manière  à  obtenir  pour  chaque 
point  K  quatre  points  M  el  M',  N  et  N'  de  l'ellipse.  Les  li- 
mites des  positions  du  point  K  sont  alors  l'un  des  foyers  F  el 
le  point  0.  Tout  cela  résulte  immédiatement  de  la  symétrie  de 
l'équation  de  condition  MF  +  MF'=:=  2^  par  rapport  aux  deux 
rayons  vecteurs  d'un  même  point. 

Si  le  point  K  est  en  0,les  points  correspondants  de  l'ellipse 
sont  en  B  et  en  B'  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  la  droite 
FF'  par  son  milieu.  Si  le  point  K  est  en  F,  les  deux  points 
correspondants  de  l'ellipse  sont  en  A  et  en  A',  Le  rayon  vec- 
teur minimum  est  AF  ou  a  -—  c*,  le  rayon  vecteur  maximum 
est  A'  F  ou  «  -f-  c. 

THÉORÈME. 

975.  L'ellipse  a  :  i"  pour  axes,  la  droite  AA'  qui  passe  par 
ses  deux  foyers  et  la  droite  BB'  perpendiculaire  au  milieu  de 
la  première  ;  i''  pour  centre^  V  intersection  de  ces  deux  droites. 

On  appelle  axe  d'une  courbe  toute  droite  par  rapport  à  la- 
quelle les  divers  points  de  cette  courbe  sont  symétriques  deux 
à  deux;  on  appelle  centre  d'une  courbe  tout  point  par  rapport 
auquel  les  divers  points  de  cette  courbe  sont  symétriques 
deux  à  deux  (658). 

1°  Soit  M  un  point  de  l'ellipse  [fig.  5i3);  on  aura 

Supposons  alors  que  le  plan  de  la  figure  fasse  une  demi-révo- 
lution autour  de  AA'.  Dans  ce  mouvement,  les  foyers  restent 
fixes,  le  point  M  vient  dans  la  position  symétrique  M,  et, 
comme  le  triangle  MFF'  ne  se  déforme  pas,  on  a 

M.F +  M,F'=^2«, 

c'est-à-dire  que  le  point  Mi  appartient  à  l'ellipse.  Donc  à  tout 
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point  M  de  l'ellipse  correspond  un  point  M,,  symétrique  de 
M  par  rapport  à  A  A'. 

Si  le  plan  de  la  figure  fait  de  même  une  demi-révolulion 
autour  de  BB',  les  foyers  ne  font  que  s'échanger,  le  point  M 
vient  dans  la  position  symétrique  M2  et,  comme  le  triangle 
MFF'  ne  se  déforme  pas,  on  a  encore 

ce  qui  montre  qu'à  tout  point  M  de  l'ellipse  correspond  un 
autre  point  Ma  de  la  courbe,  symétrique  de  M  par  rapport 
kBW. 


Fig.  5i3. 
M,       Ç         M 


Fi":.  5i5 


F    A 


2"  L'autre  partie  de  la  proposition  n'est  qu'un  cas  particu- 
lier de  ce  théorème  plus  général  :  Quand  une  courbe  possède 
deux  axes  rectangulaires  xx'  et  yy\  leur  intersection  0  est 
un  centre  de  la  courbe  [Jîg.  5i4). 

Soient  M  un  point  de  la  courbe,  M'  son  symétrique  par  rap- 
port au  point  0,  et  N  l'intersection  des  parallèles  menées  res- 
pectivement aux  deux  axes  par  les  points  M  et  M'.  L'égaliié 
des  triangles  rectangles  MOP,  OM'P'  donne 

MP:=:OP'==PN       et       M'P'=:OPi=r  FN. 

Le  point  N  est  donc  à  la  fois  symétrique  de  M  par  rapport 
à  xx'  et  symétrique  de  M'  par  rapport  à  yy' ,  Or,  le  point  N 
étant  sur  la  courbe  comme  syméarique  de  M,  le  point  M'  en 
fait  aussi  partie  comme  symétrique  de  N.  Donc  à  tout  point  M 
de  la  courbe  correspond  un  point  M'  symétrique  de  M  par 
rapport  à  0. 

Il  résulte  de  là  que  le  milieu  0  de  la  distance  focale  FF'  est 
un  centre  de  l'ellipse. 
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On  peut  d'ailleurs  le  démontrer  directement  comme  il  suit 
[Jig.  5i5). 

Soient  M  un  point  de  Tellipse  et  M'  son  symétrique  par  rap- 
port à  0;  menons  les  rayons  vecteurs  de  ces  points.  Les  dia- 
gonales MM'  et  FF'  se  coupant  mutuellement  en  parties  égales, 
le  quadrilatère  M  FM' F'  est  un  parallélogramme,  et  le  point 
M'  appartient  à  Tellipse  en  vertu  de  l'égalité  des  deux  con- 
tours F  M  F'  et  F  M' F'. 

Corollaires. 

976.  On  appelle  longueurs  des  axes  de  Tellipse  les  longueurs 
AA'  et  BB'  interceptées  sur  ces  axes  par  la  courbe  [fig,  5i3). 
La  longueur  du  premier  axe  AA'  est  donc  (974)  égale  à  ia, 
la  longueur  du  second  BB'  est  représentée  par  26. 

La  perpendiculaireBO(y/^^.  5i3)  étant  moindre  que  l'oblique 
BF  =  a,  on  a 

AA'  est  dit  alors  le  grand  axe  et  BB'  le  petit  axe  de  Tellipse. 

Les  extrémités  A  et  A',  B  et  B'  des  deux  axes  sont  appelées 
les  sommets  de  la  courbe. 

Le  triangle  rectangle  BOF  [fig,  5i3)  donne  «^  ==  6* -t- c% 
relation  qui  permet  de  déterminer  l'une  des  trois  quantités 
a,  h,  c,  lorsqu'on  connaît  les  deux  autres. 

977.  Quand  on  donne  les  longueurs  a  et  h,  il  est  facile  de 
déterminer  graphiquement  les  foyers  :  on  n'a  qu'à  décrire  de 
l'extrémité  B  du  petit  axe  comme  centre  [Jîg.  5i3),  avec  un 
rayon  égal  à  a,  un  arc  de  cercle  qui  coupe  le  grand  axe  aux 
deux  foyers  F  et  F'. 

THÉORÈME. 

978.  Suivant  qu'un  point  est  intérieur  ou  extérieur  à  l'el- 
lipse, la  somme  de  ses  distances  aux  deux  fofers  est  plus  petite 
ou  plus  grande  que  ia. 

Soit  d'abord  (^^.  5i6)  un  point  N  intérieur  à  l'ellipse.  Joi- 
gnons ce  point  aux  deux  foyers,  prolongeons  F'N  jusqu'à  la 
rencontre  de  la  courbe  en  M,  et  menons  MF.  Un  théorème 
connu  donne  immédiatement 

NF  -^  NF'  <  MF  -h  MF'     ou     NF  -i-  NF'  <  9.a. 
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Soil  de  même  un  point  N'  extérieur  à  Tellipse.  Joignons  ce 
point  aux  deux  foyers;  N'F'  coupant  la  courbe  au  point  M, 

Fig.  5i6. 


menons  MF.  En  s'appuyant  sur  le  même  théorème,  on  aura  ici 
N'F-T-NT'>MF  +  MF'     ou     N'F-hNT'  >  ia. 

Corollaire. 

979.  Le  théorème  précédent,  rapproché  de  la  définition  de 
l'ellipse,  fournit  un  critérium  pour  juger  de  la  position  d'un 
point  quelconque  du  plan  de  la  courbe  par  rapport  à  cette 
courbe  supposée  non  tracée.  Siii(^anl  que  la  somme  des  dis- 
tances d'un  point  aux  deux  foyers  est  supérieure,  égale  ou 
inférieure  à  2a y  ce  point  est  hors  de  la  courbe^  sur  la  courbe 
ou  dans  son  intérieur, 

THÉORÈME. 

980.  La  tangente  à  l'ellipse  fait  des  angles  égaux  avec  les 
rayons  vecteuis  du  point  de  contact^  extérieurement  à  leur 
ang'e. 

Prenons  sur  l'ellipse  (/g'.  ^17)  deux  points  voisins  M  et  M' ; 
menons  la  sécante  MM' S  et  les  rayons  vecteurs  des  deux  points 
M  et  M'.  Portons  sur  F'M  une  longueur  F'D==F'M'  et  sur 
FM  une  longueur  FC  ===  FM'.  Le  segment  MD  représente  alors 
l'augmenlalion  que  subit  le  rayon  vecteur  mené  du  foyer  F' 
quand  on  passe  du  point  M  au  point  M',  et  MC  la  diminution 
que  subit  le  rayon  vecteur  mené  du  foyer  F  quand  on  passe  du 
même  point  M  au  même  point  M'  ;  comme  la  somme  des 
niyons  vecteurs  d'un  point  de  l'ellipse  reste  constante,  Ml)  est 
égal  à  MC. 

Gela  posé,  d'un  point  quelconque  G  delà  sécante  MM'S. 
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menons  aux  droites  M'D  et  M'C  des  parallèles  GI  et  GH  jus- 
qu'à la  rencontre  des  rayons  vecteurs  du  point  M.  Le  quadri- 
latère GïIMI  étant  semblable  au  quadrilatère  M'GMD  (208), 
régalité  de  MD  et  de  MG  entraîne  celle  de  MI  et  de  MIL 
D'ailleurs,  les  droites  GH  et  GI,  étant  parallèles  aux  bases  M'(] 
et  M'D  des  triangles  isocèles  CFM',  DF'M',  sont  perpendicu- 
laires aux  bissectrices  de  leurs  angles  au  sommet. 

Quand  le  point  mobile  M'  se  rapproche  du  point  Cixe  M,  la 
sécante  MM' S  tend  vers  la  tangente  au  point  M.  Les  bissec- 
trices des  angles  CFM',  DF'M',  ayant  alors  pour  limites  le-^ 
rayons  vecteurs  FM,  F' M  du  point  M,  les  droites  GH  et  GI  ont 
elles-mêmes  pour  limites  les  perpendiculaires  abaissées  du 
point  G  sur  ces  rayons  vecteurs.  D'ailleurs,  pendant  ce  mou- 
vement, MH  et  MI  varient  en  restant  égaux  entre  eux. 


Fi[î.  5ii 


Fig.  5i3. 


On  voit,  d'après  cela,  en  passant  à  la  limite,  que  ce  qui  ca- 
ractérise la  tangente  MT  au  point  M  {fig.  5i8),  c'est  que,  si, 
d'un  point  quelconque  G  de  cette  droite,  on  abaisse  des  per- 
pandiculaires  GH  et  GI  sur  les  rayons  vecteurs  MF  et  MF'  du 
point  M,  on  ait  MH  =:  ML  Les  triangles  rectangles  MGH,  MGl 
sont  alors  égaux,  et  il  en  est  de  même  des  angles  GMH,  GML 
La  tangente  à  l'ellipse  est  donc  bissectrice  de  l'angle  formé 
par  l'un  des  rayons  vecteurs  du  point  de  contact  et  le  pro- 
longement de  Vautre  rayon. 

L'angle  F'MT,  étant  l'opposé  par  le  sommet  de  l'angle  GMI, 
les  deux  angles  GMH  ou  FMI  et  F'MTi  sont  égaux,  ce  qui  vé- 
rifie le  premier  énoncé  du  théorème. 

Corollaires. 

981.  La  droite  F'cp,  qui  joint  un  foyer  F'  de  l'ellipse  au 
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symétrique  cp  de  Vautre  foyer  F  par  rapport  à  une  tangente 
quelconque  TT,,  passe  par  le  point  de  contact  M  de  cette 
tangente  et  est  égale  à  la  longueur  ia  du  grand  axe  [fig.  5 19). 
En  effet,  joignons  le  point  de  conlact  M  aux  points  F^F  et  9, 
et  désignons  par  K  le  point  où  F 9  rencontre  la  tangente  TT,, 
L'égalité  des  triangles  MKF,  MK9,  qui  ont  un  angle  droit  com- 
pris entre  deux  côtés  égaux  entraîne  celle  des  angles  KMF^ 

îig.  5 19. 


RMo;  d^ailleurs,  d'après  le  théorème  précédent,  le  prolonge- 
ment de  F' M  doit  faire  avec  MT  un  angle  égal  àKMF;  donc  le 
prolongement  de  F' M  n'est  autre  que  M9,  ce  qui  démontre 
la  première  partie  de  l'énoncé.  D'autre  part,  les  mêmes  trian- 
gles donnent  M9  =  MF,  d'où  l'on  déduit 

F'9  =  F'M  4-  Mo  --^  FM  -h  MF  ^  ia, 

982.  Tous  les  points  de  la  tangente  à  Vellipse  sont  exté- 
rieurs à  la  courbe,  sauf  le  point  de  contact. 

En  effet,  la  tangente  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  F9,  un  point  quelconque  T,  de  cette  droite  est  équidislant 
de  F  et  de  9.  On  a  donc,  d'après  le  triangle  F'  T,  9, 

T,9-i-T,F'     ou     T.F  +  T.F>F9     ou     2  a. 

Tous  les  points  de  la  tangente  MT,  sauf  le  point  M,  sont 
donc  extérieurs  à  l'ellipse  (979). 
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La  tangente  en  un  point  d'une  courbe  peut  couper  la  cx)urbe 
en  d'autres  points;  mais  elle  a  nécessairement  (111)  avec  la 
courbe  au  moins  un  point  commun  de  moins  que  les  droites 
qui  en  ont  le  plus.  De  ce  qu'on  vient  de  démontrer,  il  résulte 
donc  qu'une  droite  ne  peut  rencontrer  l'ellipse  en  plus  de 
deux  points,  c'esl-à-dire  que  l'ellipse  est  une  courbe  convexe, 

983.  Si  l'on  mène  au  point  M  [Jig,  5i8)  la  perpendicu- 
laire MN  à  la  tangente  MT,  les  deux  angles  FMN,  F'MN  sont 
égaux  comme  compléments  d'angles  égaux.  Donc,  la  normale 
à  V ellipse  est  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  rayions  vec- 
teurs du  point  de  contact. 

La  normale  en  un  sommet  de  l'ellipse  se  confond  avec  l'axe 
correspondant^  et  la  tangente  est  perpendiculaire  à  cet  axe, 
de  sorte  que  la  courbe  est  inscrite  dans  le  rectangle  construit 
sur  ses  axes. 

Les  propriétés  précédentes  justifient  la  dénomination  de 
forer.  L'angle  d'incidence  et  l'angle^de  réflexion  étant  égaux, 
les  rayons  lumineux,  sonores  ou  calorifiques,  qui  partent  de 
l'un  des  foyers  F  d'une  ellipse,  viennent,  en  vertu  d'une  loi 
physique,  après  leur  réflexion  sur  la  courbe,  converger  à 
l'autre  foyer  F'. 

THÉORÈME. 

984.  Le  lieu  des  sf  nié  triques  cp  de  l'un  des  foyers  F  de  l'el- 
lipse par  rapport  aux  tangentes  est  un  cercle  décrit  de  l'autre 

foyer  Y'  comme  centre,  avec  la  longueur  ia'  du  grand  axe 
pour  rayon  {fig,  5 19). 

D'abord,  tout  point  9  du  lieu  est  sur  le  cercle  en  question, 
puisque  (981)  F'cp  est  égal  à  ia. 

Inversement,  tout  point  cp  de  ce  cercle  est  le  symétrique 
de  F  par  rapport  à  une  certaine  tangente  à  l'ellipse  qui  a  F 
et  F'  pour  foyers  et  le  rayon  F' 9  pour  la  longueur  de  son  grand 
axe.  En  effet,  soit  M  le  point  où  F'cp  rencontre  la  perpendicu- 
laire ïï,  sur  le  milieu  K  de  Fcp.  L'égalité  des  triangles  KMF, 
KM 9,  qui  ont  un  angle  droit  compris  entre  deux  côtés  égaux, 
donneMF^Mcp,  d'où  l'on  déduit  MF' -f-MF^MF'4-M  9  — F'cp; 
donc  (979)  le  point  M  appartient  à  l'ellipse.  Les  mêmes  trian- 
gles entraînent,  en  outre,  l'égalité  des  angles  KMF,  KM 9,  et 
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par  suite  celle  des  angles  KMF,  ïiMF'.  Donc,  la  droite  ÏT,  est 
la  tangente  à  l'ellipse  en  M  (980).  Donc,  enfin,  le  point  cp  du 
cercle  est  le  symétrique  de  F  par  rapport  à  la  tangente  KT,. 

On  donne  au  cercle  F^^  le  nom  de  cercle  directeur  relatif 
au  foyer  Y' .  Au  foyer  F  répond  aussi  un  cercle  directeur  de 
même  rayon  ia, 

THÉORÈME. 

985.  Le  lieu  des  projections  des  foyers  d'une  ellipse  sur  ses 
tangentes  est  la  circonférence  de  cercle  décrite  sur  le  grand 
axe  comme  diamètre. 

Fi(j.  520. 


Soient  [fig.  52o)  F  et  F* les  deux  foyers,  K  la  projection  du 
foyer  F  sur  une  tangente  quelconque  Tïi  et  9  le  symétrique 
de  F  par  rapport  à  cette  tangente.  Le  côté  F'9  du  triangle 
FF'9  étant  égal  à  la  (981),  la  droite  OK  qui  joint  les  milieux 
des  deux  autres  côtés  est  égale  à  a.  Le  point  K  appartient 
donc  à  la  circonférence  décrite  sur  le  grand  axe  comme  diamètre. 

Réciproquement,  tout  point  K  de  cette  circonférence  est  la 
projection  de  Tun  des  foyers  F  sur  une  tangente;  car,  si  l'on 
prolonge  FK  d'une  quantité  Kcp  =r  KF,  on  aura 

F'9  -=2  2OK  —  7.a. 

Par  suite  le  point  9  appartient  au  cercle  directeur  relatif  au 
foyer  F  ,  et  l'on  a  démontré  au  n"  984  que  tout  point  de  ce  cercie 
est  le  symétrique  de  F  par  rapport  à  une  tangente  à  l'ellipse. 
Le  cercle  OK  est  dit  le  cercle  principal  de  l'ellipse. 

SCOLIE. 

986.  Si  le  sommet  d'une  équerre  décrit  le  cercle  principal 
d'une  ellipse,  pendant  que  l'un  de  ses  côtés  passe  constam- 
ment par  un  foyer  de  la  courbe.  Vautre  côté  de  Véquerre  lui 
reste  toujours  tangent. 
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THÉORÈME. 

987.  1"  Le  lieu  des  points  équi distants  d'un  cercle  de  centre 
F'  et  d'un  point  intérieur  F  est  une  ellipse  dont  les  points  F 
et  F'  sont  les  foyers  et  dont  le  grand  axe  est  égal  au  ray^on 
du  cercle  {/ig.  519). 

En  effet,  soit  M  un  point  du  lieu;  sa  distance  à  la  circonfé- 
rence est  égale  au  segment  M 9  obtenu  en  prolongeant  le 
layon  F'M  jusqu'à  sa  rencontre  avec  cette  ligne.  On  a  donc 
MF:=M9,  et  par  suite  F'M  4- MF  =  FM  +  M9  =.:=  F'o.  Le 
point  M  appartient  donc  à  l'ellipse  définie  dans  renoncé. 

Inversement,  tout  point  M  de  cette  ellipse  est  équidistant  de 
la  circonférence  et  du  point  F;  car,  puisque  F'M  +  MF  est 
égal  à  F' 9,  c'est-à-dire  à  F'M  -+-  Mcp,  c'est  que  MF  est  égal  à  Mo. 

2®  La  tangente  en  un  point  quelconque  M  du  lieu  est  per- 
pendiculaire sur  .le  milieu  K  de  la  droite  qui  joint  le  point 
intérieur  F  à  l'extrémité  9  du  rayon  F'M  passant  par  M. 

En  effet,  la  tangen-te  doit  être  également  inclinée  sur  MF 
et  MF',  ou,  ce  qui  revient  au  même,  être  la  bissectrice  de 
Tangle  9MF,  et,  comme  ce  triangle  est  isocèle,  elle  est  perpen- 
diculaire sur  le  milieu  de  la  base  F9. 

988.  De  là  résulte,  pour  l'ellipse,  un  nouveau  tracé  donnant 
à  la  fois  le  point  et  la  tangente  : 

De  l'un  des  foyers  F',  comme  centre,  décrivez  un  cercle  de 
rayon  égal  à  1  a;  Joignez  l'autre  foyer  Y  à  un  point  quel- 
conque 9  de  ce  cercle,  et  menez  la  perpendiculaire  Tï,  sur  le 
milieu  de  F9;  cette  perpendiculaire  coupe  le  rayon  F' 9  en  un 
point  M  du  lieu,  et  elle  est  en  outre  la  tangente  en  ce  point, 

PROBLÈxME. 

989.  Mener  une  tangente  à  V ellipse  par  un  point  donné. 

1°  Si  le  point  donné  M  est  sur  la  courbe,  on  le  joint  aux 
deux  foyers  [fg,  5i8),  et  l'on  mène  la  bissectrice  de  l'angle 
FMI  formé  par  l'un  des  rayons  vecteurs  MF  et  le  prolonge- 
ment MI  de  l'autre  rayon  MF'  (980). 

i""  Si  le  point  donné  P  est  extérieur  à  l'ellipse  [fg.  5*2 1), 
on  remarque  que  la  question  serait  résolue,  si  l'on  connais- 
sait le  symétrique  9  de  l'un  des  foyers  F  par  rapport  à  la  tan- 
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génie  cherchée;  car  on  aurait  des  lors  celle  langenie  en  abais- 
sant de  P  une  }oerpendiculah^e  TT,  sur  F9  :  la  droite  TTi 
couperait  d'ailleurs  F^o  au  point  de  contact  M  (988).  Or,  le 
point  9  se  trouve  à  la  fois  sur  le  cercle  directeur  relatif  au 
foyer  F'  (984-),  et  sur  le  cercle  de  centre  P  et  de  rayon  PF. 

Pour  que  ces  deux  cercles  se  coupent,  c'est-à-dire  pour  que 
le  triangle  F'Pcp  existe,  il  faut  et  il  suffit  que  chacun  des  côtés 
PF',  P9  r=  PF,  F'cp  ~  2a,  soit  moindre  que  la  somme  des  deux 
autres;  de  là  les  inégalités 

PF'<2rt-4-PF,     PF<2a   rPFS     2«<PF-hPF. 

Les  deux  premières  sont  satisfaites  d'elles-mêmes,  puisque  a 
est  plus  grand  que  c  et  que  le  triangle  PFF^  donne 

PF^  <  2  c  -i-  PF,  PF  <  2  6'  -f-  PF'  ; 

il  ne  reste  donc  que  la  troisième  condition,  qui  (979)  exprime 
que  le  point  P  doit  être  extérieur  à  l'ellipse. 

Fi[>-.  52  1.  Fi[}.  522. 
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Comme  les  circonférences  tracées  se  coupent  en  deux  points 
9  et  9,,  il  y  a  deux  solutions  qui  se  réduisent  à  une  seule  lors- 
qu'on a  PF-h  PF'izT'ia,  c'est-à-dire  lorsque  le  point  P  est  sur 
la  courbe. 

Corollaires. 

990.  Cherchons  la  condition  pour  que  les  deux  tangentes 
menées  du  point  P  à  l'eUipse  soient  à  angle  droit. 
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Si  les  deux  tangentes  TT,,  T'T, ,  menées  du  point  P,  sont  à 
angle  droit  [Jîg.  ^11),  comme  elles  sont  respectivement  per- 
pendiculaires sur  le  milieu  des  droites  Fcp,  Fcp,,  l'angle  9Fcp, 
de  ces  deux  droites  doit  être  lui-même  un  angle  droit.  Cet 
angle  étant  inscrit  dans  la  circonférence  PF  dont  le  centre  est 
P,  la  droite  99,  est  un  diamètre  de  cette  circonférence,  et  P 
est  le  milieu  de  ce  diamètre. 

Le  lieu  du  point  P  est  donc  le  lieu  décrit  par  le  milieu  de 
la  corde  interceptée  dans  le  cercle  directeur  relatif  au  foyer  F', 
par  un  angle  droit  tournant  autour  de  son  sommet  ï\\q  F.  Or, 
si  l'on  joint  le  point  P  aux  foyers  F  et  F',  on  a  P9  =:  PF,  et  le 
triangle  rectangle  F'Po  donne  alors 

PÏ"''  -f-  ï^'  rr.  PF  '  +  PF'  =:  F  9'  r_=  4  a\ 

La  somme  des  carrés  des  distances  du  point  P  aux  points  F 
et  F'  étant  constante,  le  lieu  des  sommets  P  des  angles  droits 
circonscrits  à  V ellipse  est  une  circonférence  concentrique  à 
cette  courbe  (232).  Le  rayon  de  ce  cercle  est  d'ailleurs  égal  à 
va' H-  b\  puisque  les  sommets  du  rectangle  construit  sur  les 
axes  appartiennent  évidemment  au  lieu. 

991 .  Les  tangentes  PM,  PM',  menées  à  Vellipse  par  un  point 
extérieur  V,  font  des  angles  égaux  avec  les  droites  qui  vont 
du  point  P  aux  deux  fofers;  la  droite  qui  va  du  point  P  à 
l'un  des  foyers  est  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  rayions 
vecteurs  qui  vont  de  ce  foyer  aux  deux  points  de  contact  M 
et  W  [fg.  5^3). 

Fia.  523. 


Menons  les  deux  cercles  directeurs  de  l'ellipse.  9  étant  le 
symétrique  de  F  par  rapport  à  la  tangente  PM  et  9'  le  symé- 
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trique  de  F'  par  rapport  à  la  tangente  PM',  les  deux  triangles 
PF9'  ei  FF' 9  sont  égaux  comme  ayant  leurs  trois  cotés  égaux 
chacun  à  chacun.  Les  angles  FP9^et  F'P9  sont  donc  égaux. 
Si  l'on  enlève  la  partie  commune  FPF',  les  restes  FP9,  F' Pc', 
sont  égaux,  ainsi  que  leurs  moitiés  MPF,  ^FPF'. 

En  second  lieu,  l'égalité  des  triangles  PF9',  PF'9,  entraîne 
celle  des  angles  PF9',  P9F'.  Mais  les  deux  triangles  PM9, 
PMF  étant  égaux,  l'angle  P9F'  est  aussi  égal  à  l'angle  PFM, 
et  la  droite  PF  est  la  bissectrice  de  l'angle  MFM. 

PROBLÈME. 

992.  Mener  à  V ellipse  une  tangente  parallèle  à  une  droite 
donner. 

Tout  revient  encore  à  trouver  le  point  symétrique  9  de  l'un 
des  foyers  F  par  rapport  à  la  tangente  cherchée.  Or,  ce  point 
est  à  l'intersection  du  cercle  directeur  relatif  au  foyer  F'  (98i) 
et  de  la  perpendiculaire  menée  du  foyer  F  sur  la  droite  don- 
née DD'  [fig.  524).  Cette  perpendiculaire  coupe  toujours  le 

Fig.  524.  rij.  525. 


cercle  F'  en  deux  points  9  et  9,^  puisque  le  point  F  est  inté- 
rieur à  ce  cercle.  Les  perpendiculaires  TTi  et  ï  ï\  élevées  aux 
droites  F9  et  F9,  par  leurs  milieux  sont  les  tangentes  de- 
mandées, et  leurs  points  de  contact  M  et  M'  sont  à  leurs  ren- 
contres respectives  avec  les  rayons  F' 9  et  F'91  (98Sj. 
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COROLLAIUKS. 

993.  Les  deux  points  de  contact  M  et  W  des  deux  tangentes 
parallèles  ÏT,,  T'T,  sont  symétriques  par  rapport  au  centre  0 
de  r ellipse. 

En  effet,  les  triangles  FM 9,  FM' 9,,  9 F' 9,  sont  des  triangles 
isocèles  ayant  tous  un  angle  égal  à  la  base;  ils  sont  donc 
semblables  et  ont  leurs  côtés  parallèles.  La  figure  MFMT' 
étant  un  parallélogramme,  la  diagonale  MM'  passe  par  le  mi- 
lieu 0  de  la  diagonale  FF'  et  y  est  divisée  en  deux  parties  égales. 

Inversement,  les  tangentes  menées  à  l'ellipse  en  deux  points 
symétriques  par  rapport  au  centre  sont  parallèles.  Car  le 
quadrilatère  MFM' F'  étant  dans  ce  cas  un  parallélogramme, 
puisque  ses  diagonales  se  coupent  en  parties  égales,  les  angles 
FM9,  FM'9,  ont  leurs  côtés  parallèles  et  sont  égaux.  Il  en  est 
donc  de  même  de  leurs  moitiés  (980)  FMI,  9, M' ï',  ce  qui  en- 
traîne le  parallélisme  des  tangentes  MT,  M'T',  aux  points  M  et  M'. 

ddk.  La  propriété  précédente  appartient  d'ailleurs  à  toutes 
les  courbes  à  centre.  Dans  toute  courbe  à  centre,  les  tan- 
gentes en  deux  points  M  et  M'  symétriques  par  rapport  au 
centre  0  sont  parallèles  et,  par  suite,  équidistantes  du  centre. 

En  effet,  si  N  (//g.  5^.5)  est  un  point  de  la  courbe  voisin 
de  M,  et  N'  son  symétrique  par  rapport  à  0,  l'égalité  des 
triangles  MON,  M'ON',  prouve  le  parallélisme  des  cordes  ou 
sécantes  MN,  M'N',  et  leur  égale  distance  au  centre.  Quand  N 
tend  vers  M,  N'  tend  vers  M'.  Les  deux  sécantes  lourneni 
donc  rà  la  fois  autour  des  points  M  et  M',  de  manière  à  devenir 
ensemble  tangentes,  en  restant  toujours  parallèles  et  équidi- 
stantes du  centre. 

995.  Les  points  K  et  K'  [fig.  5^4)  appartiennent  au  cercle 
principal  de  Tellipse  (985).  Les  deux  segments  FK,  FR',  étant 
alors  ceux  d'une  corde  quelconque  de  ce  cercle  passant  par 
le  foyer  F,  leur  produit  est  constant.  On  peut  donc  dire  que  le 
produit  des  distances  d'un  foyer  à  deux  tangentes  parallèles 
est  constant.  Si  l'on  mène  par  le  foyer  F'  la  corde  LL'  du  cercle 
principal  qui  est  parallèle  à  KK',  on  a  évidemment  FK'  ~  F'L, 
On  peut  donc  dire  aussi  que  le  produit  des  distances  des  deux 
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foyers  à  une  même  tangente  est  constant.  Si  l'on  veut  con- 
naître cette  constante,  il  suffit  de  considérer  la  tangente  à  Tune 
des  extrémités  du  petit  axe,  et  l'on  obtient  immédiatement  le 
carré  du  demi-petit  axe  6^  pour  sa  valeur. 

SCOLIK. 

996.  Les  constructions  des  n°'  989  et  992  n'exigent  pas  que 
la  courbe  soil  tracée. 

PROBLÈME. 

997.  Étant  donnés  les  foyers  F  et  F'  et  le  grand  axe  AA' 
d'une  ellipse,  déterminer  ses  points  de  rencontre  a<jec  une 
droite  BD'  ifig,  526). 

Fig.  526. 
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Supposons  le  problème  résolu,  et  déterminons  le  symé- 
trique 9  du  foyer  F  par  rapporta  DD'.  M  étant  l'un  des  points 
de  rencontre  de  la  droite  DIV  avec  l'ellipse,  on  aura  M  9  =  MF. 
Prolongeons  F^M  d'une  longueur  MG  ^  MF;  F'G  sera  égal 
à  AA',  et  le  point  G  appartiendra  au  cercle  directeur  relatif  au 
foyer  F'.  Le  cercle  décrit  du  point  M  comme  centre  avec  MF 
pour  rayon  passe  donc  par  les  deux  points  F  et  9  et  est  tan- 
gent au  cercle  directeur  F' G.  La  question  est  ainsi  ramenée  à 
trouver  le  centre  M  d'un  cercle  passant  par  deux  points  don- 
nés F  et  (?  et  langent  à  un  cercle  donné  F'G.  Nous  avons  ré- 
solu ce  problème  (262,  2*^). 

Comme  le  foyer  F  est  intérieur  au  cercle  directeur  relatif 
au  foyer  F',  il  y  aura  évidemment  deux  solutions,  une  seule 
ou  zéro,  suivant  que  le  pointe?  sera  lui-même  intérieur,  com- 
mun ou  extérieur  au  cercle  directeur  F' G.  La  droite  DD'  cou- 
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pera  donc  V ellipse  en  deux  points,  lui  sera  tangente  ou  exté- 
rieure, suivant  les  mêmes  coudiiions  (*j. 

CoROLLAîRE. 

998.  Une  droite  ne  pouvant  rencontrer  une  ellipse  en  plus  de 
deux  points,  l'ellipse  est  une  courbe  convexe  (982). 

§  II.  —  PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES  DE  L'IIYBERBOLE. 

999.  hlifberhole  est  une  courbe  plane  telle,  que  la  difTérence 
des  distances  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points  fixes  de  son 
plan  est  égale  à  une  longueur  constante.  Ainsi  (^«-.527),  les  deux 
points  fixes  étant  F  et  F'  et  la  longueur  donnée  étant  représentée 
par  la  droite  A  A',  on  aura  pour  tout  point  M  de  l'hyperbole 

MF-MF:rr:dzAA', 

suivant  que  le  point  considéré  sera  plus  éloigné  du  point  F  ou 
du  point  F'. 

D'après  cela,  pour  décrire  un  arc  d'hyperbole  d'un  mouve- 

rir;.  527. 

A'  A  , 


'M 

/ 


'■■■  / 

/ 

/ 


\      F 
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ment  continu,  on  prend  une  règle  F'K  dont  on  fixe  l'une  des 
extrémités  au  point  F'  [Jig.  527),  de  manière  qu'elle  puisse 
seulement  tourner  autour  de  ce  point.  Un  fil  dont  la  longueur 
est  moindre  que  celle  de  la  règle  de  la  constante  AA'  est  fixé 

(*}  Quand  la  droite  DD'  est  tangente,  f  est  en  G;  en  d'autres  termes,  G  est 
alors  le  symétrique  de  F  par  rapport  à  DD';  donc  DD'  est  la  bissectrice  de 
l'angle  GMF,  ce  qui  fournit  une  seconde  démonstration  delà  propriété  fond«a- 
mentale  de  la  ta  ngente.  Mais  cette  démonstration  a,  comme  beaucoup  d'autres  plus 
ou  moins  ingénieuses,  le  tort  d' être  particulière  ;  celle  que  nous  avons  donnée  au 
n°  980  est  bien  préférable,  car  elle  consiste  dans  l'application  à  l'ellipse  de  la 
méthode  générale  pour  la  détermination  des  tangentes  dans  le  système  bipolaire. 
R.  et  DE  C.  —   Tr.  de  Géom.  (  U«  Partie).  20 
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par  l'une  des  ses  extrémités  au  point  F  et,  par  l'autre,  au  point K. 
Si  l'on  tend  alors  constamment  ce  fil  le  long  de  la  règle  à  l'aide 
d'un  crayon,  en  faisant  tourner  la  règle  autour  de  F',  la  pointe  du 
crayon  trace  un  arc  de  l'hyperbole  demandée;  car,  pour  une  po- 
sition quelconque  M  de  cette  pointe,  on  a  (dans  le  cas  de  la  figure) 

MF-  MFrr=(MF'-i-MK)  -  ;MFh- MK)  ==  AA\ 

En  prenant  pour  centre  de  rotation  de  la  règle  le  point  F,  et 
en  attachant  la  seconde  extrémité  du  fil  au  point  F^  on  obtient 
la  seconde  partie  de  la  courbe.  Quand  la  règle  est  au-dessus 
de  FF^  le  fil  doit  être  tendu  contre  son  arête  inférieure;  c'est 
l'inverse  quand  la  règle  est  au-dessous  de  FF'. 

On  voit  que  Fhyperbole  est  formée  de  deux  parties  qui  ne 
peuvent  avoir  aucun  point  commun,  puisqu'on  a  toujours,  pour 
la  partie  de  droite  de  la  figure,  MF'  >  MF,  et  pour  celle  de  gauche, 
MF>>MF'.  Chaque  partie,  c'esl-à-dire  chacune  des  deux  bran- 
ches, s'étend  indéfiniment  au-dessus  et  au-dessous  de  la  droite 
FF'  ;  rien  ne  limite  en  effet  Féloignement  des  points  obtenus  sur 
la  courbe,  que  la  longueur  même  de  la  règle  et  du  fil  employés. 

1000.  Les  points  F  et  F'  sont  \es  foy^ers  de  l'hyperbole,  les 
droites  MF  et  MF'  sont  les  rayons  vecteurs  du  point  M.  La  lon- 
gueur A  A'  est  ordinairement  représentée  par  2  a.  La  distance  FF' 
se  nomme  distance  focale  et  on  la  représente  par  2  c.  L'existence 
du  triangle  MFF'  entraîne  la  condition  26* >>  qm  ou  c>-  a. 

c 
Le  rapport-  est  V excentricité  de  Fhyperbole.  Cette  excen- 
tricité peut  varier  de  i  à  oo  .  Pour  c  =  r/,  elle  est  égale  à  i,  et 
Fhyperbole  se  réduit  aux  deux  portions  de  la  droite  FF'  qui 
sont  séparées  par  la  distance  FF';  pour  a  =  o,  elle  est  infinie, 
et  Fhyperbole  se  réduit  à  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  mi- 
lieu de  FF'.  Entre  ces  deux  limites,  Fhyperbole  se  rapproche 
d'autant  plus  de  la  droite  FF'  que  l'excentricité  est  plus  petite. 

1001.  On  peut  aussi  tracer  Fhyperbole  par  points  {fig.  528). 
En  effet,  marquons  le  milieu  0  de  la  distance  focale  FF'  et, 
de  part  et  d'autre  du  point  0,  prenons  OA  =  OA'  =  «,  puis  un 
point  K  quelconque  sur   le  prolongement  de  OA,  Si  des 
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points  F  et  F  comme  centre,  avec  des  rayons  respectivement 
égaux  a  AK  et  à  A'K,  nous  décrivons  des  arcs  de  cercle,  leurs 


Fiff.  528. 
D 


\M 


points  d'intersection  M  et  M'  appartiendront  à  l'iiyperbole  car 
on  aura  ' 

MF'  -  MF  ^  M' F'  -  M'F  =  A' K  -  AK  =  2«. 

La  distance  des  centres  FF'  étant  toujours  plus  grande  que 
la  différence  -.a  des  rayons,  il  suffit,  pour  l'intersection  des 
deux  circonférences,  que  cette  distance  soit  moindre  que  la 
somme  des  rayons,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

FF'<AK  +  A'K    ou     2c<2AK-+-2a. 
La  condition  cherchée  est  donc 

AK>c  — a  ou  AK>AF. 
Comme  on  peut  échanger  les  centres  sans  modifier  les 
rayons  chaque  point  K  permet  d'obtenir  quatre  points  M 
et  M',  N  et  N'  de  l'hyperbole.  Le  point  K  doit  seulement  être 
au  delà  du  point  F,  sans  que  rien  limite  sa  position  à  droite 
de  ce  point.  Ce  que  nous  venons  de  dire  résulte  d'ailleurs  de  la 
symétrie  de  l'équation  de  condition  MF'-MF  =  ±2«  nar 
rapport  aux  deux  rayons  vecteurs.  ' 

Si  le  point  K  est  en  F,  les  points  correspondants  de  l'hv- 
perbole  sont  les  points  A  et  A'.  Le  rayon  vecteur  minimum 
est  c-«;  ,1  ny  a  pas  de  rayon  vecteur  maximum,  puisque 
iS^r-L;:-""^^  ''--  ^^'^  '^  '^  --^^  peuvent^roL 
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THEOREME. 


1002.  Lliyperboic  a  :  i""  pour  axes,  la  droite  AA'  qui  passe 
/)ar  ses  deux  foyers,  et  la  droite  BB'  perpendiculaire  au  milieu 
de  la  première  ;  2*^  pour  centre,  V  intersection  0  de  ces  deuoc 
droites  [fig.  528). 

Même  démoiislratioi)  que  pour  l'ellip^^e  (975),  eu  considé- 
rant la  différence  des  rayons  vecteurs  au  lieu  de  leur  somme. 

1003.  Des  deux  axes  AA'  et  BIV,  le  premier  seul  rencontre 
la  courbe.  L'axe  AA'  est  dit  Taxe  transverse  de  l'hyperbole, 
l'axe  BB'  est  dit  son  axe  no?i  transverse.  Les  extrémités  A  et  A' 
de  Taxe  transverse  sont  les  sommets  de  la  courbe. 

Un  poin!  du  plan  est  dit  extérieur  à  l'hyperbole  lorsqu'il  est 
si  lue  enlre  les  deux  branches  (F)  et  (F');  il  est  dit  intérieur 
s'il  est  placé  soit  à  gauche  de  la  branche  (F'),  soit  à  droite  de 
la  branche  (F).  * 

THÉORÈME. 

lOOV.  Suiva/it  qu'u/i  poi/U  est  intérieur  ou  extérieur  à  Vhy- 
p'rhole,  la  différence  de  ses  distances  aux  deux  foyers  est 
plus  grande  ou  plus  petite  que  2  a  {fig.  '>29). 


Soit  \  un  point  intériL^ur  et  supposons,  pour  tixer  les  idées, 
qu'il  ^oi'  à  droie  de  'a  branche  (F);  NF'  coupera  celte  branche 
en  un  point  M,  et  on  aura 

NF  <  MN  -h  MF,     d'où    NF'  -  NF  >  NF^  -  MN  -~-  MF, 
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c'est-à-dire 

NF '_  NF  >  MF' —  MF    ou     2  a. 

Soit  N'  un  point  extérieur;  N'F  coupera  la  branche  (F)  en 
un  point  M,  et  on  aura 
N'F-MN'<MF,     d'où    NT  -  MN' -  MF  <  MF' -  MF, 

c'est-à-dire 

N'F'-N'F<2a. 
Corollaire. 

1005.  Ce  théorème,  rapproché  de  la  détinilion  de  la  courbe, 
fournit  un  critérium  pour  juger  de  la  position  d'un  point  quel- 
conque de  son  plan  par  rapport  à  l'hyperbole  supposée  non 
tracée.  Suhant  que  la  différence  des  distances  du  point  con- 
sidéré aux  deux  foyers  est  inférieure^  égale  ou  supérieure  à 
2rt5,  ce  point  est  hors  de  la  courbe ^  sur  la  courbe  ou  dans  son 
intérieur. 

THÉORÈME. 

1006.  La  tangente  à  V hyperbole  est  la  bissectrice  de  V angle 
formé  parles  rayons  vecteurs  dn  point  de  contact  {Jig,  53o,  53 1). 

Môme  démonstration  que  pour  l'ellipse  (980),  en  remar- 
quant que  dans  l'ellipse  les  rayons  vecteurs  d'un  même  point 
varient  en  sens  roniraires,  tandis  que  dans  l'hyperbole  ils  va- 
rient dans  le  même  sens. 

1007.  RÉCIPROQUEMENT,  ta  courbe  dont  la  tangente  fait  des  angles 
égaux,  extérieurement  ou  intérieurement,  avce  les  rayons  vecteurs  menés 
(lu  point  de  contact  à  deux  points  fixes,  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole 
dont  ces  points  fixes  tout  les  foyers. 

En  effet,  si  l'on  abaisse  d'un  point  G  de  la  tangente  MT  [fig,  53o)  des 

FifT.  53o. 


perpendiculaires  GlI  et  GI  sur  les  rayons  vecteurs  du  point  j\i,  les  triangle ^ 
rectangles  ainsi  formés  seront  égaux,  puisque  la  tangente  est,  par  hypo- 
thèse, la  bissectrice  de  l'angle  HMI;  on  aura  donc  Mil  =  Ml, 
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Considérons  maintenant  la  sécante  MM  S  [fg.  53 1)  qui  coupe  la  courbe 
en  M  et  en  M',  et  portons  les  rayons  vecteurs  du  point  M'  sur  ceux  du 
point  M  en  FC  et  en  ¥'\).  Si  l'on  mène  alors  d'un  point  G  quelconque  de 

Fig.  35i. 


la  sécante  les  parallèles  GH  et  GI  à  M'G  et  à  M'D,  les  quadrilatères 
M'GMD,  GHMI,  seront  semblables,  et  l'on  aura  constamment 

MCMH 
MD  ~  m  ' 

Mais  à  la  limite,  quand  le  point  M'  vient  en  M,  la  sécante  M  M' S  est  rem- 
placée par  la  tangente  MT,  et  l'on  a  MH  =  MI.  Donc  la  limite  du  rap- 
MG 


port  ^  est  aussi 


unité. 


Gela  posé,  soient  P  et  Q  deux  points  quelconques  de  la  courbe,  mais 
tels  qu'en  allant  de  P  en  Q  le  ra^on  vecteur  relatif  au  foyer  F  aille  tou- 
jours en  croissant  ;  alors  le  rayon  vecteur  relatif  au  foyer  F'  ira  toujours 
en  décroissant  ou  toujours  en  croissant.  Goncevons  l'arc  PQ  divisé  en 
n  parties  telles,  que,  lorsque /z  croît  indéfiniment,  chacune  des  parties  tende 
vers  zéro;  désignons  par  u  et  v  les  rayons  vecteurs  de  P,  par  a'  et  v'  ceux 
de  Q,  et  par  («i,  ci),  (^/2,  ('2),  • . .,  [ihi-i-,  ^«-i)?  ceux  des  points  inter- 
médiaires. 

Si  les  rayons  vecteurs  (^,  pi,  , . .,  r«-i,  v\  relatifs  au  foyer  F',  vont  en 
croissant,  les  rapports 


iii  —  a 


-('1  ' 


u   —  Un-\ 


auront  tous  l'unité  pour  limite,  lorsque  n  croîtra  indéfiniment;  et  comme 
le  rapport 


obtenu  en  divisant  la  somme  des  numérateurs  par  celle  des  dénominateurs, 
a  une  valeur  comprise  entre  celles  des  premiers,  il  faut  qu'on  ait 

:=  I ,     d  ou     u  —  V  —  u  —  V, 
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La  courbe  est  donc  une  hyperbole,  puisque  la  différence  des  rayons  vec- 
teurs reste  constante. 

Si  les  rayons  vecteurs  p,  ci,  . . . ,  r«_i,  (>'  relatifs  au  foyer  F'  vont  en 
décroissant,  le  raisonnement  subsiste,  à  la  condition  de  changer  les  sis^ncs 
des  dénominateurs  ;  on  arrive  ainsi  à 

f{' —  u  ,,    ,         , 

,    ;^  I,       a  ou       K   -h  (>    z:=  H  -^  Ç, 

ç  —  V 

La  courbe  est  donc  une  ellipse,  puisque  la  somme  des  rayohs  vecteurs 
reste  constante. 

Enfin,  si  l'arc  PQ  était  trop  étendu  pour  que  les  rayons  vecteurs  rela- 
tifs au  foyer  F  varient  toujours  dans  le  même  sens,  on  décomposerait  cet 
arc  en  plusieurs  parties  satisfaisant  à  la  condition,  et  la  somme  (ou  la  dif- 
férence) des  rayons  vecteurs  restant  constante  dans  chaque  partie  serait 
la  môme  à  l'origine  P  et  à  l'extrémité  Q. 

Corollaires. 

1008.  i"  La  droite  F'cp  cj ai  joint  an  foyer  F'  de  Vfiyyerbole 
au  sfmétriqae  cp  de  l'autre  joyer  F  par  rapport  à  une  tan- 
gente quelconque  TT,  passe  par  le  point  de  contact  de  cette 
tangente  et  est  égale  à  la  longueur  ia  de  l'axe  transverse 

[Jig.  53.). 

Fi-.  53i. 


2^  Tous  les  points  de  la  tangente  MT,  sauf  le  point  M,  sont 
extérieurs  à  l'hyperbole,  qui  est,  par  suite,  une  courbe  convexe. 

Mêmes  démonstrations  que  pour  l'ellipse  (981,  982),  en  rem- 
plaçant la  somme  des  rayons  vecteurs  par  leur  différence. 


1009.  Si  l'on  mène  au  point  M  [fg,  532.)  une  perpendicu- 
laire MN  à  la  tangente  MT,  les  angles  FMN,  LMN  sont  égaux 


3  12  Gi^OMÉTIUE    DAxNS    L  ESPACE. 

comme  compléments  d'angles  égaux.  Donc,  la  normale  à  r hy- 
perbole est  la  bissectrice  de  V  angle  formé  par  l'un  des  rayons 
vecteurs  du  point  de  contact  et  le  prolongement  de  T  autre  rayon, 

La  normale  en  un  sommet  de  l'hyperbole  se  confond  avec 
Taxe  transverse,  et  la  tangente  est  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Si  une  ellipse  et  une  hyperbole  ont  les  mêmes  foyers  ou 
sont  homofocalfs,  elles  se  coupent  à  angle  droit;  car,  en  l'un 
quelconque  des  points  d'intersection,  la  tangente  de  Tune  est 
la  normale  de  l'autre  (980,  983). 

Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  les  rayons  lumineux,  sonores  ou 
calorifiques,  qui  partent  de  l'un  des  foyers  F,  s'éloignent  de 
plus  en  plus  de  l'autre  foyer  F'  après  leur  réflexion  sur  la  courbe  ; 
mais  toutes  leurs  directions  prolongées  viennent  y  converger. 

THÉORÈME. 

1010.  Le  lieu  des  points  symétriques  cp  de  l'un  des  fojers  F 
par  rapport  aux  tangentes  est  un  cercle  [directeur)  décrit  de 
l'autre  fojer  ¥'  comme  centre  avec  la  longueur  ia  de  l'axe 
transverse  pour  rayon  [Jig.  532)  [98i]. 

THÉORÈME. 

101  i .  Le  lieu  des  projections  des  foyers  d'une  hyperbole  sur 


ses  tangentes  est  la  circonjérence  décrite  sur  l'axe  transverse 
comme  diamètre  {/ig-  53:^). 
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On  donne  à  celle  circonférence  le  nom  de  cercle  principcd. 
Même  démonstralion  que  pour  Fellipse  (985). 

THÉORÈME. 

1012.  Le  lieu  des  points  équidlstants  d'un  cercle  de  centre 
F'  et  d'un  point  extérieur  F  est  une  hyperbole  dont  les  points 
F  et  F'  sont  les  foyers,  et  dont  l'axe  transi^erse  est  égal  au 
rafon  du  cercle  (Jïg-  533). 

La  tangente  en  un  point  quelconque  M  du  lif^u  est  la  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  K  de  la  droite  qui  joint  le  point  F  à 
l'extrémité  du  rajo/i  F'q  passant  par  M. 

Comme  pour  Tellipse    987). 

Corollaire. 

1013.  De  là,  pour  l'hyperbole,  un  nouveau  iracé  donnant 
à  la  fois  le  point  et  la  tangente. 

Décrivez  le  cercle  directeur  relatif  à  l'un  des  foyers  F',  c'est- 
à-dire  le  cercle  dont  le  centre  est  F'  et  dont  le  rayon  est  égal 
à  2a;  joignez  l'autre  fo/er  F  à  un  point  quelconque  9  de  ce 
cercle,  et  menez  la  perpendiculaire  KT  sur  le  milieu  de  Fcp; 
cette  perpendiculaire  rencontre  le  rayon  F'cp  en  un  point  M  de 
riiyperhole  et  elle  est  m  outre  la  tangente  en  ce  point. 

Il  suit  de  celle  construction  que,  sur  toute  droite  indéfinie 
GC  passant  par  F',  il  y  a  deux  points  de  l'hyperbole  el  seule- 
ment deux;  ils  correspondent  aux  deux  points  9  et  9'  où  le 
diamètre  GG'  coupe  le  cercle  directeur. 

SCOLIH. 

101^.  Une  droite  OY  est  dite  asymptote  d'une  branche  infinie 
de  courbe  AL,  si  la  distance  MP  d'un  point  quelconque  M  de  la 
courbe  à  la  droite  tend  vers  zéro  quand  le  point  M  s'éloigne 
indéfiniment  en  restant  sur  la  courbe. 

THÉORÈME. 

1015.  [/hyperbole  a  pour  asymptotes  les  perpendiculcdres 
Ox  et  Oy  abaissées  du  centre  0  sur  les  tangentes  Fil',  FH, 
menées  par  l'un  des  foyers  F  au  cercle  directeur  relatif  à 
l'autre  foyer  W  [fig.  ^'^Z), 
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En  effet,  remarquons  d'abord  que  tout  point  de  chacune  des 
droites  rx'  et  jy  est  extérieur  à  la  courbe,  car,  soit  D,  par 
exemple,  un  point  quelconque  de  jy';  cette  droite,  étant  paral- 
lèle à  F' H  et  passant  par  le  milieu  de  FF',  passe  par  le  milieu 
de  FH;  on  a  donc  DF  =:=  DH,  et,  par  suite, 

DF  -  DF  rzr  I)F  -  DH  <  F  H     ou     ^rt. 

En  second  lieu,  il  est  facile  de  voir  que,  P  désignant  le  point 
commun  à  GG'  et  HF,  le  point  E  où  GG'  rencontre  la  perpen- 
diculaire élevée  sur  le  milieu  I  de  PF  est  intérieur  à  la  courbe. 
Car  on  a 

EF'—  EF  =~-  EF    -  EP  ===  F'P  >  2r^ 

On  conclut  de  là,  en  désignant  par  D'  et  D  les  points  où  GG' 
coupe  xx'  ei  yy,  que  les  deux  points  (1013)  M'  et  M,  où  GG' 
rencontre  Thyperbole,  sont  situés,  l'un  entre  F'  et  D',  l'autre 
entre  D  et  E;  car,  en  allant  de  F'  en  D',  on  passe  de  l'intérieur 
à  l'extérieur,  et  en  allant  de  D  en  E,  on  passe  de  l'extérieur 
à  l'intérieur. 

Cela  posé,  considérons,  par  exemple,  le  point  M  correspon- 
dant au  point  9  du  cercle  directeur  :  pour  que  ce  point  s'éloigne 
indéfmiment  sur  la  courbe,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux 
droites  F'9  et  Kï,  dont  il  est  l'intersection,  deviennent  paral- 
lèles; et,  comme  la  seconde  est  sans  cesse  perpendiculaire  à 
F9,  il  faut  et  il  suffit  que  F9  devienne  perpendiculaire  à  F'9, 
c'est-à-dire  devienne  la  tangente  FH  au  cercle  directeur.  Mais 
lorsque  9  tend  vers  H,  PH  tend  vers  zéro,  et,  comme  on  a 

^PH  =  iFïI  -  jFP  zrr  FC  -  FI  =  IC, 

IC  tend  aussi  vers  zéro;  or,  d'après  l'alinéa  précédent,  le  point 
M  est  situé  entre  D  etE;  sa  distance  MQ  à  Oj  est  donc  moindre 
que  IC;  donc  MQ  a  pour  limite  zéro,  et  par  suite  Oj  est 
asymptote  ('). 

SCOLIES. 

1016.  Il  importe  de  remarquer  que  rasymplote  0/  est  la 

(*)  Cette  ingénieuse  démonstration  nous  a  été  communiquée  par  M.  Lenglier, 
proviseur  au  lycée  Charlemagne. 
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limite  vers  laquelle  tend  la  tangente  KT  au  point  M,  quand  M 
s'éloigne  indéfiniment  sur  la  courbe;  car  la  tangente  KM,  étant 
sans  cesse  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  F 9,  devient  à  la 
limite  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  FH. 

1017.  La  droite  OK/ étant  parallèle  à  F'H  et  égale  à  sa 
moitié  a,  on  voit  que  le  cercle  principal  AA'  [fig*  534)  touche 
au  point  K  la  tangente  FH  au  cercle  directeur. 


Fig.  534. 


rig.  535. 


Menons  [fig.  535)  ky  perpendiculaire  à  FF'  jusqu'à  sa  ren- 
contre avec  l'asymptote  Or;  puisqu'on  a  OKr=a-~OA,  les 
triangles  rectangles  OAy,  OKF  sont  égaux,  et  l'on  en  conclut 
Oy  =  OF=r6>. 

Achevons  le  rectangle  yy'èè' ,  et  soient  B  et  B'  les  points  où 
l'axe  non  transverse  rencontre  y^ety'^';  par  analogie  avec 
l'ellipse,  on  donne  à  la  longueur  BB'  le  nom  de  longueur  de 
raxe  non  transverse  de  l'hyperbole,  et  on  la  représente 
par  ib. 

Les  trois  longueurs  a,  5,  c  sont  liées  entre  elles  par  la  re- 
lation c'—  «M-  h\  Elles  sont  liées  dans  l'ellipse  par  la  relation 
€'':=.  a'~  b\  qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  chan- 
gement de  b'  en  —  b\  Par  suite,  les  propriétés  de  V ellipse  et 
de  r hyperbole  qui  ne  dépendent  que  des  longueurs  de  leurs 
axes  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  le  simple  change- 
ment de  6'  en  —  Z?^ 
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Lorsqu'on  donne  les  longueurs  des  axes  de  Thyperbole,  il 
est  facile  de  déterminer  graphiquement  les  foyers.  On  n'a  qu'à 
élever  à  l'extrémité  A  de  Taxe  iransverse  une  perpendiculaire 
Ay  — /?  (fig*  535)  et  à  décrire  du  point  0  comme  centre, 
avec  Oy  pour  rayon,  une  circonférence  qui  coupe  l'axe  trans- 
verse aux  deux  foyers  F  et  F'.  On  trouve  en  même  temps 
l'asymptote  0 y  et  sa  symétrique  Oy'. 

1018.  On  appelle  hyperbole  /'qnilatère  une  hyperbole  dont 
les  deux  axes  ont  la  même  longueur.  Le  rectangle  y  y' do' 
[fis-  ^'^^)  devenant  alors  un  carré,  on  voit  que  les  asjin- 
plotes  d'une  hyperbole  équilatère  sont  à  angle  droit  l'une 
sur  l'autre, 

1019.  On  entend  ^id^r  lirperho  les  conjuguées  ^Qwy.h-^'^ç^vholQ^ 
qui,  ayant  les  mêmes  axes  et,  par  suite,  le  même  centre,  la 
même  distance  focale  et  les  mêmes  asymptotes,  sont  situées 
par  rapport  à  ces  asymptotes  dans  des  angles  différents;  c'est- 
à-dire  que  l'axe  transverse  de  l'une  est  l'axe  non  iransverse  de 
l'autre,  et  réciproquement  [fig-  535). 

Deux  hyperboles  conjuguées  ne  sont  identiques  et  ne  peu- 
vent se  substituer  l'une  à  l'autre  par  un  quart  de  révolution, 
que  lorsqu'elles  sont  équilatères  (1018). 

PROBLÈxME. 

10*20.  Mener  une  tangente  à  l'hyperbole  par  un  point  donné. 

Mêmes  procédés  que  pour  Tellipse  (989).  Ici  c'est  la  troisième 
des  inégalités  dun^989,2«, qui estsatisfaited'elle-même, puisque 
aest  moindre  que  c,  etqueletrianglePFF'donne2c<PF  -i-  PF'; 
les  deux  premières  expriment  (1005)  que  le  point  P  doit  être 
extérieur  à  l'hyperbole. 


1021.  Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à 


Corollaires. 

021.  Le  lieu 

l'hyperbole  est  une  circonférence  concentrique  à  la  courbe  et 
ayant  pour  rayon  sj a'-  —  b"^  (990). 

La  démonstration  directe  est  la  même  que  pour  l'ellipse. 
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Seulement,  la  question  revient  ici  à  chercher  le  lieu  des  mi- 
lieux des  cordes  interceptées  dans  le  cercle  direcitur  relatif 
au  foyer  F',  par  un  angle  droit  dont  le  sommet  F  lui  est  exté- 
rieur. Le  problème  peut  alors  être  impossible,  et  le  lieu  ces- 
ser d'exi-ter,  si  l'on  a  «  <<  b. 

La  tangente  de  l'angle  aigu  formé  par  l'asymptote  Oj  avec 

i  axe  transverse  étant  représentée  par -?  le  problème  est  im- 
possible quand  cet  angle  est  supérieur  à  45  degrés  ou  quand 
l'angle  jO^  des  deuK  asymptotes  {Jig.  535)  est  obtus:  il  est 
possible,  au  contraire,  quand  cet  angle  est  aigu. 

En  effet,  l'angle  des  deux  asymptotes  "est  précisément  (1017) 
le  supplément  de  celui  des  deux  tangentes  qu'on  peut  mener 
au  cercle  directeur  F'  par  le  foyer  F.  Or,  ce  n'est  que  lorsque 
Fangle  de  ces  deux  tangentes  est  obtus  que  les  deux  côtés 
de  l'angle  droit  dont  le  sommet  est  en  F  peuvent  rencontrer 
à  la  fois  le  cercle  F'o 

Lorsque  l'angle  des  asymptotes  est  droit,  celui  des  deux 
tangentes  menées  du  foyer  F  au  cercle  directeur  F'  est  aussi 
droit,  et  il  n'y  a  pas  d'autre  angle  droit  circonscrit  à  l'hyper- 
bole que  celui  de  ses  asymptotes.  Ce  résultat  limite  est  d'ail- 
leurs évident;  car,  la  courbe  élanlalorséquilatère  (1018),  on  a 
<^  —  ^,  et  le  lieu  se  réduit  au  centre  de  l'hyperbole. 

1022.  Les  tangentes  PM,  PM',  menées  à  V hyperbole  par  un 
point  extérieur  V,  font  des  angles  égaux  avec  les  droites  qui 
vont  du  foyer  P  aux  deux  foyers;  la  droite  qui  va  du  point  P 
à  l'un  des  foyers  est  bissectrice  de  l'angle  intérieur  ou  exté- 
rieur des  rayons  vecteurs  qui  vont  de  ce  foyer  aux  deux  points 
de  contact  M  et  M',  sui<^ant  que  les  deux  tangentes  touchent 
l'hyperbole  dans  la  même  région  ou  dans  deux  régions  diffé- 
rentes. 

Même  démonstration  que  pour  l'ellipse  (991)» 

Les  propositions  des  n"'  991  et  1022  conduisent  à  une  démonstration 
très  simple  (Darboux,  Bulletin,  t.  XIV]  de  la  condition  pour  qu'un  qua- 
drilatère, convexe  ou  non,  soit  circonscriplible  à  un  cercle.  Cette  condi- 
tion, d'abord  mal  énoncée  par  Pitot  (Mémoires  de  VJcadémie,  1725), 
puis  reclifîée  par  Sïelner  [Journal  de  Crelle,  t.  32),  consiste  en  ce  que  ; 
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Dans  f.out  quadrilatère  circonscrit,  la  somme  de  deux  côtés  (opposés 
ou  adjacents,  suivant  les  cas)  est  égale  à  la  somme  des  deux  autres;  et 
réciproquement. 

La  proposition  directe  est  évidente;  elle  résulte  immédiatement  de  Téga- 
lité  des  deux  tangentes  menées  à  un  cercle  par  un  point  extérieur.  C'est 
la  réciproque  seule  qui  exige  quelque  attention  pour  être  établie  en 
toute  généralité.  ABCD  étant  le  quadrilatère  considéré,  l'hypothèse  con- 
sistera dans  l'une  des  égalités 

AB -4- BG  ==  AD -h  DC,    AB  -  BG  =  AD  -  DC,    AB-BG  =  DG-AD: 

mais  l'une  quelconque  de  ces  égalités  exprime  qu'il  y  a  une  elhpse  ou 
une  hyperbole  ayant  pour  foyers  les  deux  sommets  opposés  A  et  G  et 
})assant  par  B  et  D.  Les  tangentes  en  B  et  D  à  cette  courbe  se  coupent  en 
un  point  P,  et  il  résulte  des  théorèmes  (991  et  1022)  que  par  ce  point 
P  viennent  passer  une  des  bissectrices  de  l'angle  A  et  une  des  bissectrices 
(le  l'angle  G  ;  ce  point  P  est  donc  équidistant  des  quatre  côtés  du  quadri- 
latère, et,  par  suite,  il  est  le  centre  d'un  cercle  inscrit  à  cette  figure. 

PROBLÈME. 

1023.  Mener  à  Vliyperhole  une  tangente  parallèle  à  une 
droite  donnée  [fi g.  536). 

YiQ.  536. 


Même  procédé  que  pour  Tellipse  (992).  Seulement,  le  pro- 
blème n'est  pas  toujours  possible.  Il  faut  que^  si  l'on  mène 
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par  le  centre  de  la  courbe  une  parallèle  à  la  droite  donnée, 
elle  ne  tombe  pas  dans  les  angles  des  asymptotes  qui  ren- 
ferment l'hyperbole.  En  effet,  pour  que  la  perpendiculaire 
menée  du  foyer  F  à  la  droite  donnée  rencontre  le  cercle 
directeur  F',  il  faut  et  il  suffit  que  Tangle  aigu  de  F 9 
avec  l'axe  transverse  soit  moindre  que  l'angle  aigu  que 
fait  avec  le  même  axe  la  tangente  menée  de  F  au  cercle 
F';  or  ces  angles  sont  respectivement  les  compléments  des 
angles  aigus  à  ei  Q  que  l'axe  transverse  forme  avec  la  droite 
donnée  J)D'  et  avec  les  asymptotes;    on   doit    donc    avoir 

^~a<--0,  d'où  a >^. 


Si  la  condition  est  remplie,  il  y  a  deux  solutions  T  et  T'. 
Pour  ^  =  0,  il  n'y  a  plus  qu'une  solution  :  c'est  l'asymptote  à 
laquelle  la  droite  donnée  est  alors  parallèle. 

Corollaires. 

i02k.  Les  deux  tangentes  parallèles  à  une  droite  donnée 
ont  leurs  points  de  contact  symétriques  par  rapport  au 
centre  (993). 

1025.  Le  produit  des  distances  d'un  foyer  à  deux  tangentes 
parallèles  ou  le  produit  des  distances  des  deux  foyers  à  une 
même  tangente  est  constant. 

Comme  pour  l'ellipse  (995). 

Les  constructions  des  n*'"  1020  et  1023  n'exigent  pas  que 
l'hyperbole  soit  tracée  (996). 

PROBLÈME. 

1026.  Connaissant  les  foyers  F  et  F'  et  Vaxe  transite rse  d'une 
hyperbole,  déterminer  ses  points  de  rencontre  avec  une  droite 
donnée. 

Même  procédé  que  pour  l'ellipse  (997),  seulement  la  dis- 
cussion exige  quelque  attention. 

Soient  h  l'hyperbole,  d  la  droite  donnée,  <5  l'angle  aigu  de 
cette  droite  et  de  l'axe  transverse,  Q  l'angle  aigu  des  asym- 
ptotes et  du  même  axe. 
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Les  points  communs  à  A  et  à  d  sont  les  centres  des  cercles 
qui,  louchant  le  cercle  directeur  F^  passent  par  l'autre  foyer  F 
et  par  le  point  o  symétrique  de  F  par  rapport  à  cL  De  plus, 
un  point  commun  à  A  et  à  d  appartient  à  Tune  ou  à  l'autre 
brandie  de  l'hyperbole,  suivant  que  le  cercle  directeur  F' 
est  extérieur  au  cercle  tangent  ou  est  enveloppé  par  ce 
cercle. 

Cela  posé  : 

i''  Si  ô  est  inférieur  à  Q,  d  coupe  h  en  deux  points  situés 
sur  deux  branches  distinctes;  car  la  droite  indéfinie  Fcp  étant 
alors  extérieure  au  cercle  F',  il  y  a  deux  cercles  tangents  dont 
un  seul  enveloppe  le  cercle  F'. 

oJ"  Si  0  est  supérieur  à  0,  la  droite  indéfinie  F 9  coupe  le 
cercle  F',  et  il  y  a  trois  cas  à  distinguer.  F'cp  étant  infé- 
rieur à  'la,  d  ne  rencontre  pas  h;  car  9  est  alors  intérieur 
au  cercle  F',  et  il  n'y  a  pas  de  cercle  tangent.  F' 9  étant 
éoat  à  ia,  d  touche  h;  car  9  est  alors  sur  la  circonfé- 
rence F',  et  les  deux  cercles  tangents  se  réduisent  à  un  seul. 
Enfin,  F'9  étant  supérieur  à  2a,  d  coupe  h  en  deux  points 
appartenant  à  une  même  branche;  car  9  est  alors  extérieur 
au  cercle  F',  et  il  y  a  deux  cercles  tangents  qui  enveloppent 
tous  deux  le  cercle  F'  ou  auxquels  le  cercle  F'  est  à  la  fois 
extérieur,  suivant  que  F'  et  9  sont  séparés  ou  non  par  le 
cercle  F'. 

S*'  Si  à  est  égal  à  B,  la  droite  F 9  est  tangente  au  cercle  F^  et 
il  y  a  deux  cas.  Si  d  est  une  asymptote,  elle  a  deux  points 
communs  à  V infini  a^ec  h,  puisque  le  point  9  est  alors  sur 
la  circonférence  F^  et  que  les  deux  cer'cles  tangents  se  rédui- 
sent à  la  droite  F 9.  Si  d  n'est  que  parallèle  à  une  asymptote, 
elle  a  avec  r hyperbole  deux  points  communs,  dont  un  seul 
à  distance  f  nie  ;  car  le  point  9  est  alors  extérieur  au  cercle 
F',  et  il  y  a  deux  cercles  tangents  dont  l'un  se  réduit  à  la 
droite  F 9. 

Observons  enfm  qu'on  peut  donner  d  autres  formes  aux 
énoncés  des  conditions  précédentes,  en  introduisant  la  consi- 
dération, soit  de  la  parallèle  menée  par  le  centre  à  la  droite 
donnée,  soit  des  tangentes  parallèles  à  cette  droite.  Par  exemple. 
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la  condition  â  >  B  peut  être  remplacée  par  l'une  des  sui- 
vantes :  la  parallèle  à  d  menée  par  le  centre  doit  être  com- 
prise dans  les  angles  des  asymptotes  qui  ne  renferment  pas 
la  com-be,  ou  la  courbe  doit  avoir  des  tangentes  parallèles 
à  d. 


§  ni.  ~  PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES 
DE  LA  PARABOLE. 

1027.  La  parabole  est  une  courbe  plane  telle,  que  chacun 
de  ses  points  est  équidistant  d'un  point  fixe  et  d'une  droite 
fixe  donnés  dans   son  plan.  Ainsi  {fig.  687 ),  le  point  fixe 

l-'ig.  5.3;. 


étant  F  et  la  droite  fixe  DD',  on  aura,  pour  tout  point  M  de  la 
parabole,  en  abaissant  MH  perpendiculaire  sur  DD',  MF  =  MH. 
Par  sa  définition  même,  la  parabole  est  nécessairement  située 
tout  entière  du  même  côté  que  le  point  fixe  par  rapport  à  la 
droite  fixe. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  pour  décrire  un  arc  de  pa- 
rabole  A' un   moiwement  continu,  on  fait  coïncider  l'arête 
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d'une  règle  avec  ia  droite  Î)D',  et  l'on  applique  contre  celte 
règle  le  petil  côté  KH  d'une  équerre  KHG.  Un  fii,  égal  en 
longueur  au  grand  côté  HG  de  cette  équerre,  est  ùxé  par  ses 
deux  extrémités,  d'une  part  au  point  F,  et  de  l'autre  à  l'extré- 
milé  G  du  côté  HG.  Si  l'on  tend  alors  constamment  ce  fil 
contre  le  grand  côté  de  l'équerre  à  l'aide  d'un  crayon,  et  si 
l'on  fait  en  même  temps  glisser  l'équerre  le  long  de  Ja  règle, 
la  pointe  du  crayon  décrit  un  arc  de  parabole.  En  effet,  pour 
une  position  quelconque  M  de  cette  pointe,  on  a 

GM  4-  MF  =r  Gll  =  GM  +  MH,     d'où     MF  =:  MH. 

En  opérant  de  cette  manière,  on  trace  d'un  mouvement 
continu  l'arc  BA,  qui  va  du  point  B  de  la  courbe  dont  la  dis- 
tance au  point  F  est  égale  à  GH,  jusqu'au  point  A  milieu  de 
la  perpendiculaire  FL  abaissée  du  point  F  sur  la  droite  DD'. 
11  faut  ensuite  retourner  l'équerre,  comme  l'indique  la  figure, 
pour  décrire  l'arc  AB', 

On  voit  que  la  parabole  est  formée  de  deux  branches  qui 
s'étendent  indéfiniment,  à  partir  du  point  A,  au-dessus  et 
au-dessous  de  la  droite  FL  ;  car,  si  l'on  emploie  une  règle,  une 
équerre  et  un  fil  assez  longs,  rien  ne  limite  l'éloignemeni  des 
points  obtenus  sur  la  courbe.  La  parabole  est  donc  une  courbe 
à  branches  infinies,  mais  sans  séparation,  et  d'un  seul  côté  de 
la  droite  fixe. 

1028.  Le  point  F  est  \e  foyer  de  la  parabole,  la  droite  DD' 
est  sa  directrice,  La  droite  MF  est  le  rafon  vecteur  du  point  M. 
La  distance  FL  du  foyer  à  la  directrice  se  nomme  le  paramètre 
de  la  courbe,  et  on  la  représente  par/?. 

1029.  On  peut  aussi  tracer  la  parabole  par  points. 

En  efî'et,  prenons  {fg.  538)  un  point  P  quelconque  sur  la 
perpendiculaire  FL  abaissée  du  foyer  sur  la  directrice.  Par  le 
point  P,  menons  une  perpendiculaire  à  FL  ou  une  parallèle  à 
la  directrice,  et  du  foyer  F  comme  centre,  avec  PL  pour  rayon, 
décrivons  une  circonférence  qui  coupera  cette  parallèle  en 
deux  points  M  et  M'  appartenant  à  la  parabole,  comme  équi- 
distants  du  foyer  et  de  la  directrice» 
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Pour  que  les  points  d'interseclion  M  et  M'  exisleni,  il  suffit 
que  le  point  P  soil  à  l'intérieur  du  cercle  décrit  du  foyer  F 
comme  centre  avec  PL  pour  rayon,  c'est-à-dire  qu'on  ait 
FP<;PL.  Cette  condition  sera  toujours  remplie  lorsque  le 
point  P  sera  à  droite  du  foyer  F  (dans  le  cas  delà  figure); 
mais  elle  exige,  si  le  point  P  est  à  gauche  de  F,  qu'il  reste  à 

Fig.  538. 
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droite  du  point  A  milieu  de  FL.  Si  Ton  a  dans  ce  cas,  comme 
condition  limite,  FP=PL,  le  point  P  se  confond  avec  le 
point  A,  et  les  deux  points  M  et  W  se  réunissent  en  ce  point. 

Le  rayon  vecteur  minimum  est  donc  AF  ou -*,  il  n'y  a  pas  de 

rayon  vecteur  maximum,  rien  ne  limitant  l'eloignement  du 
point  P  à  droite  du  foyer  F. 

THÉORÈME. 

1030.  La  parabole  a  pour  axe  la  perpendiculaire  menée  du 
foyer  sur  la  directrice  [fig,  SS^). 

Même  démonstration  que  pour  l'ellipse  (975,  i°). 
Le  point  A,  commun  à  la  parabole  et  à  son  axe,  est  le  som- 
met de  la  courbe. 

THÉORÈME. 

1031.  Suivant  quun  point  est  intérieur  ou  extérieur  à  la 
parabole,  sa  distance  au  foyer  est  moindre  ou  plus  grande  que 
sa  distance  à  la  directrice  [fig.  SSg). 

Soit  d'abord  un  point  N  intérieur  à  la  courbe.  Menons  la 
droite  NF  et  la  perpendiculaire  NH  à  la  directrice,  laquelle 
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coupera  la  parabole  au  point  M  (1027),  Le  triangle  NFM  donne 
alors 

NF<NM-h  MF     ou    NF<NH,     puisque     MF==MIÏ. 

Soit  de  même  un  point  IN'  extérieur  à  la  courbe.  Si  le 
point  N'  et  le  foyer  sont  de  côtés  différents  par  rapport  à  la 
directrice,    la   proposition  est   évidente.   Sinon,   menons  la 

Fifr.    539. 


droite  N'F  et  la  perpendiculaire  N'H  à  la  directrice,  laquelle, 
prolongée,  coupera  la  parabole  au  point  M.  Le  triangle  N'FM 
donne  alors 

N'F>MF  -  MN'     ou    N'F>N'{I,     puisque     MF:=rMH. 

Corollaire. 

1032.  Ce  théorème,  rapproché  de  la  défmilion  de  la  courbe, 
fournit  un  critérium  pour  juger  de  la  position  d'un  point 
quelconque  de  son  plan  par  rapport  à  la  parabole  supposée 
non  tracée.  Suivant  que  la  distance  du  point  considéré  au 
foyer  est  égale,  supérieure  ou  inférieure  à  sa  distance  à  la 
directrice,  ce  point  est  à  la  courbe,  il  lui  est  extérieur  ou  in- 
té  rieur, 

THÉORÈME. 

1033.  La  tangente  à  la  parabole  fait  extérieurement  des 
angles  égaux  auec  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact  et 
a^/ec  la  parallèle  menée  à  Vaxe  par  le  même  point. 

Prenons  sur  la  parabole  [fig*  54o)  deux  points  voisins  M 
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et  M';  menons  la  sécante  M  M' S,  abaissons  des  deux  points 
considérés  les  perpendicuIaircsMcp,  M' cp',  sur  la  direclriceDD', 
et  traçons  leurs  rayons  vecteurs.  Portons  sur  FM  une  lon- 
gueur FC=  FM',  et  sur  9  M  une  longueur  cpE=  9' M'.  D'après 
la  définition  de  la  parabole,  MC  est  égal  à  ME. 


Fig.  540. 


l\.  5.'|i. 


D'un  point  G  quelconque  de  la  sécante  MM'S,  menons  à  M'C 
et  à  M'E,  jusqu'à  la  rencontre  de  FM  et  de  9M,  les  paral- 
lèles Gl  et  GH.  Les  deux  quadrilatères  CM'EM,  IGHM  sont 
semblables  (208),  et  l'égalité  de  MC  et  de  ME  entraîne  celle 
de  Ml  et  de  MH. 

A  mesure  que  le  point  M'  se  rapproche  du  point  M,  GH 
reste,  comme  M'E,  perpendiculaire  à  M9,  tandis  que  Gl,  per- 
pendiculaire à  la  bissectrice  de  l'angle  au  sommet  du  triangle 
isocèle  MTC,  tend  à  le  devenir  au  rayon  vecteur  FM.  On  a  de 
plus  constamment  M1==MH.  Latangenteà  la  parabole (/^.  540 
doit  donc  être  telle,  que  si,  d'un  point  quelconque  G  pris  sur 
cette  droite,  on  abaisse  des  perpendiculaires  Gl  ei  GH  sur  le 
rayon  vecteur  du  point  de  contact  M  et  sur  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  la  directrice,  on  aitMl=rMH.  Les 
triangles  rectangles  MGl,  MGH  sont  donc  égaux,  ainsi  que 
les  angles  GMI,  GMH.  Z«  tangente  à  la  parabole  est  donc 
bissectrice  de  V  angle  formé  par  le  rafon  vecteur  du  point  de 
contact  et  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  la  direc- 
trice. 

Mais,  l'angle  GMH  étant  l'opposé  par  le  sommet  de  l'angle 


3'}C)  GÉOMÉTRIE    lUNS    l'eSPACE. 

T.MO,  les  deux  angies  GMI  ou  TMF  ei  T,  MO  sont  égaux  ;  ce 
qui  conduit  à  l'énoncé  adopté. 

1034.  [lÉCIPROQUEMF^T,  la  courbe  dont  la  tangente  est  bissec- 
trice de  l'angle  formé  parles  droites  menées  d^un  point  delà 
courbe  à  un  point  fixe,  et  perpendiculairement  à  une  droite 
fixe,  est  une  parabole  ayant  le  point  et  la  droite  fixes  pour 
fofer  et  pour  directrice. 

Démonstration  analogue  à  celle  donnée  pour  reilipso  et 
l'hyperbole  (1007). 

Corollaires. 

1035.  Soit  S  le  point  où  la  sécante  MM^S  [fg.  5fo)  coupe  la 
directrice  DD'.  On  a,  à  cause  des  parallèles, 

MS  __^„^1F. 

M'^^M^^""  M 'F' 

la  droite  SF  est  donc  la  bissectrice  de  l'angle  extérieur  en  F  du 
triangle  MFM'  (185),  La  droite  qui  joint  le  foyer  d'une  para- 
bole au  point  de  rencontre  d'une  sécante  quelconque  avec 
la  directrice  est  donc  bissectrice  de  l'angle  extérieur  des 
rayons  vecteurs  des  poinis  d'intersection  de  la  sécante  avec  la 
courbe, 

A  la  limite,  quand  la  sécante  devient  tangente,  c'est-à-dire 
quand  l'angle  MFM'  devient  nul,  la  droite  SF  est  remplacée 
[fig,  541)  parla  droite  RF  bissectrice  de  l'angle  supplémentaire 
de  cet  angle  nul.  Par  suite,  la  droite  qui  joint  le  foyer  d'une 
parabole  au  point  oit  une  tangente  quelconque  rencontre  la 
directrice  est  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur  du  point  de 
contact. 

1036.  Tous  les  points  de  la  tangente  MT,  sauf  le  point  de 
contact  M,  sont  extérieurs  à  la  parabole  qui,  par  suite  (982), 
est  une  courbe  convexe  [fg.  542). 

En  effet,  le  triangle  FM 9  étant  isocèle  et  la  tangente  étant 
la  bissectrice  de  son  angle  au  sommet  (1033),  elle  est  perpen- 
diculaire sur  le  milieu  K  de  F9.  Pour  un  point  ï,  quelconque 
delatangente,onadonc,ï,  II  étant  la  perpendiculaire  abaissée 
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de  ce  point  sur  la  directrice,  Ï,H<Ï,9  ou  TiH<T,F.  Le 
point  T,  est  donc  extérieur  à  la  courbe  (1032). 


Fifî.  5.^2. 


1037.  Si  Ton  mène  au  point  M  [flg.  54^)  une  perpendicu- 
laire MN  à  la  tangente  MT,  les  deux  angles  FMN,  OMN  sont 
égaux  comme  compléments  d'angles  égaux  (1033).  Donc,  la 
normale  à  la  parabole  est  bissectrice  de  V angle  formé  par  le 
ray^on  vecteur  du  point  de  contact  et  la  parallèle  menée  à  l'axe 
par  ce  point. 

Au  sommet  de  la  parabole,  la  normalese  confond  avec  l'axe, 
et  la  tangente  est  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Soient  T  et  N  [Jig.  542)  les  points  où  la  tangente  et  la  nor- 
male rencontrent  l'axe.  Les  triangles  TMF,NMF  étant  évidem- 
ment isocèles,  on  a  MF=FT  =  FN.  Ze/oj^rF  ^5/donc<;i5  w/ze 
distance,  soit  du  pied  de  la  tangente,  soit  du  pied  de  la  nor- 
male sur  Vaxe,  égale  au  ray^on  vecteur  du  point  de  contact, 

1038.  Dans  le  cas  de  la  parabole,  les  rayons  lumineux,  so- 
nores ou  calorifiques,  qui  partent  du  foyer,  deviennent  tous 
parallèles  à  l'axe  après  leur  réflexion  sur  la  courbe.  C'est  pour- 
quoi l'on  emploie  des  réflecteurs  paraboliques,  lorsqu'on  veut 
projeter  au  loin  un  faisceau  de  rayons  lumineux  parallèles 
(lanternes  de  voilures,  phares).  Réciproquement,  tout  rayon 
qui  vient  rencontrer  la  parabole  parallèlement  à  son  axe  se 
réfléchit  au  foyer  de  la  courbe.  De  là,  par  exemple,  l'usage  des 
réflecteurs  paraboliques  dans  les  télescopes,  pour  concentrer 
au  foyer  les  rayons  lumineux  venant  de  l'astre  observé. 
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THÉORÈME. 

1039.  Le  lieu  des  points  sy^métriqnes  o  du  foyer  F  par  rap- 
port aux  tangentes  à  la  parabole  est  la  directrice  [fig,  542). 

Celte  proposition  est  évidente  d'après  ce  qui  a  été  dit  au 
n«  1030. 

SCOLÏFS. 

1040.  Étant  donnés  un  point  F  et  une  droite  ÏM)'  [fig.  54^), 
si  ton  mène  des  droites  F  9  aux  différents  points  de  la  droite 
Î)D',  les  perpendiculaires  élevées  à  ces  droites  par  leurs  mi- 
lieux enveloppent  une  parabole  qui  a  pour  foyer  le  point  F 
et  pour  directrice  la  droite  DX)'  ;  les  points  de  contact  de  ces 
tangentes  sont  à  leurs  rencontres  avec  les  perpendiculaires 
menées  à  la  directrice  par  les  points  cp. 

C'est  là  un  nouveau  procédé  pour  décrire  la  parabole  par 
points  (1029).  En  le  suivant,  on  n'obtient  qu'un  point  à  la 
fois;  mais  on  a  en  même  temps  la  tangente  en  ce  point. 

1041-  On  voit  que  les  parallèles  à  l'axe  de  la  parabole  ne 
rencontrent  la  courbe  qu'en  un  seul  point.  Il  serait  donc  faux 
de  dire  qu'une  droite  qui  n'a  qu'un  point  commun  avec  une 
courbe,  même  convexe,  lui  est  tangente.  Une  droite  tangente 
à  une  courbe  convexe  n'a  qu'un  point  commun  avec  elle  (082)  ; 
mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie. 

THÉORÈME. 

1042.  Le  lieu  des  projections  du  foyer  de  la  parabole  sur 
ses  tangentes  est  la  tangente  au  sommet, 

MT  étant  la  tangente  à  la  courbe  au  point  M  ifïg.  543),  et  9 
le  symétrique  du  foyer  F  par  rapport  à  cette  tangente,  le 
point  K  où  Fcp  coupe  la  tangente  est  le  milieu  de  F  9.  D'ail- 
leurs, le  sommet  A  est  le  milieu  de  FL.  Donc,  dans  le  triangle 
FL9,  AK  est  parallèle  à  la  directrice  ou  se  confond  avec  la 
tangente  au  sommet  (1037).  La  projection  K  du  foyer  sur  une 
tangente  se  trouve  par  suite  sur  la  tangente  au  sommet. 

Réciproquement,  K  étant  un  point  de  la  tangente  au  som- 
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met,  si  Ton  mène  la  droite  FK(p,  le  point  9  sera  le  symétrique 
du  foyer  F  par  rapport  à  la  tangente  qui  passe  par  le  point  K 

rig.  543. 
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(1040)  ;  le  point  K  sera  donc  la  projection  du  foyer  F  sur  cette 
tangente. 

Corollaire. 

1043.  Si  l'un  des  côtés  d'une  équerre  passe  constamment 
par  le  foyer  F,  tandis  que  son  sommet  parcourt  la  tangente  AK 
au  sommet  de  la  courbe,  l'autre  côté  de  Téquerre  reste  con- 
stamment tangent  à  la  parabole. 

THÉORÈME. 

1044.  Dans  toute  courbe  rapportée  àdes  axes  rectangulaires  y 
l'ordonnée  est  moyenne  proportionnelle  entre  la  sous-tangente 
et  la  SOUS'  normale. 

Pour  indiquer  la  position  d'un  point  M  sur  un  plan  (/^.  544), 
il  suffit  de  donner  ses  projections  P  et  Q  sur  deux  axes  rectan- 
gulaires x'Oxy  yOj  tracés  dans  ce  plan,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  les  nombres  (positifs  ou  négatifs)  qui  mesurent  les 
segments  OP  et  OQ.  On  convient  d'ailleurs  de  fixer  le  sens 
positifsur  chacun  des  axes  de  la  manière  suivante  :  après  avoir 
choisi  à  volonté  le  sens  positif  sur  l'axe  œ'  Ox,  on  place  sur 
cette  droite  les  lettres  x'  et  x  de  façon  que  le  sens  positif  que 
l'on  a  adopté  soit  celui  de  x'  vers  x\  puis,  on  place  les  lettres 
y'  et/  sur  l'autre  axe  de  telle  sorte  qu'une  rotation  de  90^, 
autour  de  0,  dans  le  sens  du  mouvement  des  aiguilles 
d'une  montre,  amène  la  demi-droite  O7  sur  la  demi-droite 
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Or,  et  l'on  adopte  pour  sens  positif  sur  r' Or  le  sens  de  j' 
vers  y. 

La  valeur  algébrique  du  segment  OP,  ou  de  son  égal  QM, 
reeoit  le  nom  à'abscisse  du  point  M,  et  Ton  nomme  ordonnée 
de  ce  même  point  la  valeur  algébrique  du  segment  OQ  ou 
de  son  égal  PM.  L'abscisse  et  l'ordonnée  d'un  point  sont  les 
coordonnées  de  ce  point;  les  axes  .r' Oœ,  y'Oy  sont  les  axes 
des  coordonnées  et  0  est  Vorigine  des  coordonnées. 

Quand  un  point  appartient  à  une  courbe  donnée,  son  or- 
donnée y  dépend  de  son  abscisse  x^  et  elle  est  déterminée 


01  ?  X  X 


par  le  cboix  de  cette  abscisse.  Par  exemple,  l'abscisse  x  et 
l'ordonnée  y  d'un  point  quelconque  d'une  circonférence  de 
rayon  R  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  passant  par  son 
centre  {fig^  544)  sont  évidemment  liées  par  la  relation 


RS     d'où 


y-  - 


R2 


Le  cboix  des  axes  coordonnés  est  arbitraire.  On  adopte  de 
préférence  les  droites  les  plus  remarquables  du  plan  relati- 
vement à  la  courbe,  telles  que  ses  axes,  ses  tangentes  aux 
sommets,  etc.  Dans  la  parabole,  on  choisit  l'axe  et  la  tangente 
au  sommet. 

Cela  posé,  soit  {fig*  545)  une  courbe  C  rapportée  à  deux 
axes  de  coordonnées  rectangulaires  xOx',  yOy'.  Menons  en 
un  point  quelconque  M  la  tangente  MT,  la  normale  MN  et 
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Tordonnée  MP.  La  projection  TP  sur  VaxeOx  de  la  portion 
de  tangente  MT  connprise  entre  son  point  de  contact  M  et  son 
pied  T  sur  cet  axe  s'appelle  sous-tangente  ;  de  naême,  PN  est 
la  sous-normale.  Le  triangle  TMN  étant  rectangle  en  M,  etMP 
étant  perpendiculaire  sur  Thypoténuse  TN,  le  théorème 
énoncé  est  démontré  (222). 

Au  lieu  d'axes  rectangulaires,  on  peut  employer  des  axes 
obligues.  Les  coordonnées  d'un  point  sont  encore  ses  dis- 
lances aux  deux  axes,  mais  comptées  parallèlement  à  ces  axes. 
Les  projections  ne  sont  plus  alors  orthogonales,  mais  obliques, 
et  le  théorème  précédent  cesse  d'être  vrai. 

THÉORÈME. 

1045.  Dans  la  parabole  :  i°  la  sous- tangente  est  double  de 
l'abscisse  du  point  de  contact  ;  ?/"  la  sous-normale  est  con- 
stante et  égale  au  paramètre  [Jîg.  546). 

1°  Soit  la  tangente  en  M  à  la  parabole.  Si  Ton  prend  pour  axes 
coordonnés  l'axe  A^  de  la  courbe  et  la  tangente  au  sommet 
Aj,  le  point  M  aura  MP  pour  ordonnée  et  AP  pour  abscisse. 
Le  triangle  TFiVI  étant  isocèle  (1037),  la  projection  K  du  foyer 
F  sur  la  tangente  MT  est  le  milieu  de  MT.  La  tangente  au 
sommet  AK/  étant  parallèle  à  l'ordonnée  MP,  le  sommet  A 
est  donc  le  milieu  de  la  sous-tangente  TP,  et  TP  =  2AP. 
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Fig.  546. 


D 

y 

9 

IV 

y^ 

> 

Ki 

\ 

/ 

\l 

\n 

L 

A 

F 

\      ^ 

0' 

3°  Soit  la  normale  MN.  Elle  est  perpendiculaire  à  la  tmgente 
MT  comme  la  droite  F 9.  La  figure  McpFN  est  donc  un  paral- 
lélogramme, et  9F  =  MN.  Les  deux  triangles  rectangles  MPN, 
9LF,  sont  donc  égaux,  et  l'on  a  PiN  =  LF  =:^. 
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Corollaire. 

10i6.  Le  carré  de  l'ordonnée  d'un  point  de  la  parabole  est 
proportionnel  à  l'abscisse  de  ce  point  [Jîg,  5^6}. 

Soienl  j  el  ^  les  coordonnées  MP  et  AP  d'un  point  quel- 
conque M  de  la  parabole»  On  a  (1044,  1045) 


J''=^T[\?^=:2X.p 


ou      J^'  -^     2.p  se» 


PROBLÈME. 

1047.  Mener  une  tangente  à  la  parabole  par  un  point  donné. 

i""  Si  le  point  donné  M  est  sur  la  courbe  [Jig.  546),  on  mène 
le  rayon  vecteur  MF  et  la  perpendiculaire  M9  sur  la  directrice  ; 
puis,  la  bissectrice  de  l'angle  FM9,  qui  est  la  tangente deman- 
dée(1033;. 

Il  vaut  mieux  prendre  sur  l'axe,  du  côté  du  sommet,  une 
longueur  FT  égale  à  MF;  en  joignant  le  point  T  ainsi  obtenu 
au  point  donné  M,  on  a  (1037)  la  tangente  demandée. 

2°  Si  le  point  donné  P  est  extérieur  à  la  parabole,  on  re- 
marque que  la  question  serait  résolue  si  Ton  connaissait  le 
symétrique  9  du  foyer  F  par  rapport  à  la  tangente  cherchée; 
car  on  aurait  alors  cette  tangente  en  abaissant  du  point  P  une 
perpendiculaire  TP  surF9  [Jig,  547).  La  droite  ÏP  coupe- 


/    è^ 


rail  d'ailleurs  la  parallèle  menéeà  l'axe  par  le  point  9,  au  point 
de  contact  M.  Or,  le  point  9  se  trouve  à  la  fois  sur  la  directrice 
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DD' (1039)  et  sur  le  cercle  décrii  du  point  P  comme  centre 
avec  PF  comme  rayon. 

Ce  cercle  et  la  directrice  se  coupent  toujours,  quand  le 
point  P  est  extérieur  à  la  courbe;  car  il  est  alors  plus  près  de 
la  directrice  que  du  foyer  (1031),  et  il  y  a  deux  solutions,  qui 
se  réduisent  à  une  seule  quand  le  point  P  est  sur  la  parabole, 
ou  disparaissent  lorsqu'il  est  intérieur  à  la  courbe. 

Corollaires. 

J0i8.  Cherchons  la  condition  pour  que  les  deux  tangentes 
menées  du  point  P  à  la  parabole  soient  à  angle  droit. 

Ces  tangentes  étant  supposées  à  angle  droit,  comme  elles 
sont  respectivement  perpendiculaires  aux  milieux  des  droites 
F9  et  F9',  l'angle  c^Fc^'  est  aussi  droit;  par  suite,  (pq>'  est  un 
diamètre  de  la  circonférence  PF,  et  le  point  P  est  sur  la  di- 
rectrice. Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à 
la  parabole  est  donc  la  directrice. 

Dans  ce  cas,  l'angle  PFM  est  droit  ainsi  que  l'angle  PFM' 
(1035)  ;  la  corde  des  contacts  MM'  passe  donc  alors  par  le  foyer 
et  est  perpendiculaire  à  PF. 

104-9.  Les  tangentes  PM,  PM',  menées  d'un  point  exté- 
rieur ^  à  la  parabole,  font  des  angles  égaux  a(^ec  la  droite 
qui  joint  ce  point  au  foyer  et  avec  la  parallèle  menée  à  l'axe 
par  ce  point  ;  la  droite  qui  va  du  foyer  au  point  P  est  bissec- 
trice de  V angle  formé  par  les  rayons  vecteurs  des  points  de 
contact  M  et  M'. 

Reportons-nous  à  la/^.  547,  et  soit  PH  la  parallèle  menée 
à  l'axe  par  le  point  P.  La  tangente  PMT  étant  perpendiculaire 
sur  le  milieu  de  F9,  comme  la  tangente  PM'T'  sur  le  milieu 
de  ¥(f\  les  deux  angles  MPH,  F99',  ont  leurs  côtés  respec- 
tivement perpendiculaires  et  sont  égaux;  la  droite  PM'  est  la 
bissectrice  de  l'angle  9'PF,  et  l'angle  au  centre  M'PF,  égil 
alors  à  l'angle  inscrit  F 99',  l'est  aussi  à  l'angle  MPH.  De  plus, 
les  angles  PFM,  PFM'  sont  respectivement  égaux  aux  angles 
P9M,P9'M'.  Or,  le  triangle  9 P 9'  étant  isocèle,  les  angles 
P9M,  P9'M' sont  égaux  comme  composés  d'angles  égaux;  et 
leur  égalité  démonire  celle  des  angles  PFM,  PFM'. 
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PROBLEiME. 


1050.  Mener  à  la  parabole  une  tangente  parallèle  à  une  droite 
donnée, 

ïoui  revient  encore  à  trouver  le  point  9  symétrique  du 
foyer  F  par  rapport  à  la  tangente  cherchée.  Or,  ce  point  se 
trouve  à  l'intersection  de  la  directrice  etde  la  perpendiculaire 
abaissée  du  foyer  F  sur  la  droite  donnée.  Il  y  a  toujours  une 
solution,  et  une  seule. 

SCOLIE. 

1051.  Les  constructions  des  n°'  1047  et  105')  n'exigent  pas 
que  la  courbe  soit  tracée  :  il  suffit  d'en  connaître  le  foyer  et  la 
directrice. 

PROBLÈME. 

1052.  Connaissant  le  foyer  P  et  la  directrice  1)1)'  d'une  pa- 
rabole, déterminer  ses  points  de  rencontre  a^ec  une  droite 
donnée  LI/. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  prenons  (/^.  548)  le  sy-^ 
métrique  9  du  foyer  F  par  rapport  à  LL'.  Si  M  est  l'un  des 

Fig.  5/,8. 

VA 


points  de  rencontre  de  la  droite  lAJ  avec  la  courbe,  on  aura 
M  9=  MF  =  MH,  MH  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  M  sur  la  directrice.  Le  cercle  décrit  du  point  M  comme 
centre,  avec  MF  pour  rayon,  passe  donc  par  les  points  F  et 9 
et  est  tangent  à  la  directrice.  La  question  est  ainsi  ramenée 
à  trouver  le  centre  M  d'un  cercle  passant  par  deux  points  don- 
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nés  F  et  9  ei  langent  à  une  droite  donnée  DD'.  Nous  avons 
résolu  ce  problème  (262,  i''). 

Comme  il  n'est  possible  que  lorsque  les  deux  points  F  et  9 
sont  situés  d'un  même  côté  de  la  droite  DD',  la  droite  LW 
coupera  la  parabole,  lui  sera  tangente  ou  ne  la  rencontrera 
pas,  suivant  que  le  point  9  sera  du  même  côté  que  le  foyer 
par  rapport  à  la  directrice,  sur  cette  directrice,  ou  de  l'autre 
côté  de  cette  droite  par  rapport  au  foyer. 

Corollaire. 
1053.  La  parabole,  ne  pouvant  être  coupée  par  une  droite 
en  plus  de  deux  points,  est  une  courbe  convexe  (1036). 

§  IV.  -  ELLIPSE,  CONSIDÉRÉE  COMME  PROJECTION 
ORTHOGONALE  DU  CERCLE. 

THÉORÈME. 

1054-.  La  projection  orthogonale  d'une  circonférence  de 
cercle  sur  un  plan  est  une  ellipse. 

Les  projections  d'une  figure  sur  deux  plans  parallèles  étant 
égales,  on  peut  toujours  supposer  que  le  plan  de  projection 
passe  par  le  centre  0  du  cercle  considéré  AB.VB'. 


Soient  donc  AA'  le  diamètre  situé  dans  le  plan  de  projection 
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el  bOb'  la  projeclioii  du  diamètre  BB'  perpendiculaire  a  AA'; 
Tangle  bOA  sera  droit,  puisqu'il  est  la  projection  d'un  angle 
droit  BOA  sur  un  plan  contenant  Fun  de  ses  côtés. 

M  étant  un  point  quelconque  du  cercle,  et  m  sa  projection, 
prenons,  sur  AA',  OF  —  OF'  égal  à  la  projetante  Bb  du  point  B, 
et  abaissons  FG,  F' G'  perpendiculaires  sur  le  diamètre  MM'. 

Il  suffît  de  prouver  que  le  rayon  vecteur  m  F  est  égal  à 
MG;  car  on  prouverait  de  même  que  m  F'  est  égal  à  MG',  d'où 
l'on  conclurait 

m  F  -h  mF'rrr  MG  -4-  MG'  =  MG  +  M'G  ==  MM'  =:  AA'. 

Mais  l'égalité  m  F  =  MG  résulterait  de  celle  des  triangles  rec- 
tangles m¥M,  GFM  et,  par  conséquent,  de  l'égalité  FG  ==  Mm, 
Or  cette  dernière  ressort  immédiatement  de  la  comparaison 
des  proportions 

MP       BO       MP  _  ^10  BO 

Mm"  Bb'      FG"  OF    ^^*    B6' 

qui  sont  fournies,  la  première  par  les  triangles  à  côtés  paral- 
lèles MPm,  BOb,  la  deuxième  par  les  triangles  rectangles 
équiangles  MOP,  GOF. 

On  voit  que  le  grand  axe  de  l'ellipse  obtenue  est  toujours 
égal  au  diamètre  du  cercle  donné.  On  a,  de  plus,  dans  le 
triangle  rectangle  BbO  (705), 

0/^=:0B  cosBO/>,     ou     6  — acosV, 

en  désignant  par  2a  et  2^  les  axes  A  A'  et  bb'  de  l'ellipse,  et 
par  V  l'angle  des  plans  des  deux  courbes. 

Corollaires. 
1055.  L'ordonnée  MP  du  cercle  (  fig.  549)  étant  représentée 
par  A^  et  l'ordonnée  correspondante  mP  de  l'ellipse  par  f,  le 
triangle  rectangle  AFmP  donne 

jnnYcosV,     c'est-à-dire    j=:-Y. 

On  passe  donc  du  cercle  principal  d'une  ellipse  (985)  à  celte 
ellipse,  en  diminuant  toutes  les  ordonnées  du  cercle  dans  le 
rapport  du  petit  axe  au  grand  axe.  Cette  remarque  fournit  un 
nouveau  procédé  pour  décrire  Tellipse  par  points. 
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On  trace  un  cercle  sur  chacun  des  axes  de  Tellipse  comme 
diamètre  [fig.  55o);  un  rayon  quelconque  coupe  ces  cercles 
aux  points  N  et  S.  Si  l'on  mène  alors  l'ordonnée  NP  du  point  N 
et  la  parallèle  SM  au  grand  axe,  l'intersection  M  de  ces  deux 
droites  est  un  point  de  Tellipse.  On  a,  en  effet, 

MP  =  TT^  '  NP,     c'est-à-dire    MP  ==  -  NP. 

1056.  Si  Ton  considère  sur  l'ellipse  et  sur  le  cercle  2^  deux 
points  M  et  S  ayant  la  même  ordonnée  OQ,  leurs  abscisses  x 
ei  X  sont  liées  par  la  relation 

X=^OS'     ^^"     ^  =  ^^- 

Pour  passer  de  l'ellipse  au  cercle  ayant  le  petit  axe  pour  dia- 
mètre, il  faut  donc  diminuer  les  abscisses  de  l'ellipse  dans  le 
rapport  de  6  à  a. 

L'ellipse  peut  donc  être  regardée  comme  provenant  de  la 
contraction  ou  de  la  dilatation  des  cercles  qui  ont  ses  axes 
pour  diamètres. 

SCOLIE. 

_  10S7.  On  a  démontré  que  le  rayon  vecteur  F/;,  (fg.  549)  est  égal  à  MG, 
c  est-a-aire  a  «  -  OG  ;  mais  les  triangles  équiangles  MOP,  GOF,  donnent 

OG      OP       „  ,  cr 

OF==OM'     d*^"     OG=T'- 
on  a  donc 

?m  =  a~^-^    et,  par  suite,    ¥'m  =  r/  -f-  — . 

PROBLÈME. 
1058.  Mener  à  Vcllipse  une  tangente  par  un  point  donné, 
1°  Soit  d'abord  le  point  donné  m  situé  sur  la  courbe. 
Supposons  le  problème  résolu  [fig,  55i),  et  soit  mT  la  tangente  de- 
mandée.  Dilatons  toute  la  figure,  perpendiculairement  à  AA',  dans  le  rap. 
port  de  OB  à  OA.  L'ellipse  deviendra  le  cercle  AA',  le  point  m  deviendra 
le  point  M,  le  point  T  ne  changera  pas,  et  la  droite  MT  sera  la  tangente 
au  cercle  principal.  On  déterminera  donc  réciproquement  le  point  T  en 
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construisant  la  tangente  en  M  au  cercle  principal,  et,  en  traçant  mT,  on 
aura  la  tangente  à  l'ellipse  au  point  m. 


Fig.  5jo. 


Fig.  55i. 


2°  Soit  maintenant  le  point  donnée  extérieur  à  f  ellipse  [fig,  552). 
Supposons  de  même  le  problème  résolu   [Jig,  552)   et  soient  RwT, 
Rw'T'  les  tangentes  qui  répondent  à  la  question.  Dilatons  la   figure, 

Fig.  552. 


comme  dans  le  premier  cas.  L'ellipse  deviendra  le  cercle  AAVa  droite  RBK 
deviendra  la  droite  B,K,  et  le  point  R,  correspondant  au  point  R,  devant 
se  trouver  à  la  fois  sur  l'ordonnée  PRet  sur  la  droite  B,  K,  sera  déter- 
miné. On  en  déduira  les  tangentes  R,MT,  R,M'T'  au  cercle  principal  et, 
par  suite,  les  tangentes  R/^^T,  Rw'T'  à  l'ellipse,  dont  les  points  de  con- 
tact m  et  m' se  trouveront  d'ailleurs  sur  les  ordonnées  des  points  M  et  M'. 

PROBLÈME. 
10d9.  Mener  à  V ellipse  une  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée 
{fig.  553). 
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Soit  CD  la  droite  donnée  [fg.  553).  En  suivant  toujours  le  même  pro- 
cédé, on  considère  la  droite  quelconque  BK  qui  coupe  OD  au  point  N  ;  à 


cette  droite  BK  correspond  la  droite  B,K  qui  rencontre  en  N,  l'ordonnée 
du  point  N.  La  droite  ON,D,  est  donc  celle  qui  correspond  àOD.  On  n'a 
alors  qu'à  mener  au  cercle  principal  les  tangentes  MT,  M' T',  parallèles 
à  ON,D,  et  à  tracer,  par  les  points  T  et  T',  des  parallèles  à  OD  qui  sont 
les  tangentes  demandées  ;  leurs  points  de  contact  m  et  m'  appartiennent 
aux  ordonnées  des  points  M  et  M'. 

1060.  Les  constructions  précédentes  (1058,1059)  n'exigent  pas  que 
l'ellipse  soit  tracée  :  il  suffit  que  ses  axes  soient  donnés. 


PROBLÈME. 

1061.  Connaissant  les  axes  cV une  ellipse,  construire  ses  points  d^întcr- 
section  avec  une  droite  donnée  [fg.  554). 

Fig.  55/,. 


Soit  DD'  la  droite  donnée  ;  son  point  L  ne  changera  pas  dans  la  dilata  lion 
de  l'ellipse.  La  droite  quelconque  BK  rencontrant  DD'au  point  G  et  deve- 
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nant  B,  K,  le  point  C  devient  C,.  La  droite  LCj  correspond  donc  à  la  droite 
DD'  et,  comme  elle  coupe  le  cercle  principal  aux  points  M  et  M',  on  n'a 
plus  qu'à  ramener  ces  points  sur  DD',  par  des  perpendiculaires  à  AA', 
pour  avoir  en  m  et  en  m'  les  points  demandés. 

THÉORÈiME. 

1062.  Tous  les  diamètres  de  V ellipse  sont  des  lignes  droites  passant 
par  son  centre. 

On  entend  par  diamètre  d'une  courbe  le  lieu  des  milieux  des  cordes  de 
cette  courbe  parallèles  à  une  direction  donnée.  Dans  le  cercle,  tout  dia- 
mètre est  une  droite  perpendiculaire  au  système  de  cordes  qu'il diviseen 
deux  parties  égales  (103)  ou  qui  lui  esi  conjugué. 

Cela  posé,  tout  système  de  cordes  parallèles  du  cercle  a  pour  projection 
un  système  de  cordes  parallèles  de  l'ellipse,  projection  du  cercle.  Les  mi- 
lieux des  cordes  du  cercle  étant  sur  un  même  diamètre,  les  projections  de 
ces  milieux  ou  les  milieux  des  cordes  correspondantes  de  l'ellipse  sont 
sur  une  même  droite^  projection  du  diamètre  du  cercle,  c'est-à-dire  pas- 
sant par  le  centre  de  l'ellipse.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

1063.  RÉCIPROQUEMENT,  toute  droite  passant  par  le  centre  de  V ellipse 
est  un  diamètre  de  la  courbe:  car  elle  est  la  projection  d'un  certain  dia- 
mètre du  cercle  dont  l'ellipse  est  la  projection.  Les  cordes  conjuguées  au 
diamètre  de  l'ellipse  sont  les  projections  des  cordes  conjuguées  au  dia- 
mètre correspondant  du  cercle. 

Corollaires. 

1064.  On  nomme  diamètres  conjugués  deux  diamètres  tels,  que  cha- 
cun d'eux  divise  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  l'autre. 
Pour  avoir  deux  diamètres  conjugués  dans  l'ellipse,  il  suffit  évidemment 
de  projeter  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle. 

4065.  La  tangente  à  l'extrémité  du  diamètre  du  cercle,  étant  per- 
pendiculaire à  ce  diamètre,  est  parallèle  au  système  de  cordes  qui  lui 
est  conjugué.  Il  en  résulte  que  la  tangente  à  l'extrémité  d'un  dia- 
mètre  de  V ellipse  est  parallèle  au  système  de  co)dzs  conjugué  à  ce  dia- 
mètre. 

1066.  Si  l'on  mène  deux  tangentes  à  un  cercle  par  un  point  extérieur, 
le  diamètre  mené  à  leur  point  de  concours  est  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de  la  corde  qui  joint  leurs  points  de  contact.  Par  suite,  si  Von 
mène  à  une  ellipse  deux  tangentes  par  un  point  extérieur,  le  diamètre 
mené  à  leur  point  de  concours  passe  par  le  milieu  de  la  corde  qui  unit 
leurs  points  de  contact* 
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Nous  renvoyons  à  l'Appendice  pour  le  développement  de  la  théorie 
des  diamètres  dans  l'ellipse,  l'hyperbole  et  la  parabole. 


THÉORÈME. 

1067.  Laire  de  V ellipse  est  la  moyenne  proportionnelle  des  aires  des 
cercles  construits  sur  ses  deux  axes  comme  diamètres. 

L'ellipse  donnée,  dont  les  axes  sont2«et  %b,  peut  être  regardée  comme 
la  projection  orthogonale  d'un  cercle  de  diamètre  ia^  dont  le  plan  fait 

avec  celui  de  l'ellipse  un  angle  V,  tel  que  cosV  =  -  (iOS4).  D'après  un 

théorème  connu  (707  ),  on  obtiendra  alors  l'aire  de  l'ellipse  en  multi- 
pliant l'aire  du  cercle  par  cosV.  On  trouve  ainsi,  pour  l'expression  de 
cette  aire, 

T:ab^    c'est-à-dire    \/ 'Kci^r.h'^, 

THÉORÈME. 

1068,  Lorsque  les  extrémités  d'une  droite  AB  de  longueur 
constante  glissent  sur  deux  droites  rectangulaires  Ox  et  Oj, 
un  point  quelconque  M  de  cette  droite  décrit  une  ellipse  dont 
les  axes  sont  dirigés  suivant  Ox  et  0  j*,  et  ont  pour  demi-lon- 
gueurs aeth  les  distances  MA  et  MB  du  point  M  aux  extré- 
mités de  la  droite  AB  [fig-  555). 


Fifî.  555. 


Fîg.  556. 


Prenons  pour  axes  coordonnés  (1044)  les  deux  droites  0^ 
el  0  j;  les  coordonnées  du  point  M  seront  MP  et  OP.  Par  le 
point  0,  menons  ON  parallèle  à  ABM,  jusqu'à  la  rencontre  de 
l'ordonnée  MP.  La  figure   OAMN  étant  un  parallélogramme, 
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ON  sera  égale  à  la  longueur  constante  AM  ou  a.  Les  triangles 
rectangles  semblables  BPM,  OPN,  donnent  d'ailleurs 

MP       BM  ,-p      b 

NP       ON  a 

Le  point  M  décrit  donc  l'ellipse  (1055)  donl  le  cercle  ON 
est  le  cercle  principal,  et  qui  a  pour  demi-axes  a  et  6,  c'est-à- 
dire  les  distances  MA  et  MB. 

Ce  théorème  donne  un  moyen  pratique  très-simple  de  con- 
struire une  ellipse  par  points,  à  l'aide  d'une  bande  de  papier 
sur  les  bords  de  laquelle  on  marque  les  trois  points  A,  B,  M. 
Il    existe  un  compas  elliptique  fondé  sur  ce  même  principe. 

Corollaires. 

1069.  Considérons  (fig.  556)  la  droite  donnée  dans  les  deux 
positions  voisines  ABM,  A' B'M'.  Sur  les  milieux  de  AA' et 
de  BB',  élevons  les  perpendiculaires  aw  et  f3w  qui  se  coupent 
en  co.  La  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  MM'  passera 
par  le  point  w.  En  effet,  les  deux  triangles  AwB,  A'coB'  étant 
égaux,  les  angles  ABw,  A'B'w  sont  égaux.  Les  angles  ojBM, 

B'M'  le  sont  alors  eux-mêmes  comme  suppléments  d'angles 
égaux.  Il  en  résulte  l'égalité  des  triangles  w  BM,wB' M' et,  par 
suite,  celle  des  distances  wM,  wM'. 

Si  Ton  suppose  maintenant  que  le  point  M' se  rapproche  in- 
définiment du  point  M  considéré  comme  fixe  sur  l'ellipse 
qu'il  décrit,  MM'  tendra  vers  la  tangente  à  la  courbe  en  M,  et 
la  perpendiculaire  élevéesurle  milieu  de  MM'  vers  la  normale 
au  môme  point.  D'ailleurs,  aw  et  (3&3  ont  pourlimites  les  per- 
pendiculaires élevées  en  A  et  en  B  aux  axes  0/  et  0^.  En 
joignant  le  point  I  d'intersection  de  ces  perpendiculaires  au 
point  M  {/ig.  555),  on  aura  donc  la  normale  en  M  à  l'ellipse 
tracée. 

1070.  il  est  utile  de  remarquer  que  la  longneurMl  comptée 
sur  la  normale  en  M  [fjg.  555),  est  égale  à  la  longueur  du 
demi-diamètre  qui  est  conjugué  au  diamètre  OM. 

Soit,  en  effet  {fg,  55'j),  OM'  le  diamètre  conjugué  au  dia- 
mètre OM;  ce  diamètre  conjugué  est  parallèle   à  la  tangente 
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on  M  (1065),  c'esl-à-dire  que  la  normale  MI  lui  est  perpendi- 
culaire. De  plus,  le  rayon  du  cercle  principal  qui  correspond 
à  DM  est  parallèle  à  la  position  do  la  droite  AB  qui  donne  le 
point  M  de  l'ellipse  (1068),  et  le  rayon  de  ce  cercle  qui  cor- 
respond à  OM'  est  de  même  parallèle  à  A'B'M'.  Les  diamètres 
conjuguésderellipse  répondant  à  des  diamètres  rectangulaires 
du  cercle  principal  (106^),  on  en  conclut  que  ABM  est  per- 
pendiculaire à  A'B'M\  Comfhe  BI,  d'ailleurs,  est  perpendicu- 
laire à  OB',  les  deux  triangles  MBI,  M'B'O,  qui  ont  le  côté  MB 
égal  au  côté  M'B',  ont  leurs  angles  égaux  (77)  et  sont  égaux  ; 
psr  suite,  MI=:OM'. 

PROBLÈME. 

1071.  Étant  donnés  deux  diamètres  conjugués  de  V ellipse  en 
grandeur  et  en  direction^  construire  les  axes  de  la  courbe. 
Soient  [ûg,  SSy)  OM  et  OM'  les  demi-diamètres  conjugués 


donnés,  dont  les  longueurs  sont  a'  et  b'.  En  menant  par  le 
point  M  une  perpendiculaire  à  OM'  et  en  prenant  sur  cette 
perpendiculaireMI  =  ^',  nous  aurons  le  sommeti  du  rectangle 
inconnu  lAOB  (1070).  Les  sommets  B  et  A  de  ce  rectangle  se 
trouvent  à  la  fois  sur  le  cercle  circonscrit  dont  le  diamètre  est 
10  et  sur  la  droite  qui  unit  le  point  M  au  centre  K  de  ce  cercle: 
ils  sont  donc  déterminés.  En  joignant  ces  points  B  et  A  au 
point  0,  on  a  les  axes  de  l'ellipse  en  direction  ;  de  plus,  MA 
et  MB  représentent  leurs  demi-longueurs  (1068,  1069). 
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THÉORÈME. 

1072.  Quand  les  extrémités  d'une  droite  AB  de  longueur 
constante  glissent  sur  deux  droites  fixes  quelconques  Ox  et 
Or,  un  point  quelconque  M,  Hé  im^ariablement  à  AB  dans  le 
plan  AOB,  décrit  une  ellipse  [fig,  558), 

Fig.  558. 


Considérons  une  position  quelconque  de  la  droite  AB  et 
faisons  passer  un  cercle  par  les  trois  points  A,  B,  0.  Si  l'on 
suppose  ce  cercle  lié  à  la  droite  AB  et  entraîné  dans  son  mou- 
vement, il  passera  toujours  par  le  point  0;  car  l'angle  AOB, 
ayant  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  invariable  AB  compris 
entre  ses  côtés,  ne  peut  pas  cesser  d'être  inscrit.  Le  diamètre 
OC  de  ce  cercle,  dans  la  position  actuelle  de  la  droite  AB, 
s'obtient  en  élevant  en  B  et  en  A,  aux  axes  Ox  et  Oj,  des 
perpendiculaires  qui  se  coupent  au  point  C. 

Le  cercle  OC  changeant  de  position  en  même  temps  que  la 
droite  AB,  l'arc  AD  qui  sépare  le  point  A  d'un  point  quel- 
conque D  de  sa  circonférence  reste  constant;  par  suite, 
l'angle  AOD  restant  lui-même  constant  et  ayant  son  côté  OA 
fixe,  tout  point  D  du  cercle  OC  décrit  une  droite  OY. 

Si  Ton  trace  le  diamètre  du  cercle  OC  qui  passe  par  le  point 
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donné  M,  les  exlrémiiésD  etE  de  ce  diamètre  décrivent  donc 
pendant  le  mouvement  de  AB  les  deux  droites  fixes  ODY  et 
OEX.  Ces  droites  étant  à  angle  droit,  il  résulte  du  théorème 
précédent  (1068)  que  le  point  M  décrit  une  ellipse  ayant  pour 
demi-longueurs  de  ses  axes,  dirigés  suivant  OX  et  OY,  les  dis- 
tances ME  et  MD. 

Les  perpendiculaires  variables  élevées  en  D  et  en  E  aux 
droites  OY  et  OX  se  coupant  au  point  mobile  C,  on  obtiendra 
la  normale  en  M  à  celte  ellipse  en  menant  la  droite  MG  (1069), 

SCOLIE. 

1073.  La  position  du  point  G  est  indépendante  de  celle  du 
point  donné  M.  Donc,  si  le  point  M  varie,  toutes  les  normales 
aux  points  correspondants  des  différentes  ellipses  obtenues 
viendront,  pour  une  même  position  de  la  droite  AB,  se  couper 
au  point  G. 

D'ailleurs,  le  lieu  du  point  C  est  la  circonférence  décrite  du 
point  0  comme  centre  avec  la  longueur  constante  OG  pour 
rayon,  et  le  cercle  «G,  variable  de  position,  reste  constam- 
ment langent  au  cercle  OC  dont  le  rayon  est  double  du  sien. 

On  peut  donc  se  figurer  le  mouvement  du  triangle  ABM,  en 
le  supposant  entraîné  dans  le  mouvement  du  cercle  wC  qui 
roule  sans  glisser  àFiniérieur  ducerclefixeOCderayondouble. 

On  sait  que,  dans  un  pareil  mouvemeni,  tout  point  du  cercle 
mobile  décrit  un  diamètre  du  cercle  fixe  (théorème  de  de  la 
Hire),  résultat  qui  coïncide  avec  la  remarque  sur  laquelle  la 
démonstration  précédente  est  fondée. De  plus,  d'aprèsce  qu'on 
vient  de  voir,  tout  point  M  lié  ini^ariablement  au  cercle  mo- 
bile^ et  situé  en  dehors  ou  en  dedans  de  ce  cerclcy  décrit  une 
ellipse;  c'est  un  autre  énoncé  de  la  proposition  du  n""  1072. 

§  V.  —  PARABOLE  CONSIDÉRÉE  COMME  LIMITE 
DE   L'ELLIPSE. 

THÉORÈME. 

1074.  La  limite  d'une  ellipse  [ou  d'une  hyperbole)  dont  un 
sommet  et  le  foyer  voisin  restent  fixes,  tandis  que  Vautre 
foyer  s' en  éloigne  indéfiniment  dans   la  direction  du  grand 
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axeioxi  de  l'axe  trans.erse),  est  une  parabole  quia  pour  som- 
met et  pour  foyer  le  sommet  et  le  foyer  jixes  [Jig.  ô^g). 

Fig.  55ç). 


F„  efloi  le  cercle  directeuf  pelallt  au  fojer  mobilcF'  coopc 
,„**;•', -and  a,e  à  .,■„;.  du  fo,e,  «^^  "-«-"rr 

■L  1  d,iiprminé  nar  la  condilioa  évidente  AL— Al .  a  me 
'  "  nue  e  c  n  r  F'  de  ce  cercle  s'éloigne  dans  la  dnec- 
ul  AA  son  n  on  croît  indéfiniment,  de  sorte  qu'il  a  pour 
.^hne Vendiculaire  DD'  menée  par  le  point  L  au  grand 
Ttv  f)Xr  tout  point  M  de  l'ellipse  étant  également 
.Vm  du  foyer  F  et  du  cercle  directeur  F'  (987),  on  a  con- 
ItmettMp'MG  c'est-à-dire  à  la  limite,  quand  l'ellipse  se 
S— !e  pointM  Vient  en  M„  ^^  =  ^^:^^'ZX 

r\f ^liSdt  iiiv'Sïu  ::s  ro-o"  nm-tL 

rsToi'nrs'dlTelH^e  donnée  est  -ne  une  parabole  ..nt 
pour  foyer  et  pour  sommet  les  pomts  F  et  A  tt,  par  suite, 

droite  DD'  pour  directrice.  i-hvnerbole  (1012). 

La  même  démonstration  s'applique  a  1  hjperbole  ^lui- . 
Dans  ce  cas,  la  parabole  est  la  limite  de  la  demi-hj^erbol 
TdroUe  à  laquelle  appartiennent  le  sommet  A  et  le  royer  F, 
1  autre  demi-hyperbole  de  gauche  disparaît  a  1  infin.. 


COROLLAIBE 


Corollaire.  _  , 

1075    Le  théorème  précédent  permet  de  prévoir  el  de  de- 
.,onuer  les  propriétés  de  la  parabole,  en  les  déduisant  par 
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voie  de  transformation  des    propriétés  correspondantes   de 
l'ellipse. 

Par  exemple,  pour  démontrer  que  la  tangente  à  la  parabole 
fait  extérieurement  des  angles  égaux  avec  le  rayon  vecteur 
du  point  de  contact  et  avec  la  parallèle  menée  à  l'axe  par  le 
même  point  (1033),  il  suffit  de  remarquer  que,  lorsque  l'un 
des  foyers  de  l'ellipse  s'éloigne  à  l'infini,  le  rayon  vecteur  re- 
latif à  ce  foyer  tend  à  devenir  parallèle  au  grand  axe. 

De  môme,  pour  établir  que  le  lieu  des  projections  du  foyer 
de  la  parabole  sur  ses  tangentes  est  la  tangente  au  sommet 
(1042),  on  n'a  qu'à  observer  que  le  cercle  principal  de  l'el- 
lipse tend  vers  la  tangente  au  sommet  fixe  du  grand  axe,  lors- 
que l'autre  sommet  se  transporte  à  l'infini. 

Si  les  propriétés  considérées  dépendent  explicitement  des 
axes  a  et  6  de  Tellipse  et  de  sa  distance  focale  c,  on  substi- 
tue à  a  eik  b  leurs  valeurs  en  fonction  de  c  et  du  paramètre 
^=:2{a  — 6*)de  la  parabole  limite;  puis,  en  supposant  c  infini 
dans  les  formules  obtenues,  on  passe  des  propriétés  de  l'el- 
lipse représentées  par  ces  formules  aux  propriétés  corres- 
pondantes de  la  parabole  exprimées  en  fonction  du  para- 
mètre p. 

THÉORÈME. 

1076.  Tous  les  diamètres  de  la  parabole  sont  des  droites  parallèles  à 
l'axe. 

On  démontre  immédiatement  cette  proposition  en  regardante  parabole 
comme  la  limite  d'une  ellipse  (1074)  dont  l'un  des  foyers  et  le  sommet 
voisin  coïncident  avec  le  foyer  et  le  sommet  de  la  parabole,  mais  dont 
l'autre  foyer  et,  par  suite,  le  centre  se  transportent  à  l'infini  sur  le  grand 
axe  de  la  courbe. 

Les  propriétés  de  l'ellipse  démontrées  aux  n*"'  1065  et  1066  appar- 
tiennent aussi  à  la  parabole  limite.  Ces  propriétés  vont  nous  permettre 
d'établir  la  proposition  suivante. 

THÉORÈME. 

1077.  La  parabole  étant  rapportée  au  système  d^axes  obliques  formé 
par  un  diamètre  et  la  tangente  à  son  extrémité,  dans  ce  nouveau  système 
dWixes,  la  sous-tangente  est  encore  double  de  l'abscisse  du  point  de  con- 
tact (1045). 

En  effet,  soient  (fi^.  56o)  la  tangente  Aj  et  le  diamètre  A.r  pris  pour 
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axes  coordonnés;  raenons  la  tangente  MT  en  un  point  quelconque  M  de 
la  parabole.  Si,  par  le  point  d'intersection  G  des  tangentes  A;-  et  MT,  on 

Fig.  56o. 


\ 


mène  une  parallèle  à  A.r,  cette  parallèle  coupera  la  corde  AM  en  son 
milieu  (1066)  :  le  point  G  est  donc  le  milieu  deTM.  AGj  étant  parallèle  à 
l'ordonnée  MP,  le  point  A  est  alors  le  milieu  de  la  sous-tangente  TP. 

THÉORÈME. 

1078.  Vairc  (Vun  segment  parabolique  est  les  deux  tiers  du  parallélo- 
gramme qui  a  pour  côtés  la  corde  et  la  Jlèche  du  segment,  cette  flèche 
étant  mesurée  sur  le  diamètre  conjugué  à  la  corde  du  segment, 

Fig.  56 1. 
?// 


V    IVAP"  P' 


/\ 


^^L 


Soit  [fig,  56 1)  le  segment  parabolique  MAM,  déterminé  par  la  corde 
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MMi.  Prenons  pour  axes  coordonnés  le  diamètre  Ajo  conjugué  à  cette 
corde  et  la  tangente  parallèle  Aj.  Évaluons  d'abord  Taire  de  la  portion 
MAP. 

Inscrivons  dans  l'arc  AM  une  ligne  brisée  MM' M". . .  A  et,  par  les 
sommets  de  cette  ligne  brisée,  menons  à  la  courbe  les  tangentes  MT, 
M'T',...,  jusqu'à  la  rencontre  du  diamètre  Ax;  menons  aussi  les  or- 
données MP,  M'F, . . . ,  des  sommets  de  la  ligne  brisée. 

Comparons  le  trapèze  MM'P'P  au  triangle  correspondant  GTT'.  Si 
l'on  mène  par  le  sommet  G  du  triangle  une  parallèle  G  H  à  A.r,  elle 
passera  par  le  milieu  I  de  la  corde  MM'  (1076).  La  perpendiculaire 
abaissée  du  milieu  du  côté  MM'  sur  le  côté  PP'  du  trapèze  MM'P'P  est 
donc  égale  à  la  hauteur  du  triangle  GTT'.  Pour  avoir  le  rapport  de 
leurs  aires,  il  suffit  d'après  cela  de  comparer  le  côté  PP'  du  trapèze  à  la 
base  TT'  du  triangle.  Or  (1077) 

AT  =  AP    et    AT'  =  AP', 
d'où 

TT'  =  PP'. 

Le  triangle  est  donc  la  moitié  du  trapèze.  Et,  comme  on  peut  répéter  le 
môme  raisonnement  pour  chaque  trapèze  et  pour  le  triangle  correspon- 
dant, la  somme  des  trapèzes  reste  toujours  égale  au  double  de  la  somme 
des  triangles.  La  limite  de  la  première  somme  étant  l'aire  MAP  et  la  limite 
de  la  seconde  l'aire  MAT,  l'aire  MAP  est  les  deux  tiers  du  triangle  total 
MTP  ou  du  parallélogramme  équivalent  APMQ. 

L'aire  Mi  AP  étant  de  même  les  deux  tiers  du  parallélogramme  APMiQi, 
l'aire  cherchée  MAMi  est  enfin  les  deux  tiers  du  parallélogramme  MQQi  Mi, 
qui  a  pour  côtés  la  corde  MMi  du  segment  ou  le  double  de  l'oi'donnée  MP, 
et  la  flèche  de  ce  segment  ou  Tabscisse  AP. 

§  VL  —  ORIGINE  COMMUNE  DES  TROIS  COURBES. 
SECTIONS  PLANES  DU  CONE  DE  RÉVOLUTION. 

1079.  Dans  l'ellipse  et  dans  l'hyperbole,  à  chaque  foyer  F  correspond 
une  droite  D  qu'on  nomme  directrice;  c'est  la  perpendisulaire  à  l'axe 
focal  élevée  par  le  point  E  qu'on  obtient  en  portant  sur  cet  axe,  à  partir 

du  centre  0  et  de  0  vers  F,  une  longueur  OE  égale  à  —  (/%•.  562). 

Dans  l'eUipse,  a  étant  plus  grand  que  c,  OE  est  plus  grand  que  OF  : 
le  point  E  tombe  donc  sur  le  prolongement  de  OF,  en  d'autres  termes 
le  foyer  est  entre  la  directrice  correspondante  et  le  centre.  Dans  l'hy- 
perbole au  contraire,  a  étant  plus  petit  que  c,  OE  est  moindre  que  OF; 


35o  GÉOMÉTRIE    BANS    l'eSPACE. 

le  point  E  tombe  donc  entre  0  et  F,  en  d'autres  termes  la  directrico 
passe  entre  le  centre  et  le  foyer  correspondant. 

THÉORÈME. 

1080.  La  directrice  D  relative  à  un  foyer  F  e^t  : 
1°  La  polaire  P  de  ce  fojer  par  rapport  au  cercle  principal; 
2°  L'axe  radical  R  de  ce  foyer  et  du  cercle  directeur  relatif  à  Vautre 
foyer. 

En  effet  : 

i*'  La  polaire  P  est  (341)  perpendiculaire  à  OF  et  située  par  rap- 

port  au  centre  du  même  côté  que  le  foyer  F,  à  une  distance  égale  à  — 

puisque  le  rayon  a  du  cercle  principal  est  moyen  proportionnel  entre  les 
distances  du  centre  au  pôle  F  et  iV  la  polaire  P. 

2°  L'axe  radical  R  (401,  io°)  est  perpendiculaire  à  FF',  du  même  côté 
que  F  par  rapport  au  point  0  et  à  une  distance  de  ce  centre  égale  à 

^-~-  =  —5  puisque 2a  est  le  rayon  du  cercle  directeur  (F'). 

THÉORÈME. 

1081.  Dans  V ellipse  ou  dans  l'hyperbole,  le  rapport  des  distances  d'un 
point  quelconque  M  de  la  courbe  à  un  foyer  F  et  à  la  directrice  corres* 

pondante  D  est  constant  et  égal  à  l'excentricité  -  {fig*  56>.). 

En  effet,  soient  P  la  projection  du  point  M  sur  la  directrice  D,  N  le  point 

Fig.  562. 


où  F'M  prolongé  rencontre  le  cercle  directeur  (F'),  et  I  le  point  où  la 
tangenle  en  N  à  ce  cercle  rencontre  D.  D'après  le  théorème  précédent, 


V  i.i. 
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on  a  IN  =  IF;  d'ailleurs  MN  est  égal  à  MF;  les  deux  triangles  MNÏ,  MFl 
ont  donc  les  trois  côtés  égaux;  par  suite,  l'angle  MFI  est  droit  comme 
l'angle  MNI  et  le  cercle  décrit  sur  MI  comme  diamètre  passe  par  F,  N,  P. 
11  résulte  de  là  que  l'angle  NPM  est  égal  à  NFM  ou  (puisque  le  triangle 
MNF  est  isocèle)  à  MNF. 

D'ailleurs  les  angles  NMP,  NF'F  sont  égaux  comme  correspondants. 
Les  triangles  NMP,  F'NF  sont  donc  équiangles,  et  l'on  a  la  proportion 

MN_Fr  MF_2^_£ 

MP  ~  NF'         ^"         MP  ~  2a  ~  a' 

qui  exprime  le  théorème  énoncé. 

Corollaire. 

1082.  Le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  un  point  fixe  et  à  une 
droite  fixe  ont  un  rapport  constant  \  est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou 
une  parabole  suivant  que  le  rapport  X  est  inférieur  ^  supérieur  ou  égal 
à  l'unité  {fig.  56*2). 

Pour  X  =  I ,  la  proposition  résulte  de  la  définition  même  de  la  para- 
bole. 

Supposons  X  <  I,  et  considérons  l'ellipse  qui  a  pour  foyer  le  point 
fixe  F,  pour  directrice  correspondante  la  droite  fixe  D  et  pour  excentri- 
cité le  rapport  X.  Cette  ellipse  est  bien  déterminée,  car  les  relations 

a  c 

dont  les  seconds  membres  sont  connus,  assignent  des  valeurs  uniques 
et  finies  aux  éléments  a  et  c.  Or,  d'après  le  théorème  précédent,  tout 
point  de  cette  ellipse  appartient  au  lieu,  et  il  reste  seulement  à  montrer 
que  tout  autre  point  M'  du  plan  ne  saurait  faire  partie  du  lieu.  Or  soient  M 
le  point  où  la  demi-droite  FM'  rencontre  l'ellipse,  P  et  P'  les  projections 
de  M  et  M'  sur  la  directrice  D,  et  Q  et  Q'  les  points  où  MP  et  M'P' 
coupent  la  parallèle  à  D  menée  par  le  foyer  F.  On  aura 

FM   _  MQ   _   MP±FE 


FM'  '     MQ'        M'P'ihFK 

les  signes  se  correspondant.  Mais,  d'après  un  théorème  connu  sur  les 
fractions  dont  on  augmente  ou  on  diminue  les  termes  d'une  même  quan- 
tité, le  dernier  rapport  et,  par  suite,  le  premier,  diffère  de  virp?;  donc 

,  FM    F'M'  .   ,  ,  . 

les  rapports  —  ?  Tp-57  sont  megaux  ;  comme  le  premier  est  égal  a  X, 
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le  second  ne  saurait  Tôlre  et,  par  suite,  le  point  M'  n'appartient  pas  au 
lieu. 

Le  raisonnement  subsiste  pour  X  >  i  ;  il  n'y  a  qu'à  substituer  au  mot 
ellipse  le  mot  /lyperbole. 

D'après  ce  corollaire,  l'ellipse,  l'hyperbole  et  la  parabole  ont  une 
môme  origine;  aussi  leur  a-t-on  donné  une  dénomination  commune.  Le 
nom  qui  a  prévalu  est  celui  de  conique,  que  nous  adopterons  désormais, 
et  dont  nous  allons  montrer  tout  à  l'heure  roria:ine. 


THÉORÈME. 

1083.  La  droite  FI  qui  Joint  le  foyer  d'une  conique  au  point  oà  une 
corde  quelconque  MN  rencontre  la  directrice  est  bissectrice  de  l'an^^le 
des  rayons  vecteurs  FM  et  FN  ou  de  son  supplément,  suivant  que  les 
deux  points  M  et  N  appartiennent  à  des  branches  différentes  ou  à  une 
même  branche  {fg.  563). 

En  effet,  P  et  Q  étant  les  projections  de  M  et  N  sur  la  directrice  D,  les 
rapports 

IM    FM 
IN  '  FN 

,  MP 

sont  égaux  entre  eux  comme  étant  égaux  respectivement  a  ^j^-^»  Donc 

la  droite  FI  bissecte  l'angle  MFN  ou  son  supplément,  suivant  que  le 

Fig.  563. 


t>'i 


point  I  est  situé  entre  M  et  N  ou  sur  le  prolongement  de  MN.  Or  le  pre- 
mier cas  ne  peut  se  présenter  que  si  la  courbe  est  une  hyperbole  et  si 
M  et  N  appartiennent  à  des  branches  différentes. 

Corollaires. 

1084.  Si  d'un  point  quelconque  I  de  la  directrice  D  on  mène  des  tan"- 
sentes  IT,  IT'  à  une  conique,  la  droite  des  contacts  TV  passe  par  le 
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joyer  F  correspondant  et  est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  le 
point  I  au  fo/er. 

En  effet,  supposons  que  dans  le  théorème  précédent  les  points  M  et 
N  viennent  se  confondre,  auquel  cas  M  et  N  appartiennent  forcément  à 
la  même  branche,  la  ligne  FI  sera  la  bissectrice  de  la  limite  du  supplé- 
ment de  l'angle  MFN,  c'est-à-dire  la  perpendiculaire  à  la  droite  FT  qui 
représente  les  deux  rayons  vecteurs  confondus.  On  verrait  de  même 
que  FT'  est  perpendiculaire  à  FI.  Donc  les  trois  points  T,  F,  T'  sont  sur 
une  môme  perpendiculaire  à  FI. 

1085.  Le  même  théorème  fournit  une  solution  simple  du  problème 
qui  consiste  à  construire  une  conique  connaissant  un  fojer  F  et  trois 
points  A,  B,  C. 

Tout  revient  à  trouver  la  directrice  D  relative  au  foyer  F.  Or  on  ob- 
tient deux  points  de  cette  droite  en  appliquant  successivement  la  pro- 
position (1083)  aux  deux  cordes  AB  et  BC. 

On  verra  aisément  qu'il  y  a  quatre  solutions  et  que,  des  quatre  co- 
niques obtenues,  trois  sont  certainement  des  hyperboles;  la  quatrième 
est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole  suivant  la  disposition 
des  données. 

THÉORÈME. 

1086.  La  section  d'un  cône  circulcdre  droit  par  un  plan  est  une  ellipse, 
une  hyperbole  ou  une  parabole. 

i"*  Supposons  que  le  plan  sécant  rencontre  toutes  les  génératrices  du 
cône  sur  une  même  nappe  {fig.  564). 

Menons  le  plan  méridien  (869,  3°)  du  cône  qui  est  perpendiculaire  au 
plan  sécant  AMA';  il  coupera  le  cône  suivant  les  deux  génératrices  SA 
et  SA'  qui  font  entre  elles  Vangle  au  sommet  de  la  surface,  et  le  plan 
sécant  suivant  la  droite  AA'.  Dans  le  plan  méridien  considéré,  construi- 
sons les  circonférences  0  et  0'  qui,  situées  de  part  et  d'autre  de  AA', 
sont  à  la  fois  tangentes  aux  génératrices  SA  et  SA'  et  à  la  droite  AA' 
qu'elles  touchent  aux  points  F  et  F'.  Si  l'on  fait  tourner  le  plan  méri- 
dien autour  de  l'axe  SO,  ces  deux  circonférences  engendreront  deux 
sphères  tangentes  à  la  surface  conique  suivant  les  parallèles  (869,  3°) 
BC  et  B'C,  et  tangentes  au  plan  sécant  en  F  et  en  F'. 

Gela  posé,  prenons  un  point  M  quelconque  sur  la  courbe  d'intersection  ; 
menons  les  droites  MF,  MF'  et  la  génératrice  SM  qui  coupera  en  G  et  en  G 
les  parallèles  BC,  B'C. La  droite  MF  étant  tangente  à  la  sphère  0  (787),  on 
a  (788)  MF  =  MG.  On  a  de  même,  par  rapport  à  la  sphère  0',  MF'  =  MG'. 
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Par  suite, 


MF  +  iMF'  =  MG  4-  :\IG'  =  GG'  =  BB'  =  const. 
D'ailleurs,  en  vertu  des  propriétés  rappelées,  on  a 
BB'  =  AB  +  AB'  =  AF  +  AF'      et      BB'- CC'  =  CA'-+-A'C'=:  A'F-l-AT^ 
Il  en  résulte  évidemment 

AF  =  A'F'    et    BB'=-AA'. 

La  courbe  obtenue  est  donc  une  ellipse  ajant  AA'  pour  grand  axe  et  les 
points  F  et  F'  pour  foyers, 

Fig.  564- 


Si  l'on  trace  A' H  parallèle  à  BC,  AH  est  la  distance  focale  de  cette 
ellipse.  En  effet, 

AF'-AB'    et    HB'  =  A'C'=:AF. 

Les  plans  des  parallèles  BG,  B'C,  prolongés  jusqu'à  la  rencontre  du 
plan  sécant,  le  coupent  suivant  denx  droites  DE,  D'E',  perpendiculaires 
au  plan  méridien  considéré  (561).  Si  l'on  mène  le  parallèle  LU  de  la 
surface  qui  passe  par  le  point  M,  son  intersection  avec  le  plan  sécant 
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est  de  même  dirigée  suivant  l'ordonnée  MP  de  ce  point  par  rapport 
au  grand  axe  AA',  et  PD  représente  la  distance  du  point  M  à  la  droite 
DE.  Les  triangles  APL,  ADB,  AA^H,  évidemment  semblables,  donnent 
alors 

BL  ou  MF      AB  _  AH 
AD 


PD 


AA 


Ainsi,  les  distances  de  chaque  point  de  l'ellipse  trouvée  au  foyer  F 
et  à  la  droite  DE  sont  entre  elles  dans  un  rapport  égal  à  l'excentricité (973) 
de  la  courbe.  La  même  démonstration  s'applique  au  foyer  F'  et  à  la 
droite  D'E'.  Les  droites  DE,  D'E',  sont  donc  les  directrices  de  la  sec- 
tion. 

2°  "Supposons  que  le  plan  sécant  rencontre  les  deux  nappes  du  cône 
{fig.  565). 

Fig.  565. 


On  a  alors 

MF'  -  MF  =  MG'  ~  MG  =  GG'  =  BB'  =  const.  ; 
d'ailleurs, 

BB'  =  AB'— AB  =  AF'-AF     et     BB'  =  GG'=  A'G- A'C'  =  A'F- A'F. 


Ô,JO 
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11  en  résulte  évidemment 
AF 


A' F'     et     BB'  =  AA'. 


La  courbe  obtenue  est  donc  une  hyperbole,  ayant  AA' pour  axe  transverse 
et  les  points  F  et  ^'  pour  foyers , 

Si  l'on  trace  A'H  parallèle  à  B'C,  AH  est  la  distance  focale  de  cette 
hyperbole.  En  effet, 

AB'  =  AF'    et    B'H  =  G'A'  =  A'F'. 

Les  droites  DE  et  D'E',  intersections  des  parallèles  BC,  B'C,  avec  le 
plan  sécant,  sont  les  directrices  de  l'hyperbole.  Le  rapport  des  distances 
du  point  M  au  foyer  F  et  à  la  droite  DE  est  égal  à  l'excentricité  de  la 
courbe.  C'est  ce  que  les  triangles  semblables  APL,  ADB.  AA'H,  montrent 
immédiatement. 

3°  Supposons  le  plafi  sécant  parallèle  à  l'une  des' génératrices  du 
cjne  {Jlg.  566). 


Ayant  mené  le  plan  méridien  LSL'  perpendiculaire  au  plan  sécant,  Ce 
dernier  se  trouve  parallèle  à  la  génératrice  SL'  et  est  alors  coupé  par  le 
plan  méridien  suivant  une  droite  AP  parallèle  (495,  i°)  à  cette  généra- 
trice. Dans  le  plan  méridien,  construisons  la  circonférence  0,  tangente 
aux  génératrices  principales  en  B  et  en  C,  et  la  droite  AP  au  point  F. 
Si  l'on  fait  tourner  la  figure  autour  de  l'axe  SO,  la  sphère  engendrée  par 
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la  circonférence  0  est  tangente  au  cône  suivant  le  parallèle  BC  et  touche 
en  F  le  plan  sécant. 

Cela  posé,  prenons  un  point  quelconque  M  sur  la  courbe  d'intersec- 
tion ;  menons  la  droite  MF  et  la  génératrice  SM  qui  coupe  en  G  le  parallèle 
BC  de  la  surface  ;  menons  également  le  parallèle  LL'  de  la  surface  qui 
passe  par  le  point  M  et  qui  rencontre  le  plan  sécant  suivant  l'ordon- 
née MP  de  ce  point  par  rapport  à  AP.  On  aura  toujours 

MF  =  MG  =  BL. 

D'ailleurs,  l'intersection  du  plan  sécant  et  du  parallèle  BG  est  une 
droite  DE  perpendiculaire  au  plan  méridien,  et  PD  représente  la  distance 
du  point  M  à  la  droite  DE.  Les  deux  triangles  APL,  ABD  étant  isocèles, 
puisqu'ils  sont  tous  deux  semblables  au  triangle  SLL',  on  a 

PD  =  BL,     c'est-à-dire    .AlF  ==  PD. 

La  courbe  obtenue  est  donc  une  parabole  ayant  le  point  F  pour  foyer 
et  la  droite  DE  pour  directrice. 

SCOLIE. 

1087.  Les  sphères  considérées  dans  la  démonstration  précédente  peu- 
vent, tout  en  restant  inscrites  au  cône,  cesser  d'être  tangentes  au  plan 
sécant  qui  les  coupe  alors  suivant  deux  cercles.  Les  mêmes  raisonne- 
ments étant  applicables  à  ce  cas,  on  arrive  à  cette  proposition  :  Le  lieu 
des  points  tels,  que  le  rapport  qui  existe  entre  les  tangentes  menées  de 
ces  points  à  un  cercle  fixe  et  les  distances  de  ces  mêmes  points  à  une 
droite  fixe  soit  constant^  est  une  section  conique  dont  la  nature  dépend 
de  la  valeur  de  ce  rapport  comparée  à  l'unité  (1086). 

THÉORÈME. 

1088.  Placer  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole  donnée  sur 
un  cône  de  révolution  donné. 

i^  Si  l'on  se  reporte  à  la^^-.  564,  on  voit  qu'on  connaît  dans  le  triangle 
A  A' H  le  grand  axe  AA'  de  l'ellipse  donnée  et  sa  distance  focale  AH,  ainsi 
quej'angle  AHA',  complément  du  demi-angle  au  sommet  du  cône  donné. 
La  question  revient  donc  à  construire  un  triangle  avec  deux  côtés  et 
l'angle  opposé  à  l'un  deux.  Comme  l'angle  donné  est  opposé  au  plus 
grandj  des  deux  côtés  donnés,  ce  triangle  est  complètement  déter- 
miné (146).  Quand  il  sera  construit,  on  élèvera  une  perpendiculaire  sur 
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le  milieu  de  A' H,  et  la  surface  conique  engendrée  par  AH  en  tournant 
autour  de  cette  perpendiculaire  sera  coupée  suivant  l'ellipse  donnée 
par  un  plan  mené  suivant  AA'  perpendiculairement  au  plan  du  triangle 
AA'H.  On  peut  donc  toujours  placer  une  ellipse  donnée  sur  un  cône 
donné. 

1°  Si  l'on  se  reporte  à  la^^'.  565,  on  voit  qu'on  connaît  dans  le  triangle 
AA'H  l'axe  transverse  AA'  et  la  distance  focale  AH  de  l'hyperbole  donnée, 
ainsi  que  l'angle  AHA'.  complément  du  demi-angle  au  sommet  du  cône 
donné.  Comme  cet  angle  est  opposé  ici  au  plus  petit  des  deux  côtés  don- 
nés, le  problème  peut  avoir  deux  solutions  ou  n'en  avoir  aucune  (li6). 
Pour  qu'il  soit  possible,  il  faut  que  AA'  surpasse  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  A  sur  HA',  c'est-à-dire  qu'on  ait,  en  appelant  26  l'angle 
au  sommet  du  cône  et  en  posant  (1000)  AA'  =  ia^  AH  =  ar, 

-  r       a 

2  <7  >  2  c  cos  p    ou    cos  p  <  -  • 
^  c 

Mais,  si  l'on  appelle  2O  l'angle  des  deux  asymptotes  de  l'hyperbole 
proposée,  on  a  évidemment  (1015) 

-    r=  cos  5. 


La  condition  cherchée  est  donc 

cos  S  <  cos 9, 
ou,  puisqu'il  s'agit  d'angles  inférieurs  à  un  droit, 
6>ô    ou    2r^>2l 

Donc,  pour  pouvoir  placer  une  hyperbole  donnée  sur  un  cône  de 
révolution  d  nne\  il  faut  que  V angle  au  sommet  du  cône  surpasse' 
celui  des  deux  angles  des  asymptotes  de  V hyperbole  qui  comprend  la 
courbe, 

T  S  l'on  se  reporte  à  la  fig.  566,  on  voit  que  la  droite  OA  est  per- 
pendiculaire à  l'axe  SO,  d'après  la  détermination  du  point  0  et  le  paral- 
lélisme des  droites  SL'  et  AP.  Dans  le  triangle  rectangle  OBA,  on  connaît 

par  suite  le  côté  AB  =  AD  =^  -;-?  demi-paramètre  de  la  parabole  donnée 

(1028),  et  l'angle  BAO,  complément  du  demi-angle  au  sommet  du 
cône  donné.  Ce  triangle  est  donc  complètement  déterminé  (32).  L'ayant 
construit,  on  élèvera  OS  perpendiculaire  sur  OA,  et  la  surface  conique 
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engendrée  par  la  rotation  de  AB  autour  de  SO  sera  coupée  suivant  la 
parabole  donnée  par  un  plan  mené  perpendiculairement  à  celui  du 
triangle  OBA  et  passant  par  la  droite  AP,  tracée  de  manière  que  AO  soit 
la  bissectrice  de  l'angle  SAP.  On  peut  donc  toujours  placer  une  para- 
bole donnée  sur  un  cône  donne'. 

SCOLIE. 

1089.  Le  sommet  d'un  cône  de  révolution  s'éloignant  à  l'infini  dans  la 
direction  de  l'axe,  ce  cône  dégénère  en  cylindre  de  révolution.  Un 
cylindre  circulaire  droit  est  donc  coupé  suivant  une  ellipse  par  un  plan 
sécant  quelconque  (1086,  i°). 

C'est  ce  qu'on  démontrera,  du  reste,  directement  en  adoptant  la  môme 
marche  que  précédemment.  Cette  marche  permettra  de  déterminer  le 
grand  axe,  le  foyer  et  les  directrices  de  la  section  proposée.  On  en 
déduira  facilement  que  toutes  les  ellipses  trouvées  en  coupant  par  un  plan 
quelconque  un  cylindre  de  révolution  ont  pour  petit  axe  le  diamètre  de 
ce  cylindre. 

On  peut  toujours  placer  une  ellipse  donnée  sur  un  cylindre  de  révo- 
lution donné  (iOSS,.  i"*),  lorsque  le  petit  axe  de  l'ellipse  est  égal  au 
diamètre  du  cylindre. 

THÉORÈME. 

1090.  Si  Von  coupe  une  surface  gauche  de  révolution  par  un  plan^  la 
projection  de  l* intersection  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Vaxe  de  la 
surface  est  une  section  conique  {Jig.  667  ). 

Fig.  567. 


On  appelle  surface  gauche  de  révolution  la  surface  engendrée  par  une 
droite  non  située  dans  un  même  plan  avec  l'axe  autour  duquel  elle  tourne. 
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Le  plus  petit  parallèle  de  la  surface,  engendré  par  la  plus  courte  distance 
de  la  génératrice  à  l'axe  (o38),  porte  le  nom  de  cercle  de  gorge  de  la 
surface.  La  projection  de  la  génératrice  sur  le  plan  du  cercle  de  gorge 
est  tangente  à  ce  cercle,  car,  cette  génératrice  étant  perpendiculaire  à 
l'extrémité  du  rayon  du  cercle  de  gorge,  il  en  est  de  môme  de  sa  pro- 
jection (531). 

Cela  posé,  représentons  la  surface  par  son  axe  OX,  son  cercle  de 
gorge  OG  et  l'une  de  ses  génératrices  GG'.  Coupons-la  par  un  plan  HLR. 
Si  ce  plan  rencontre  en  M  la  génératrice  GG',  M  sera  un  point  de  la 
courbe  d'intersection.  Sa  projection  sur  le  plan  du  cercle  de  gorge  sera 
en  P,  sur  la  tangente  GP  à  ce  cercle.  La  génératrice  faisant  un  angle 
constant  avec  le  plan  du  cercle  de  gorge,  le  rapport  de  PG  à  MP  reste 
constant. 

Menons  par  le  point  M  la  ligne  déplus  grande  pente  MH  (o55,  556)  du 
plan  HLR  par  rapport  au  plan  du  cercle  de  gorge,  et  traçons  la  droite  PH. 
La  droite  MH  faisant  de  même  un  angle  constant  avec  le  plan  du  cercle 
de  gorge,  le  rapport  de  PH  à  MP  reste  constant;  le  rapport  de  PG  à  PH 
est  donc  aussi  constant,  et  le  théorème  est  démontré  (1087). 

Corollaires. 

1091.  Si  le  rayon  du  cercle  de  gorge  devient  nul,  la  surface  gauche  de 
révolution  dégénère  en  un  cône.  Donc,  la  projection  d'une. section  conique 
sur  un  plan  perpendiculaire  à  Vacce  du  cône  de  re'volution  sur  lequel  elle 
est  placée  est  une  section  conique^  dont  l'un  des  foyers  est  la  projection 
du  sommet  de  cône  sur  le  plan  de  projection  et  dont  la  directrice  cor- 
respondante est  la  projection  sur  le  même  plan  de  V intersection  du  plan 
sécant  avec  le  plan  mené  par  le  sommet  du  cône  parcdlèlement  au  plan 
de  projection . 

PROBLÈME. 

1092.  Construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole  dont  on  connaît  Vexcen- 

c 
tricité  ->  Vun  des  foyers,  et  deux  points  ou  deux  tangentes^  ou  une 

tangente  et  son  point  de  contact. 

Nous  résolvons  ce  problème  pour  montrer  de  quelle  utilité  peut  être 
la  considération  des  directrices. 

i"*  Soient  F  le  foyer  donné,  A  et  B  les  deux  points  donnés;  détermi- 
nons les  longueurs  r  et  r'  par  les  conditions 

AF  _  c       BF  _  £ 

r         a        r^         a 
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puis  décrivons  deux  circonférences  des  points  A  et  B  comme  centres  avec 
les  rayons  r  et  r\  La  directrice  correspondant  au  foyer  F  sera  une  tan- 
gente commune  aux  circonférences  décrites.  En  abaissant  sur  cette  tan- 
gente DE  une  perpendiculaire  FD  et  en  marquant  sur  cette  perpendicu- 
laire les  deux  points  A  et  A'  qui  la  divisent  dans  le  rapport  -)  on  aura 

l'axe  focal  AA'  de  la  section  conique  ;  sa  distance  focale  FF'  s'obtiendra 

c 
en  prenant  dans  le  sens  convenable,  suivant  la  valeur  de  -7  A'F'  =  AF. 

La  question  sera  alors  ramenée  à  construire  une  ellipse  ou  une  hyper- 
bole, connaissant  ses  axes. 

2**  Soient  F  le  foyer  donné,  MT,  M'T',  les  deux  tangentes  données 
(7%-.  568).  Déterminons  les  points  cp  et  «p'  symétriques  du  foyer  par  rap- 


port à  ces  tangentes.  La  perpendiculaire  indéfinie  KF'  élevée  à  <p'f'  par  son 
milieu  K  est  un  lieu  de  second  foyer  F'  (98i,  1010).  Ce  second  foyer  fait 
également  partie  du  lieu  dont  le  rapport  des  distances  aux  deux  points 

fixes  F  et  <p  est  égal  à  -  •  Nous  déterminerons  donc  les  points  G  et  G'  qui 

divisent  F<p  dans  ce  même  rapport,   et  sur  GG'  comme  diamètre  nous 

décrirons  (187)  une  circonférence  qui  coupera  KF'  au  point  cherché.  Il 

ne  restera  plus  qu'à  construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  connaissant 

la  distance  focale  FF'  et  l'axe  focal  F'<p  de  la  courbe. 

3°  Soient  F  le  foyer  donné  et  MT  la  tangente  donnée  qui  doit  toucher 

la  conique  au  point  donné  M.  Déterminons  le  symétrique  ^  du  foyer  par 

rapport  àMT  ;en  joignant  ^M,  nous  aurons  un  lieu  du  second  foyer  F' (987, 

1012).  DivisoHS  comme  précédemment  (2**)  Y^,  aux  points  G  et  G',  dans 

c 
!e  rapport  donné--  La  circonférence  décrite  sur  GG'  comme  diamètre 

viendra  couper  en  F'  la  droite  ^M  prolongée,  et  le  problème  sera  résolu. 
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§   VIL  _  PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES 
DE  L'HÉLICE. 


1093.  Soit  un  cylindre  droit  à  base  quelconque,  mais  fer- 
mée. On  peut  déterminer  un  point  quelconque  de  la  surface 
de  ce  cylindre  à  l'aide  de  coordonnées  définies  de  la  manière 
suivante. 

Considérons  une  section  droite  AA^  {J^g-  ^^9)  Q^^^  coupe  au 

Fij?.  569. 


point  A  la  génératrice  GG',  et  prenons  ce  point  A  pour  origine 
des  arcs  comptés  sur  le  périmètre  de  cette  section  droite.  Ces 
arcs  seront  positifs  dans  un  sens,  négatifs  en  sens  opposé. 

Cela  posé,  soient  M  un  point  quelconque  de  la  surface  cy- 
lindrique, et  MP  la  génératrice  qui  passe  par  ce  point  et  qui 
rencontre  en  P  la  section  AA'  :  la  longueur  MP  est  V ordon- 
née f  du  point  M  et  l'arc  AP  est  son  abscisse  cun^iligne  x. 

Comme  le  point  M  peut  appartenir  à  une  courbe  qui  décrit 
plusieurs  circonvolutions  autour  du  cylindre,  son  abscisse 
peut  dépasser  le  périmètre  de  la  section  AA'  et  comprendre 
ce  périmètre  un  nombre  quelconque  de  fois. 

En  suivant  la  courbe  proposée  à  partir  de  son  premier  point 
de  rencontre  avec  la  génératrice  GG'  et  en  comptant  combien 
de  fois  elle  coupe  celte  génémrice  avant  qu'on  parvienne  au 
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point  M,  on  devra  ajouter  le  périmètre  de  AA'  ce  même  nombre 
de  fois  à  l'arc  qui  sépare  le  point  A  du  pied  de  l'ordonnée  du 
point rM,  pour  avoir  l'abscisse  curviligne  de  ce  point. 

1094.  Parmi  toutes  les  courbes  qu'on  peut  ainsi  tracer  sur 
la  surface  d'un  cylindre  droit,  V hélice  est^ définie  par  cette 
condition  que  l'ordonnée  d'un  point  est  proportionnelle  à  son 
abscisse  curviligne. 

L'équation  de  l'hélice,  dans  le  système  de  coordonnées 
adopté  (1093),  est  donc 

Désignons  par  C  le  périmètre  de  la  section  droite  AA' 
{Jig.  569).  X  variant  de  zéro  à  C,  on  a  un  premier  arc  d'hélice 
qui  part  du  point  A  et  qui,  après  avoir  coupé  toutes  les  gêné- 
ratrices  du  cylindre,  vient  rencontrer  de  nouveau  en  Ai  la  gé- 
nératrice GG'.  ^  variant  de  C  à  2C,  de  2C  à  3C,  . .  .,  on  a  de 

nouveaux  arcs  de  courbe  allant  de  A,  à  A2,  de  A^  à  A3, Les 

valeurs  extrêmes  de  j  sont,  en  même  temps,  Oy/rC,  2/rC, 

3ZC, Les  distances  AAt^  A.Aa,  A2A3,  . . ,,  qui  séparent  les 

points  où  l'hélice  vient  rencontrer  une  même  génératrice  GG', 
sont  donc  égales.  Celte  distance,  constante  quelle  que  soit  la 
génératrice  considérée,  est  ce  qu'on  appelle  le  pas  de  l'hélice. 
Les  arcs  de  courbe  AA,,  A,  A2,  A2  A3,  . . . ,  sont  de  même  égaux 
entre  eux;  ils  ne  sont  évidemment  que  la  reproduction  du 
premier  arc  AA,  qu'on  ferait  glisser  successivement  le  long 
du  cylindre  d'une  hauteur  égale  au  pas.  Ces  arcs  égaux,  dans 
lesquels  l'hélice  se  trouve  ainsi  naturellement  partagée,  con- 
stiluent  les  spires  de  la  courbe. 

THÉORÈME. 

1095.  Lorsqu'on  effectue  le  développement  d'une  surface 
cyiindrique  sur  l'un  de  ses  plans  tangents,  toute  hélice  tracée 
sur  la  surface  se  développe  suivant  une  ligne  droite  {Jig,  570). 

Soit  [Jig.  5'jo)  l'hélice  AMB,  ;  pour  deux  points  quelconques 
M  et  M'  de  cette  courbe,  on  a  la  relation 

MP  _  M  P' 

ap~Tp  " 
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Si  l'on  suppose  qu'on  déveloi)pe  li  surface  du  cylindre  dans 
le  plan  tangent  suivant  la  génératrice  AB,  (744,  873),  la  circon- 
férence de  la  section  droite  en  A  s'appliquera  sur  la  droite  kc/. 
menée  perpendiculairement  à  AB,  dans  ce  plan,  et  les  arcs 

Fig.  570. 


AP  et  AF  seront  rectifiés  en  AP,  et  AP',.  Les  points  M  et  M' 
viendront  d'ailleurs  se  placer  en  M,  et  en  M',  sur  les  perpen- 
diculaires élevées  à  Aa  en  Pi  et  en  P'. ,  et  l'on  aura 

MtP,  =  MP,  M'.P,  =M  F. 

,,      MP       M'P^ 
Puisque  par  hypothèse  ^p  = -^^?  on  aura  aussi 


M.  P. 

"âpT 


■âpV 


et  les  points  A,  M.,  M\,  seront  en  ligne  droite.  Si  l'on  déve- 
loppe une  seule  spire,  A  a  représente  le  périmètre  de  la  sec- 
lion  AA'  et  «B  le  pas  de  l'hélice. 


THÉORÈME. 

1096.  La  sous-tangente  en  un  point  de  V  hélice  est  égale  à 
l'abscisse  curviligne  de  ce  point  [fig,  571). 

La  sous-tangente  en  un  point  de  l'hélice  est  la  projection, 
sur  le  plan  de  la  section  droite  prise  pour  base,  de  la  portion 
de  tangente  en  ce  point  comprise  entre  son  point  de  contact  et 
sa  trace  sur  le  plan  de  la  base. 

Considérons  sur  la  courbe  les  deux  points  voisins  M  et  W, 
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dont  les  ordonnées  sont  MP  el  M'P'  ei  les  abscisses  curvili- 
gnes AA'AP  el  AA'AF.  On  a  (1094) 


MP 


M'P' 


^   '  AA'AP        AA'Al' 

Prolongeons  la  corde  MM' jusqu'au  point  T  où  elle  rencontre 
forcément  le  plan  de  la  base,  puisque  l'on  a    M'P'>>MP.  Ce 

Fig.  571. 


point  T  appartiendra  au  prolongement  de  la  corde  PP'   de  la 

base.  Les  deux  triangles  semblables  MTP,  M'T'P',  donnent 

alors 

MPMMP' 

TP  ~  TP'  * 


Par  suite,  en  vertu  de  Téquation  (i), 
TP 


TP 


TP'  ,        ,   ^.         TP' 

A  T7T-n7'    c  est-a-dire     -r-rr. — - 

A  A  A  i'       A  A'  A  P'  A  P  —  A  P 

On  peut  écrire  cette  dernière  égalité  sous  la  forme 

cordePP' 


TP^ 
AA'AP" 


TP^ 
AA  AP' 


arcPP' 


Lorsque  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M 
regardé  comme  fixe,  le  point  P'  se  rapproche  indéfiniment  du 
point  P.  La  sécante  M'MT  devient  la  tangente  M0  à  l'hélice 
au  point  M;  la  sécante  PTT  devient  à  la  fois  la  tangente  en  P 
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à  la  base  et  la  sous-langenie  P^  au  point  M.  La  limite  du  rap- 

corde  PP'  ,         ,,      .  ,    ^^^ 
port -—  étant  lunite  (292),  on  a  finalement 

,.  TP'  P6 

lim. 


AA'AP'^       AA'AP 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Corollaires. 

1097.  Le  rapport  ^  étant  constant  (109'f.),  le  rapport  de 

Vordonnée  d'un  point  à  la  sous-tangente  de  ce  point  est  aussi 
constant.  Le  triangle  MP0  étant  alors  toujours  semblable  à 
lui-même,  la  tangente  à  l'hélice  fait  un  angle  constant,  aussi 
bien  a(^ec  les  génératrices  du  cylindre  qu'avec  le  plan  d'une 
section  droite.  Ces  deux  angles  sont  complémentaires. 

Si  Ton  désigne  par  h  le  pas  de  l'hélice  et  par  C  le  périmètre 
de  la  base,  on  a  (1095) 

si  Ton  désigne  par  i  [fig,  570)  l'angle  suivant  lequel  les  géné- 
ratrices du  cylindre  sont  coupées  par  Thélice,  on  a 

.        •      C 

tangzrzr-. 

Pour  construire  la  tangente  en  un  point  M  de  l'hélice,  il 
suffit  donc  de  mener,  dans  le  plan  tangent  au  cylindre  en  ce 
point,  une  droite  faisant  l'angle  /  avec  la  génératrice  qui  passe 
parce  point. 

On  peut  aussi  prendre,  à  partir  du  point  P,  pied  de  l'ordon- 
née du  point  M,  sur  la  tangente  à  la  base,  une  longueur  Pô 
égale  à  l'arc  AP  rectifié,  et  joindre  le  point  Q  au  point  M. 

1098.  Si  Ton  enroule  un  fil  sur  une  courbe  quelconque,  une 
de  ses  extrémités  étant  fixée  en  un  point  de  la  courbe,  puis 
qu'on  le  déroule  en  le  tendant  constamment  dans  la  direction 
des  tangentes  à  la  courbe,  son  extrémité  libre  décrit  une  déve- 
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loppante  de  la  courbe  proposée  qui,  à  son  tour,  est  la  déve- 
loppée de  la  courbe  obtenue. 

Le  lieu  des  points  B  ou  des  traces  des  tangentes  à  l'hélice  sur 
le  plan  de  la  base  est  une  développante  de  cette  base.  La  sur- 
face formée  par  les  tangentes  elles-mêmes  est  connue  sous  le 
nom  d'hélicoïde  développable. 

ScOLfE. 

1099.  L'hélice  que  Ton  considère  le  plus  souvent  dans  les 
applications  est  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution.  Dans  ce 
cas,  le  périmètre  C  de  la  base  doit  être  remplacé  par  iTzr  et, 
alors,  il  est  commode  d'introduire  dans  les  formules  précé- 
dentes, au  lieu  de  /«,  la  quantité  —  qu'on  désigne  par  //  et 
qu'on  nomme  pas  réduit. 

§  VIII.  -  APPENDICE. 
I.  -  HOMOGRAPHIE  ET  INVOLUTION. 

DIVISIONS   HOMOGRAPHIQUES. 

1100.  On  donne  le  nom  de  dwision  à  une  suite  quelconque  de  points 
situés  en  ligne  droite.  Sur  cette  droite,  qu'on  appelle  base  de  la  division, 
on  choisit  à  volonté  une  origine  fixe  a^  et  l'on  indique  sans  ambiguïté  la 
position  d'un  point  quelconque  m  en  donnant  le  segment  am  en  grandeur 
et  en  signe. 

Dans  un  grand  nombre  de  questions  de  Géométrie,  on  est  conduit  à 
considérer  deux  divisions  dont  les  points  se  correspondent  un  à  un  sui- 
vant une  loi  déterminée  ;  on  appelle  alors  homologues  deux  points  cor- 
respondants quelconques,  et  on  les  désigne  par  une  même  lettre,  non 
accentuée  pour  le  point  de  la  première  division,  et  affectée  d'un  accent 
pour  le  point  de  la  seconde.  Soient  L  et  L' les  deux  bases  {fig.  672), 
m  et  m'  deux  points  homologues  ;  a  l'origine  prise  sur  la  base  L  et  U 
l'origine  choisie  sur  la  base  L'  (');  la  loi  suivant  laquelle  les  points  ho- 
mologues des  deux  divisions  se  correspondent  s'exprimera  alors  par  une 
équation  entre  les  segments  am  et  b'm\ 

On  dit  que  deux  divisions  sont  homographiques  lorsque  l'équation  qui 
exprime  la  loi  de  correspondance  des  points  homologues  m  et  m'  est  du 


(')  Nous  supposons,  pour  plus  d^  généralité,   que  les  origines  a  et  b'  no 
sont  pas  nécessairement  deux  points  homologues. 
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premier  degré  par  rapport  à  chacun  des  segments  am  et  U  m\  c'est-à- 
dire  est  de  la  forme 

(i)  k.am.b' m'  -h  B.«w  -4-  Ç,.b'm'  -^  D  =  o, 

A,  B,  C,  D,  étant  des  constantes  données. 

Deux  dwisions  homo graphiques  d'une  troisième  sont  homogrophiqucs 
entre  elles;  car  soit  une  autre  division  homographique  de  la  première  ; 
en  désignant  par  c"  l'origine  et  par  m"  Thomologue  de  m^  on  aura 

.   A, .  am .  c" m"  -h  B,  .  ani  4-  C, .  c"  ni"  h-  D^  =  o , 

et,  comme  l'élimination  de  am  entre  les  deux  relations  précédentes  con- 
duit évidemment  à  une  équation  de  même  forme  entre  b'm'  et  c" m" ^  les 
deux  divisions  engendrées  par  les  points  m'  et  m"  sont  homographiques. 

Souvent,  au  lieu  de  donner  les  quantités  A,  B,  G,  D,  on  donne  des 
couples  de  points  homologues.  Or,  l'équation  (1)  ne  renferme  en  réalité 
que  trois  coefficients  arbitraires,  qui  sont  les  rapports  de  trois  quel- 
conques des  quantités  A,  B,  C,  D,  à  la  quatrième  ;  d'ailleurs,  donner  un 
couple  de  points  homologues,  c'est  donner  une  valeur  de  am  et  la  valeur 
correspondante  de  b'  m\  c'est-à-dire  une  équation  du  premier  degré  entre 
les  trois  rapports  considérés.  Pour  déterminer  ces  rapports,  il  est  donc 
nécessaire  et  suffisant  d'avoir  trois  équations  de  ce  genre,  c'est-à-dire  de 
connaître  trois  couples  de  points  correspondants.  Ainsi,  r/^«x  divisions 
homographiques  sont  déterminées  par  trois  couples  de  points  homologues . 

1101.  Écartons,  pour  le  moment,  le  cas  particulier  où  A  est  nul;  nous 
pourrons  alors  diviser  par  A,  et  la  relation  homographique  (i)  prendra  la 
forme 

( 2 )  am,b' m'  —  ). . am  —  a,b' m'  -+-  v  —  o. 

Les  coefficients  X  et  |x  ont  des  significations  géométriques  remarquables. 
Nous  désignerons  toujours,  dans  la  suite,  par  1  le  point  de  la  première 
division  qui  est  l'homologue  du  point  situé  à  l'infini  dans  la  seconde,  et 
par  J' le  point  de  la  seconde  division  qui  répond  à  l'infini  de  la  première. 
Si,  dans  la  relation  (2),  on  fait  am  infini  après  avoir  divisé  par  am^  on 
trouve 

b'  y  —  A  —  o,    d'où    X  =^  ^' J', 

et  l'on  a  de  même,  en  faisant  b'm'  infini, 

a\  —  ij.  —  o^     d'où     1-1  =  al, 

La  relation  homographique  (2)  peut  être  transformée  de  bien  des  ma- 
nières. Voici  les  deux  autres  formes  les  plus  utiles  : 
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i^  L'équation  (a)  peut  s'écrire 

( ani  —  ii.)[b' m'  —  \)z=z  k^ 

fi  étant  une  constante;  en  remplaçant  alors  >  et  a  par  les  valeurs  ci- 
dessus,  on  trouve 

(3)  ImSui'  ^  h, 

formule  très-usuelle  ;  car,  dans  les  applications,  on  détermine  en  général 
très-aisément  les  points  I  et  J',  auxquels  o-n  donne  le  nom  de  points  li- 
mites. 

2^  Soient  <?,  b^  c,  trois  points  choisis  à  volonté  dans  la  première  divi- 
sion; a\  //,  c\  leurs  homologues  dans  la  seconde,  et  w,  m',  un  quatrième 
couple  quelconque  de  points  correspondants.  La  relation  (3)  donne 

-— :  )       d  ou       C(l  =z  1<7  —  Ir  =   --    77-7-7, 
\  c  ô  (l  .é 


\(t  =  jr—j     If  "  7,—  >     d'où     c{i  =  lu  —Il  —  —  TT-T-TT—;  'c'a\ 


En  formant  les  valeurs  analogues  de  cb,  ina^  mb^  et  les  portant  dans 
l'expression  du  rapport  anharmoniqiie 

,    j       ,  ca     ma 

iaOcm)     ou     —7  :  — r  ? 
eu    mu 

on  trouve 

( 4 )  (  fibcm ]=  [dU c  m' ) , 

Donc,  pour  que  deux  divisions  soient  homograpJdqueSy  il  faut  et  il  suffit 
que  tout  système  de  quatre  points  de  la  première  ait  le  même  rapport 
anJwrmonique  que  les  quatre  points  homologues  de  la  seconde.  C'est  cette 
propriété  que  M.  Chastes  prend  pour  définition  dans  sa  Géométrie  supé- 
rieure. 

1102.  Examinons  maintenant  le  cas  où  A  est  nul.  La  relation  homogra- 
phique  (i)  se  réduit  alors  à 

B.am  -hC.b'  m'  -4-  D  =  o, 

ou,  comnie  D  et  G  ne  sauraient  être  nuls  à  la  fois,  à 

am  =  /f(b'  m'  —  /?), 

h  et  /  étant  deux  constantes.  Lorsque  m  est  en  a,  le  premier  membre 
s'annule,  et,  comme  m'  coïncide  alors  avec  l'homologue  a'  de  a,  on  voit 
que  /i  =  b'a'  et,  par  suite,  que  l'équation  précédente  peut  s'écrire 

am~  k[b' m'  —  b'a')     ou     am  —  k,a'm'. 

Donc  les  deux  droites  L  et  L'  sont  divisées  en  parties  proportionnelles. 
R.  et  DE  C.  —   Tr.  de  Géom.  {\V  Partie).  24 
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On  dit,  dans  ce  cas,  que  les  doux  divisions  homographiques  sont  seni' 
blablcs. 

Dans  deux  divisions  semblables ^  les  points  h  V infini  sont,  homologues  ; 
car,  d'après  l'équation  précédente,  am  et  r//// deviennent  infinis  en  môme 
temps.  Uéciproquement,  deux  divisions  Jio7nograpJd(jues  dont  les  points  à 
Vin  fini  se  corrcspojident  sont  semblables  ;  car,  si  dans  l'équalion  (i),  préa- 
lablement divisée  par  am.b'm',  on  fait  à  la  fois  <?/;/  et  b' m'  infinis,  on 
voit  que  A  =  o. 

Lorsque  le  coefficient  /•  qui  figure  dans  la  relation  précédente  est  égal 
à  4-  I,  les  deux  divisions  sont  dii^^  égales  ;  elles  sont  égales  et  de  même 
sens  pour  /  =  i ,  égales  et  de  sens  contraires  pour  k  -=  —  1 . 

Pour  deux  divisions  semblables,  la  relation  (3)  n'a  plus  de  sens;  mais 
il  est  évident  que  la  relation  (4)  subsiste  encore. 

Ii03.  Deux  divisions  <7Z>r////?. . ,. ,  ri^b^c^m^n^, . .  .  sont  dites  homologiques, 
lorsqu'elles  sont  la  perspective  Tune  de  l'antre,  c'est-cà-dire  lorsque  les 
droites  bb^^  cc^^  . . . ,  /?//??,, . .  . ,  qui  joignent  les  points  homologues  con- 
courent en  un  môme  point  S  {fig.  5yi). 


Deux  dii^isions  homologiques  sont  homographiques,  puisque  le  rapport 
an  harmonique  est  une  expression  projective;  le  point  d'intersection  {a,  a^ 
des  deux  bases  L  et  L,  est  alors  un  point  homologue  commun.  Récipro- 
quement, deux  divisions  homographiques  cjui  ojit  un  point  homologue 
commun  sont  homologiques  ;  c'est  le  théorème  fondamental  du  n°  324  avec 
un  autre  énoncé. 

On  déduit  de  là  un  moyen  très  simple  pour  construire  deux  divisions 
homographiques  dont  on  donne  trois  couples  de  points  homologues. 
Soient  [a^  «'),  (^,  ^'),  (c,  c'),  les  trois  couples  donnés,  et  jn'  un  point 
quelconque  de  la  deuxième  division  ;  il  s'agit  de  trouver  le  ppint  m  de  I^ 
première  division  qui  est  l'homologue  de  m',  A  cet  effet,  on  portera 
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îa  division  L',  à  l'aide  d'une  bande  de  papier,  sur  une  droite  quel- 
conque Lj  passant  par«,  de  façon  que  a'  vienne  en  a\b^,  c^,  /;?,,  étant  les 
positions  que  prennent  alors  Z'',  c'^in\  enjoindra  w,  au  point  de  concours  S 
des  droites  Z'^,  et  rr,,  et  l'intersection  des  droites  S/;z,  et  L  sera  le 
point  demandé  m.  Il  est  chiir,  en  effet,  que  le  système  abcm  est  homo- 
logiqiie  du  système  n^h^c^m^^  et,  par  suite,  homogra^hique  de  son  éga- 
a'b'c'm', 

DIVISIONS    HOMOGRAPHIQUES    DE    MEME    BASE. 

llOi.  Deux  divisions  homographiques  peuvent  être  situées  sur  une 
même  droite  L;  on  appelle  b\0Y^  point  double  tout  point  de  cette  droite 
qui,  considérée  comme  appartenant  à  la  première  division,  coïncide  avec 
son  homologue  de  Fautre  division. 

Deux  divisions  homographiques  de  même  base,  qui  ont  trois  points 
doubles,  coïncident;  car  a,  b,  c,  étant  les  trois  points  doubles,  et  [m,  m'} 
un  couple  quelconque  de  points  homologues,  l'égalilé  des  rapports  anhar- 
moniques  [abcm)  et  (  abcm')  exigent  que  m  et  m' coïncident.  11  suit  de  là 
que  deu.v  divisions  homographiques  distinctes  et  tracées  sur  une  même 
droite  ne  peuvent  avoir  plus  de  deux  points  doubles, 

1105.  Pour  étudier  plus  complètement  la  question  des  points  doubles, 
prenons  pour  origine  commune  le  milieu  0  de  la  droite  IJ'  qui  unit  les 
points  homologues  de  l'inflni  [Jlg.  ôyS)  ;  on  aura  alors  OJ'  ^  —  01,  c'est- 

Fig.  573. 


y\  r 


à-dire  (1101  )  a  =  —  p^  et  l'homographie  des  deux  divisions  s'exprimera 
par  l'équation 

Om.Om'  -  X  (Ow  -  Ow')  -+-  v  =  o, 

ou 

(5)  Om.Ofn  -hl.mm'  -i-^j  =  o. 

Nous  savons  d'ailleurs  que).  =  OJ' =  —  01  ;  et,  pour  avoir  la  signifi- 
cation géométrique  de  v,  il  suffit  de  supposer  que  m  est  en  0;  car  alors, 
m'  coïncidant  avec  l'homologue  0' de  0,  l'équation  (j)  donne X. 00'  4- v=:=o, 
d'où  v=:  — OJ'.00'  =  OI.OO'. 

Cela  posé,  pour  qu'un  point  m  soit  double,  c'est-à-dire  pour  qu'il  coïn- 


Ô-2  GÉOMÉTRIE    BAÎsS    l'kSîACE. 

cide  avec  son  homologue  m'y  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait,  en  vertu  de 
1  équation  (3). 


0/;/    H-  V  =  o     ou      0  ni  =  ±:\/ OJ' . OU'. 

On  conclut  de  là  que  (/eux  dwisioiis  homograpJiiqucs  de  même  hase  ont 
toujours  deux  points  doubles  réels  ou  inuiginaircs,  et  que  le  milieu  des 
])oint  s  doubles  coïncide  m^ec  le  milieu  du  segnw/H  \S'  fojiné  j)iir  hs  poin's 
lindtes. 

Les  foints  doubles  sont  imaginaires  lorsque  les  segments  O.Vet  00'  ont 
d:?s  signes  contraires,  c'est-à-aire  lorsque  0'  et  J'  sont  de  part  et  d'autre 
de  0.  Ils  sont  réels  lorsque  0'  et  J'  sont  d'un  même  côté  du  point  0  ; 
dans  ce  cas,  en  menant  par  0  une  tangente  au  cercle  décrit  sur  OM 
comme  diamètre,  puis  rabattant  cette  tangente  OT=v/ÔO'.OJ'  sur  la 
dioite  L  en  Oe  et  en  0/,  on  a  les  deux  points  doubles  e  et/. 

îiOG.  Pour  que  deux  divisions  lionv'graphiques  de  menw  base  soient 
senddables,  il  faut  et  il  sujfit  (llOi^)  que  Vun  des  points  doubles  soit  à 
Vinfun. 

On  voit  immédiatement  que  :  i"^  pour  que  deux  divisions  soient  égab's 
et  de  même  sens,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  points  doubles  soient  à 
r infini  ;  2"  pour  que  deux  divisions  soient  égales  et  de  sens  contraires, 
d  faut  et  il  suffit  que  Vun  des  points  doubles  soit  à  V infini  et  que  Ir 
second  poi /H  double  soit  le  milieu  de  tous  les  segments  mm'  formés  pat- 
deux  points  homologues  quelconques, 

1107.  Cette  théorie  des  points  doubles  nous  amène  naturellement  à  dire 
un  mot  de  la  dc'termination  simultanée  de  deux  points  et  du  rôle  des  ima- 
ginaires en  Géométrie. 

Soient  [Jig.  200)  une  origine  fixe  0  sur  une  droite  X'X,  et  A  et  B 
deux  points  quelconques  de  cette  droite.  Au  lieu  de  donner  les  segments 
OA  et  OBqui  détermineraient  individuellement  les  points  A  et  B  (303), 
on  peut  donner  la  demi-somme />>  et  le  produit  q  de  ces  deux  segments, 
qui  sont  alors  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

x"^  —  ipx  -{-  q—O, 

Les  nombres  p  et  q  sont  dits  les  éléments  du  couple  (A,  B)  ;  leur  con- 
naissance détermine  simultanément  les  deux  points  A  et  B. 

Les  nombres />>  et  q  étant  supposés  réels,  les  segments  OA  et  OB  seront 
réels  ou  imaginaires  (conjugués),  selon  que  la  quantité  p''  —  q  sera  posi- 
tive ou  négative;  dans  ce  dernier  cas,  les  points  A  et  B  cessent  d'exister, 
et  l'on  dit  qu'ils  sont  imaginaires. 

Deux  points  imaginaires  A  et  B,  ainsi  définis,  peuvent  avoir  des  rola- 
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tiens  réelles  avec  des  points  réels;  ce  sont  des  relations  contenant  d'une 
manière  symétrique  les  segments  imaginaires  conjugués  OA  et  OB,  de 
telle  sorte  que,  tous  calculs  effectués,  il  ne  reste  plus  dans  les  équations 
que  les  éléments  réels 7^  et  q  du  couple  (A,  B)  et  les  autres  quantités 
r^'eiles  étrangères  à  ce  couple.  Considérons,  par  exemple,  deux  couples 
de  points  (A,  B),  (C,  D)  situés  sur  la  droite  X'X  (Jig.  aco'  et  définis 
respectivement  par  les  équations 

.r^  —  2p,x  -I-  y  =  o,     œ^  —  ip' x-^  (/  =  o. 

Supposons  que  ces  points  soient  réels  et  forment  une  division  harmo- 
nique ;  on  aura  alors  la  relation 

,    .  CA  DA 

qui,  après  qu'on  y  a  reiv.placé  les  segments  CÂ,CB,  . . .  par  leurs  valeurs 
OA  —  OC,  OB  —  OC,  . . . ,  revient,  tous  calculs  effectués,  à  la  suivante  : 

(2)  '7-i-'/' =  2/;//, 

dans  laquelle  les  deux  couples  de  points  (A,  B),  (G,  D),  ne  figurent  plus 
qne  par  leurs  éléments  (/;,  <y),  (//,  (j). 

Cela  posé,  supposons  que,  le  couple  (A,  B)  restant  réel,  la  quantité 
jp — q  devienne  négative  ;  les  points  C  et  D  cesseront  d'exister,  et  la 
relation  (  ï  )  n'aura  plus  de  sens  explicite;  mais  rien  n'empêchera  de  la 
conserver  comme  manière  symbolique  d'écrire  la  relation  (2)  qui  sub- 
siste toujours,  et  à  laquelle  la  relation  (  i  )  se  réduit  lorsqu'on  effectue  les 
calculs  d'après  les  règles  de  l'Algèbre.  Ainsi,  au  lieu  de  dire  que,  lorsque 
p'-—q  est  négatif,  il  n'existe  plus  de  couple  de  points  divisant  harmo- 
niquement  le  segment  AB,  mais  qu'il  existe  seulement  entre  les  éléments 
p,q,p\q\  la  relation  (2),  on  pourra  dire  que  le  couple  (C,  D)  des  points 
qui  divisent  harmoniquement  le  segment  AB  devient  imaginaire,  et  em- 
ployer la  forme  symbolique  (  i  ),  qui  fait  bien  plus  image  que  la  relation  (2) 
à  laquelle  elle  revient  au  fond.  Les  avantages  de  cette  nouvelle  manière 
de  voir  sont  connus  du  lecteur  qui  est  déjà  versé  dans  l'Analyse  algé- 
brique. En  Géométrie  comme  en  Algèbre,  l'introduction  des  imaginaires 
permet  de  généraliser  les  énoncés,  évite  les  subdivisions,  et  leur  emploi 
transitoire  fournit  des  démonstrations  rapides  et  élégantes. 

Remarquons  en  terminant  que,  si  (comme  nous  le  supposons  tou- 
jours) les  éléments  p,  ^/,  //,  </',  sont  réels,  la  relation  (2)  exige  que 
l'une  des  deux  quantités  //  —  (/,  p'^^  —  q\  soit  poeitive  ;  car,  si  l'on  avait 
à  la  fois 

ïr  —  q<0,     p"  —  q'  <  o, 
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on  aurait 

ou,  à  cause  do  (9.), 

jr  -\-  ])''  —  'ipj)  <  o,     c'esl-à-dire     (/;  —  //  )'  <  o, 

ce  qui  est  absurde.  Ainsi,  quand  deux  couples  de  points  en  li^nc  drnîie 
jorment  une  division  harmonique,  Vun  des  couples  au  moins  est  réel. 

Rappelons  enfin  la  signification  géométrique  de  l'élément/;  ;  cet  élément 
exprime  la  distance  de  l'origine  0  (y?^.  200)  au  milieu  1  du  segment  AB, 
puisqu'on  a 

^,  :^  l(0A-4-0B)-0I     (303V 

Lorsque  le  couple  (A,  B)  est  imaginaire,  les  imaginaires  disparaissent 
dans  la  somme  des  deux  quantités  conjuguées  OA  et  OB,  de  sorte  que  le 
milieu  I  du  serment  compris  entre  deux  points  imaginaires  ro/^Jugués  A 
et  B  est  toujours  réel. 


FAISCEAUX    IIOMOGRAPUIQUES. 

1108.  On  dit  que  deux  faisceaux  sont  homograp/uques  lorsqu'on  peut 
trouver  deux  droites  L  et  L' qui  les  coupent  suivant  deux  divisions  bomogra- 
phiques.Il  est  clair  qu  alors  toute  section  rectiligne  L,  du  premier  jcùscec ai 
sera  homographique  cVunc  section  rectiligne  quelconcjue  L\  du  second 
faisceau;  car  les  divisions  L  et  L,,  étant  en  perspective,  sont  homogra- 
phiques  (1103)  ;  il  en  est  de  même  de  L'  et  de  L\,  et,  comme  L  et  L'  sont 
homographiques  par  hypothèse  et  que  deux  divisions  homograi)hiques 
d'une  troisième  sont  homographiques  entre  elles  (1100),  les  doux  divi- 
sions L,  et  L',  sont  homographiques. 

Pour  que  deux  faisceaux  soient  homographiques ,  il  faut  et  il  suffit 
que  quatre  droites  quelconques  du  premier  aient  le  même  rapport  anhar- 
monique  que  les  ciuatre  droites  homologues  du  second  (320  et  1101,  a°). 

Deux  faisceaux  himographiques  sont  déterminés  par  trois  couples  de 
rayons  homologues  (1100). 

Quand  deux  faisceaux  homographiciues  ont  un  rayon  homologue  com- 
mun, les  autres  rayons  homologues  se  coupent  deux  à  deux  sur  une  ligne 
droite  :  c'est  le  théorème  fondamental  du  n°  32:2  avec  un  autre  énoncé. 

1109.  Deux  faisceaux  homographiques  de  même  centre  ont  toujours 
deux  rayons  doubles  {réels  ou  imaginaires)^  c'est-à-dire  deux  rayons 
tels,  que  chacun  d'eux,  considéré  comme  appartenant  au  premier  faisceau, 


LIVîlE    yill.    —    LES    COURBES    USUELLES.  Z'jD 

coïncide  avec  son  homologue  dans  le  second  faisceau.  On  obtient  ces 
rayons  en  joignant  le  centre  commun  des  deux  faisceaux  aux  points 
doubles  des  deux  divisions  homographiques,  déterminées  par  les  deux 
faisceaux  sur  une  transversale  arbitraire. 

Lorsfjuun  angle  tourne  autour  de  son  sommet  S  (J^g.  ■^/iS  ^^(^'^  deux 

Fig.   574. 


côtés  engendrent  deux  faisceaux  homographiques  concentriciucs^  car,  les 
angles  du  premier  faisceau  éîant  respectivement  égaux  à  ceux  du  second, 
quatre  droites  quelconques  du  premier  faisceau  ont  (3ïil)  le  même  rap- 
port anharmonique  que  les  quatre  homologues  du  second.  Les  rayons 
doubles  de  ces  deux  faisceaux  sont  évidemment  imaginaires^  et  il  importe 
de  remarquer  que  la  position  de  ces  rayons  doubles  imaginaires  est  indé- 
pendante de  la  grandeur  de  V angle.  En  effet,  soit  L  une  transversale 
quelconque  et  l'SI,  O'SO,  J'SJ,  trois  positions  de  l'angle  donné  relatives, 
la  première  au  cas  où  le  second  côté  est  parallèle  à  L,  la  seconde  au  cas 
où  le  premier  côté  est  perpendiculaire  à  L,  et  la  troisième  au  cas  où  le 
premier  côté  est  parallèle  à  L.  Tout  revient  à  trouver  les  points  doubles 
imaginaires  des  deux  divisions  homographiques  que  les  côtés  de  l'angle 
tracent  sur  L.  Or  I  et  V  sont  les  points  limites  de  ces  deux  divisions, 
et  0,  qui  est  évidemment  leur  milieu,  est  le  milieu  des  points  doubles; 
ces  points  sont  donc,  de  part  et  d'autre  de  0,  à  une  distance  égale 

(1105)  à  

\/0J'.00"=  v/— OJ'.O'O. 

Mais,  puisque  O'SO  =  J'SJ,  l'angle  O'SJ'  est  droit,  et  l'on  a 
O'O.OJ'  =  SÔ'  ; 

donc,  la  distance  du  point  0  aux  deux  points  doubles  est  égale  à  SO.v/^^îT; 
d'où  l'on  voit  qu'elle  dépend  de  la  distance  de  la  transversale  L  au  som- 
met S  de  l'angle,  mais  en  aucune  manière  de  la  grandeur  de  cet  angle. 

Réciprocjuement,  lorsque  deux  divisions  homographiques  de  même  base 
ont  leurs  points  doubles  imaginaires,  on  peut  considérer  ces  deux  divisions 
comme  tracées  par  un  certain  angle  de  grandeur  constante  tournant 
autour  de  son  sommet.  En  effet;  1  et  J'  étant  les  homologues  de  l'infini, 
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0  leur  milieu  et  0'  ton  homologue,  décrivons  une  circonférence  sur  O'J' 
comme  diamètre,  jusqu'à  la  rencontre  S  (ou  SJ  de  la  perpendiculaire 
élevée  par  0  sur  la  base  L.  L'angle  OSO',  en  tournant  autour  du  point  S, 
tracera  sur  Ldeux  divisions  homographiques  dont(0,  0'),  (I,  co  ),  (co  ,  J') 
seront  trois  couples  de  points  homologues;  car,  si  l'on  mènel'SJ  paral- 
lèle à  L,  les  angles  OSJ,  O'SJ',  l'SO,  étant  droits,  les  angles  JSJ'.  O'SO, 
rSï,  seront  égaux.  Donc  ces  deux  divisions,  ayant  trois  couples  de  points 
homologues  communs  avec  les  deux  divisions  proposées,  ne  diiïèrent  pas 
de  celles-ci. 


intersfxïion   d  l^;e   droite  et  d  un  cercle.  —  p0i>its   cycliques 
d'u?5  plan. 

1110.  Il  résulte  du  n°  321  que  :  i^  lorsqu'un  point  mobile  m  décrit 
un  cercle,  les  droites  P///,  P'/;?,  cjuijnig/ient  ce  point  à  deux  points  Jixes, 
P  et  P',  pris  à  volonté  sur  la  circonjércnce^  forment  deux  faisceaux 
homogiriphiciues  ;  i""  lorsqu'une  droite  mobile  enveloppe  un  cercle,  elle 
trace  sur  deux  tangentes  fixes  de  ce  cercle  deux  divisions  homogra- 
phiques. 

Une  droite  ciuelconque  L  du  plan  dhin  cercle  G  rencontre  toujours  la 
circonférence  en  deux  points  [îéels  ou  imaginaires]  ;  car,  les  deux  divi- 
sions homographiques  tracées  sur  L  par  les  rayons  P/7i,  P'm,  des  deux 
faisceaux,  ont  toujours  deux  points  doubles  (réels  ou  imaginaires).  Le 
j  ni  lieu  des  deux  points  d'intersection  est  toujours  réel  :  c\?st  la  projection 
0  du  cenifX'C  du  cercle  sur  la  droite  L  ;  car,  si  Ton  choisit  pour  les  points 
P  et  P'  (fig.  5y5)  les  extrémités  du  diamètre  perpendiculaire  à  L,  les  deux 
points  I  et  J',  homologues  de  l'infini  dans  les  deux  divisions  homogra- 
phiques y-ê. . . ,  a'ê'. . . ,  tracées  sur  L,  coïncident  avec  0,  de  sorte  que  0 
est  le  milieu  des  deux  points  doubles.  Le  carré  de  la  distance  des  deux 
voints  d'intersection  au  point  0  est  égal  à  la  puissance  du  point  0  par 
rapport  au  cercle,  changée  de  sig/ic.  Car,  puisque  I  et  J'sont  confondus 
avec  0,  le  produit  0^.0  a'  est  constant  (llOo),  et  le  carré  de  la  distance 
du  point  0  aux  deux  points  doubles  est  égal  à  cette  constante;  or,  si  S 
ei  p'  sont  les  deux  points  homologues  qui  répondent  au  point  /?,  milieu 
du  demi-cercle  P//zP',  0^  et  Op'  sont  en  valeur  absolue  égaux  à  OP  et  à 
OP',  et  la  constante  est  égale  à  —  OP'.OP. 

MU.  Considérons  un  cercle  G  {fig.  5y5)  et  la  droite  à  l'infini  située 
dans  son  plan.  P  et  P'élant  deux  points  fixes  pris  à  volonté  sur  la  cir- 
conférence G,  les  rayons  V  m  et  V'm  tracent  sur  la  droite  de  l'infini,  quand 
le  point/?/  décrit  le  cercle,  deux  divisions  homographiques  dont  les  points 
doubles  imaginaires  appartiennent  à  la  fois  à  la  droite  et  aiî  cercle.  Or, 
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si  01  est  un  point  pris  à  volonté  dans  le  plan  du  cercle,  les  parallèles  à  Vm 
ci  P'w,  menées  par  ce  point,  vont  couper  la  droite  de  l'intmi  aux  mêmes 
points  a  et  a'  que  les  rayons  Pm  et  V'm;  d'ailleurs,  l'angle  «w^'  de  ces 

Fig.  57b. 
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parallèles  est  constant,  puisque,  en  vertu  de  la  propriété  de  l'angle  inscrit, 
l'inclinaison  mutuelle  des  droites  Pm  et  P' w  ne  varie  pas;  donc,  les  points 
d'intersection  du  cercle  et  de  la  droite  de  l'infmi  sont  les  points  doubles 
imaginaires  des  deux  divisions  homographiques  tracées  sur  cette  droite 
par  un  angle  de  grandeur  constante  tournant  autour  du  point  w. 

En  faisant  varier  la  position  et  la  grandeur  du  cercle  ainsi  que  la  posi- 
tion des  points  P  et  P'  sur  le  cercle,  on  ne  fait  que  changer  la  grandeur 
de  l'angle  qui  tourne  autour  du  point  fixe  w,  et,  comme  la  situation  des 
points  doubles  imaginaires  est  indépendante  (H09)  de  la  grandeur  de 
l'angle,  on  arrive  à  cette  conclusion  :  Tous  les  cercles  situés  dans  un  plan 
ont  les  deux  mêmes  points  imaginaires  communs  avec  la  droite  à  Vinfini 
de  ce  plan.  Nous  donnerons  à  ces  deux  points,  dont  la  considération  est 
souvent  utile,  le  nom  de  points  cjclicpies  du  plan. 

Deux  cercles  quelconques,  G  et  C,  admettent  donc  la  droite  de  l'infini 
pour  corde  commune.  \]axe  radical  L  des  deux  cercles  est  une  seconde 
corde  commune;  en  effet,  les  points  réels  ou  imaginaires  où  cet  axe  ren- 
contre l'un  quelconque  des  deux  cercles  sont  de  part  et  d'autre  du  point 
0,  à  une  distance  égale  à  la  racine  carrée  de  la  puissance,  prise  en  signe 
contraire,  du  point  0  par  rapport  au  cercle  considéré  (liiO);  et  comme, 
si  L  est  l'axe  radical,  le  point  0  a  la  même  puissance  par  rapport  aux 
deux  cercles,  on  voit  que  l'axe  radical  coupe  ces  cercles  aux  deux  mêmes 
points. 

Ainsi,  deux  cercles  quelconques  ont  toujours  quatre  points  d^ intersec- 
tion situés  deux  à  deux  sur  deux  cordes  communes  réelles,  qui  sont  F  axe 
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radical  et  la  droite  de  l'infud.  Les  deux  points  d'intersection  situés  sur 
l'axe  radiccd  peuvent  être  tous  deux  réels  ou  tous  deux  imaginaires. 
Quand  les  cercles  sont  concentriques,  l'axe  radical  passe  à  l'infini,  les 
deux  cordes  communes  se  confondent,  et  les  deux  cercles  ont  un  double 
contact  imaginaire  à  l'infini.  Ces  dernières  idées  ont  été  émises  d'abord 
l)ar  Poncelet  {Propriétés projectiles,  i/*"  Section,  Chapitre  II);  mais,  de- 
puis cette  époque,  l'introduction  des  imaginaires  en  Géométrie  a  domic 
lieu  à  de  remarquables  travaux  (Smitii,  Anncdes  de  TojHoUni,  18G0; 
Laguerre,  Nouvelles  Annales,  1870,  etc.). 

DIVISIONS   ET    FAISCEAUX   HOMOGRAPHIQUES  EN   INVOLUTION. 

1112.  On  dit  que  deux  divisions  homographiques  de  môme  base  L 
forment  une  involution,  lorsqu'on  peut  trouver  sur  la  droite  L  un  point 
a  qui,  considéré  successivement  comme  appartenant  à  l'une  ou  à  l'autre 
division,  a  toujours  pour  homologue  le  même  point  a' . 

L  homographie  de  deux  divisions  de  môme  base  s'exprime  (llOo)  par 
îa  relation  générale 

(  I  )  Om.Oni'  -f-  O.î  ' .  ni  m  '  -4-  v  ==  o , 

0  étant  le  milieu  des  points  I  et  J'  dont  les  homologues  sont  à  l'infini. 
Pour  que  l'égaUté 

Oa.Oa  -\- Oy.au'    r--^  =  o 

ne  change  pas  quand  on  permute  a  et  a',  il  faut  et  il  sufllt  que  OV  -^  o, 
Donc^  pour  (jue  deux  divisions  homographifjues  forment  une  iiwolulion,  il 
fcuit  et  il  suffit  que  les  points  I  et  J',  homologues  de  ï infini,  coïncident. 
La  relation  (  1  )  se  réduit  alors  à 

(2)  Om.Om'  -=  const., 

et  la  symétrie  de  cette  équation,  par  rapport  àOw  et  à  0/;/,  montre  que 
tous  les  couples  de  points  homologues  jouissent  de  la  même  propriété 
que  le  couple  [m,  m').  Ainsi,  dans  deux  divisions  homographiques  cnin- 
volution,  tout  point  considéré  successivement  comme  appartenant  à  la 
première  et  à  la  seconde  division  a  toujours  le  même  homologue. 

Le  point  0,  oii  sont  réunis  les  points  I  et  J'et  dont  le  conjugué  est  à 
l'infini,  reçoit  le  nom  de  point  central  de  Vinvolution. 

1113.  L'équation  (2),  très-commode  à  cause  de  sa  simplicité,  est  trop 
particulière.  Lorsqu'on  veut  prendre  pour  origine  commune  des  deux 
divisions,  non  plus  le  point  central  0,  mais  un  point  quelconque  a  de  la 
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base,  il  suffît  d'exprimer  dans  la  relation  (1101) 

am .  am'  —  \ .  ani  —  ijl  .  ani!  -f-  v  —  o 

que  les  points  ï  et  J'  coïncident,  c'est-à-dire,  puisque  (1101)  À  =  aV  et 
p.  =  a\^  que  A  =  \x.  L'équation  d'involution  est  alors 

(  3  )  am . am'  —  a  (  am  -f-  a/?i')  -h  v  =  o. 

On  voit  qu'elle  ne  renferme  que  deux  coefficients  arbitraires  l  et  v,  de 
sorte  qu'//  suffit  de  deux  couples  de  points  homologues  pour  détermine?' 
une  involutum . 

Soient  [a^a'),  [h^  ^'),(<',  c'),  trois  couples  de  points  homologues  de 
deux  divisions  en  involulion  :  quatre  quelconques  de  ces  six  points  ont 
leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  Jiomologues  ; 
ainsi  l'on  a,  par  exemple,  (aùcb'  )  =  {a'b'c' b)^  car  les  deux  systèmes 
abcb\a'b'c'b^  sont  homographiques.  Réciproquement,  pour  que  trois 
couples  de  points  (a^a'),  (b^  b')^  (c,  <?'),  en  ligne  droite,  soient  en  involution, 
c'est-à  dire  pour  que  les  points  c  et  c'  soient  deux  points  homologues 
des  deux  divisions  homographiques  en  involution  déterminées  par  les 
deux  couples  (<7,  «')et  [b^  b')^  il  suffit  que  quatre  de  ces  points  aient 
leur  rapport  anharmonique  égcd  à  celui  de  leurs  homologues  ;  car,  si  l'on 
a,  par  exemple,  {abcb')  =  (a'b'c'b')^  les  deux  divisions  abcb\  a'b' c'b, 
sont  homographiques,  et  au  point  ^,  considéré  tour  à  tour  comme  appar- 
tenant à  la  première  et  à  la  seconde  division,  répond  toujours  le  même 
point  b'. 

W  résulte  de  là  que  V involution  est  une  pjropriété  projective. 

1114.  On  sait  que  deux  divisions  homographiques  de  même  base  ont 
deux  points  doubles  réels  ou  imaginaires,  dont  le  milieu  coïncide  avec  le 
milieu  des  points  I  et  J'  homologues  de  l'infini.  Donc,  toute  involution  a 
deux  points  doubles  e  et  /,  réels  ou  imaginaires,  dont  le  milieu  est  le 
point  central  0  ;  cela  résulte  d'ailleurs  de  la  relation  (2)  qui  donne,  pour 
les  segments  Oe  et  0/ relatifs  aux  points  doubles^ 

0  c  --=  -h  v^UTûjT?,    0/  :^  —  v/ U iTTïïT?, 

[a,  a')  étant  un  couple  quelconque  de  points  homologues. 

Ces  expressions  montrent  encore  que  le  segment  ef,  formé  par  les  deux 
points  doubles  réels  ouimagincdres,  est  divisé  harnioniquement  par  chaque 
couple  de  points  homologues  (r/,  «'),  (^,  ^'), . . .  f  '  ).  Lepoint  central,  ayant 
même  puissance  par  rapport  à  tous  les  couples  (a,  a'),  (b,  b'),  ...  de 

(*)  Il  résulte  de  là  que,  lorsque  l'un  des  points  doubles  e  est  à  rinfini, 
l'autre  point  double  /  est  le  milieu  de  tous  les  segments  an',  bb' ,  ce',  .... 
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points  homologues,  apfiiirlieiu  à  l'axe  radical  de  deux  cercles  quelconques 
ayant  respeclivemcni  pour  cordes  deux  scLaiieuîs  quelconques <7(^/,  uh\.... 
Donc  :  i''  Si  sw  les  divers  sci^incnts  ad .  l)u\  cc'^.  . .  formes  par  ehaijuc 
couple  de  points  Iioi/iologues,  on  déerit  des  eireoiifereiiees  passant  toutes 
par  un  niernc  point  queleonque  extérieur  à  la  hase^  ees  eireonférenees 
ant  un  second  point  conunun  et  leur  corde  comnmne  coupe  la  hase  au 
]ioint  central;  2°  les  circonjére/ices  décrites  sur  les  divers  segnie/iis  aa\ 
hb\  cc\  .  .  .  comme  diamètres,  ont  pour  axe  radical  commun  la  per- 
pendiculcdre  à  la  base  élevée  par  le  point  central. 

Nous  avons  déjà  trouvé  la  plupart  do  ces  résultats  au  n"  381  où 
nous  avons  ébauché  en  quelque  sorte  la  théorie  de  Finvolution  en 
prenant  pour  point  de  départ  la  relation  (2)  ci-dessus.  Nous  renver- 
rons à  ce  numéro,  pour  ce  qui  concerne  l'influence  do  la  réalité  ou  de 
l'imaginarité  des  points  doubles  sur  la  disposition  des  points  d'une  di- 
vision involutive. 

1 1 L').  Les  points  doubles  e  et  f  de  deux  divisions  homograpJiiques  cpœl- 
coiapiies,  abc^ ....  a!  h' c' , .  .  .  ^  de  même  base,  forment  une  involution  avec 
chaque  système  de  deux  couples  tels  que  ab'  et  a'b:  car  on  a 

( a bef)  =  (a'  1/ ef  )  —  (  b'  a'fe )     (318  ) , 

do  sorte  que  les  deux  figures  abef,  b'  a'fe,  sont  homographiques,  et  que 
le  point  e,  considéré  tour  à  tour  comme  a[)partenant  à  l'une  et  à  l'autre, 
a  toujours  le  môme  homologue  f. 

On  conclut  de  là  (il H)  que  :  i''  les  trois  circonférences,  menées  par 
un  même  point  g  quelco/apie  extérieur  éc  la  base  et  par  les  trois  seg- 
ments ab',  bcé ^  ef  passent  toutes  trois  par  un  second  point  comnwn  ; 
V  les  circonférences  décrites  sur  ab' ^  ba' ,  ef  comme  diamètres^  ont 
même  axe  rculiccd. 


RELATIONS    METRIQUES    ENTRE    TROIS    SEGMENTS    EN    INVOLLTION. 

IIK).    Soient  (a.  ce),  (b,  b'),  (c,  c'),  trois  couples  de  points  (  réeis 
ou  imaginaires)  situés  en  ligne  droite,  et 

.c-  —  2pi  X  -^  qi  =  o,     .x2  —  2P2X  -f-  r/2  "  o,     X-  —  'i/?3.r  -f-  7,3  =  o, 

Ils  équations   qui  les   représentent,   en  adoptant   pour   origine  com- 
mune un  point  A  arbitraire  de  la  base.   Pour   que  les  trois  couples 
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forment  une  involuLion,  il  faut  et  il  suffit  (1113)  que  chacun  d'eux  sa- 
tisfasse à  la  relation 

A  /;/ .  A  /n'  ~  1  {A  m  ~{-  A  m'  )  4-  v  —  o  ; 
de  là.ies  trois  équations 

qui  doivent  être  satisfaites  par  les  mêmes  valeurs  de  a  et  de  v.  La  con- 
dition d'involution  résulte  donc  de  l'élimination  de  >  et  de  v  entre  ces 
trois  équations  ;  on  trouve 

(0  'Zi  {P2  ~  P,  )  -^  'Il  {Ps  -  Pi  )  -^  '/,  (p.  -  Pz  )  --=  o. 

Cette  équation  (1)  résulterait  pareillement  de  l'élimination  du  para- 
mètre arbitraire  /■  entre  les  deux  relations 

qui  f)euvent  dès  lors  remplacer  la  condition  (  1  ). 

En  vertu  de  ces  valeurs,  l'équation  x'^  —  o.p.^x  -\-  ci.^  =  o  peut  s'écrira 

x~  —  2/;,  X  +  q^  -h  /•  (.r^  —  2/A^ .r -H  ^J  :=  o  ; 

telle  est  Téquation  qui  détermine  le  troisième  couple  (c,  c')  en  fonction 
des  éléments  des  deux  premiers  (<7,  a!)  et  (/?,  ^'). 

j  1 17.  Dans  les  applications,  il  est  souvent  plus  commode  de  substituer 
aux  éléments  /;>,,  q^,.p^,  q^-,  p^-,  q^,  les  segments  A<7,  Ao\  Ah,  Ab\  Ac, 
Ac'  ;  or,  SI  a,  p,  7,  désignent  respectivement  les  milieux  des  segments  aa\ 
bb\  cc\  on  a 

p,  =  Acf.,    p,  =  A%    p,  =  Ay, 


et,  par  suite,  la  condition  d'involution  (i)  s'écrit 
(2)  Aa.Aa'/fy  h-  Ab.Aù'.yy.  -h  Ac.A 


'/f^. 


c  .  y.p  —  o . 

Cette  équation  fondamentale  en  donne  beaucoup  d'autres.  Par  exemple, 
si  i'on  fait  coïncider  successivement  l'origine  arbitraire  A  avec  chacun 
dos  points  a^  a\  b^  b\  c,  c\  on  obtient  le  groupe 

Iab .  aU  __  ap  n'b .  n' h'  aS 
ac.ac'  rjs^i  a'  c.a'  c'  a-/ 
bcAn:'  __  fv  h'c.h'c'  _  ^ 
j  ba.ba'  fy.  b'a.b'd  ^a 
ca.cci'  ^  ya  c'a.c'a'  _yx 
'b.c'b'       7(3 


oSl  Gî^OMlVnU!^    DANS    1/ESPACF. 

En  remarquant  que  les  équations  écrites  sur  la  même  horizontale  ont 
le  môme  second  membre,  on  a  encore 


ab. 

.aU 

a' h. a' h' 

ac . 

.  ac' 

(ï  c  .(i  c' 

hc. 

A)c' 

ly  c .h' c' 

Lhu 

[>'  ({ .0'  (i 

C(t , 

.  vil' 

7^' 

c'  a .  c'  <î 

7b, 

c  b  .v'  u 

Enfm,  en  multipliant  entre  elles  de  toutes  les  manières  possibles  trois 
des  six  équations  (3),  prises  de  telle  façon  que  le  produit  des  seconds 
membres  soit  égal  à  i ,  on  obtient 

iab' ,bc' ,ca  =  — a'b.b'  c.ca^ 
al) . bc . c  a'  -=  —  a  b. b' c  . ca . 
\  ab.b  c  .ca  --  —  a  b  .bec  «, 


1  abA)  c  ,ca  -~ 
\  ab.b'c.c  ci  - 


■  a  b' .bc' ,ca. 


FAISCEAUX     EN     INVOLITION. 

1118.  On  dit  que  deux  faisceaux  homographiques  de  même  centre  sont 
en  uivolution  ou  forment  un  faisceau  involutif,  lorsqu'on  peut  trouver 
une  droite  qui  les  coupe  suivant  deux  divisions  en  involution.  Alors  toute 
autre  section  rectiligne  des  deux  faisceaux  donnera  deux  divisions  en  in- 
volution (1113). 

Dans  un  faisceau  involutif  y  tout  rayon  considéré  tour  à  tour  comme 
appartenant  à  l'un  et  à  Vautre  faisceau  a  toujours  le  même  homologue. 
inversement,  deux  faisceaux  Jiomographicpies  de  même  centre  sont  en 
involution  s'il  existe  un  rayon  qui,  considéré  successivement  comme  ap- 
partemmt  au  premier  et  au  second  faisceau^  ait  toujours  le  même  homo- 
logue (111:2). 

Un  faisceau  involutif  est  déterminé  par  deux  couples  de  rayons  homo- 
logues. 

Six  rayons  issus  d'un  même  point  et  conjugués  deux  à  deux  sont  en 
involution  si  cjuatre  d'entre  eux,  convenablement  choisis,  ont  même  rap- 
port cmharmoîîique  que  leurs  conjugués  ;  et  alors,  quatre  quelconques  de 
ces  rayons  auront  même  rapport  anharmoniqibe  cjue  leurs  conju- 
gu-cs  (1113). 

Dans  tout  faisceau  involutif,  il  y  a  toujours  deux  rayons  doubles  réels 
ou  imaginaires  ;  les  rayons  doubles  forment  un  faisceau  harmonique  avec 
deux  rayons  homologues  quelconques  (111  i). 
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JJn  angle  droit  tournant  autour  de  son  sommet  engendre  un  faisceau 
involutif  dont  les  rayons  doubles  sont  imaginaires  (381,  2°). 

1119.  Quand  plusieurs  cordes  aa\  bb\  cc\  ....  d'un  cercle  })as sent  par 
un  même  point  w,  les  couples  de  droites  menées  cl  un  point  quelconque  0 
de  la  ciixonférence  aux  extrémités  de  chaque  corde  sont  en  involution 

[f's-  57G).  ' 

Fjg.  576. 


Il  suffit  de  démontrer  l'égalité  des  rapports  anharmoniques  {O.^^c^?'), 
{(} .d b' c' a).  Or,  si  l'on  désigne  par  0'  le  second  point  d'intersection  du 
cercleet  de  la  droiteOw,  on  voit  quelei'apportanharmonique(0'.a'èW/) 
est  égal  à  chacun  des  deux  qui  précèdent.  Il  équivaut  au  premier, 
puisque  les  droites  0<^,  0^,  0^,  Oa%  coupent  respectivement  les  droites 
0'«',  O'Z?',  O'c',  0'^,  sur  la  polaire  du  point  w  (34i)  ;  et  il  équivaut  au 
second,  d'après  l'observation  faite  au  n°321,  i". 

Réciproquement,  si  par  le  centre  commun  0  d''un  faisceau  involutif 
on  fait  passer  un  cercle  riuelconque,  les  cordes  interceptées  dans  ce 
cercle  par  les  couples  de  Trayons  homologues  concourent  en  un  même 
point  tù.  Car,  si  w  est  Fintersection  des  deux  cordes  ad  et  bb\  et  si  l'on 
désigne  pour  un  instant  par  c"  le  second  point  où  la  droite  wc  rencontre 
le  cercle,  les  droites  0«,  0^^',  0/^,  0^',  Oc,  Oc"",  seront  en  involution 
d'après  le  théorème  direct  ;  or,  Oâf,  ^a\  Ob,  Ob\  Oc,  Oc',  sont  en  in- 
volution par  hypothèse;  donc.  Oc'  et  Oc"  coïncident,  et,  par  suite,  les 
points  c"et  c'  ;  la  corde  c'c  passe  donc  par  w. 

De  là  résulte  immédiatement  cette  proposition  très-importante  : 

Dans  tout  faisceau  involutif,  il  existe  toujours  un  couple  de  rayons  ho- 
mologues rectajîgulaires.  Ce  sont  les  deux  rayons  0<r/,  0^,  qui  aboutissent 
aux  extrémités  du  diamètre  qui  passe  par  w.  Toutefois,  si  le  point  w  était 
au  centre  du  cercle,  tous  les  couples  de  rayons  homologues  seraient  rec- 
tangulaires. Ainsi  le  couple  de  rayons  homologues  rectangulaires  est  unique^ 
à  moins  que  tous  les  couples  ne  soient  rectangulaires  ;  dans  ce  cas  parti- 
culier, les  rayons  doubles  sont  imaginaires  :  cela  résulte  du  n*"  381,  2^; 
on  peut  aussi  le  voir  directement,  car  les  rayons  doubles  correspondent 


SB/j  r.s-oiÉTRn-   dans  l'kspace. 

en  général  aux  points  de  contact  des  tangentes  menées  au  cercle  par  le 
point  w  ;  or  ces  tangentes  sont  imaginaires  quand  le  point  w  estau  centre 

da  cercle. 

PROPRIÉTÉS     INVOLUTÏVES     DU    QUADRILATERE. 

1120.  Toute  transversale  L  menée  dans  te  plan  cV un  quadri/atère  ABCA) 
rencontre  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  en  six  points,  a  et  a' ^ 
h  et  h',  e  et  c' ,  qui  sont  en  iuvolution  (Jig.  5yy)  ;  car  les  faisceaux  homo- 
graphiques  (AB,  AC,  AD,  Ac'),  (CB,  CA.  CD,  Ce'),  déterminent  sur  L 
deux  divisions  homographiques,  et  l'on  a 

{ acù'c' )^[bca' c' )     ou  (  320 )     ( a c b'  c')  =  {  a' c'  bc), 

d'oii  l'on  conclut  (  i  113)  que  les  segments  (^/<7',  bb\  cc\  sont  en  involii- 
tion. 

Les  six  droites  menées  d^un  point  (juelconque  0  du  plan  dhin  quadri- 
latère ABCD  aux  sommets  et  aux  points  de  concours  E  et  F  des  côtes 
opposés,  sont  en  involution ;  car  le  quadrilatère  OAFB,  dont  OF  et  AP) 
sont  les  diagonales,  détermine,  d'après  le  théorème  précédent,  six  points 
en  involution  sur  la  transversale  DC  ;  donc,  les  droites  OA  et  OC,  OB  et 
OD,  OP]  et  OF,  qui  passent  par  ces  six  points,  sont  en  involution. 

En  pbçant  le  point  0  à  l'intersection  des  deux  circonférences  dé- 
crites sur  AC  et  BD  comme  diamètres,  les  couples  de  rayons  homo- 
logues OA  et  OC,  OB  et  OD,  seront  rectangulaires  ;  donc,  le  troisième 
couple  OE  et  OF  !e  sera  aussi  (1119),  et,  par  suite,  la  circonférence  dé- 
crite sur  EF  comme  diamètre  passera  par  les  deux  points  communs  aux 
deux  premières;  doric,  les  trois  circonférences  décrites  sur  les  t?vis  dia- 
mètres AC,  BD,  EF,  d'un  quadrilatère  complet  comme  diamètres,  se 
coupent  aux  deux  mêmes  points  ;  d'où  Ton  peut  conclure  immédiatement 
le  théorème  du  n"  317. 


1121.  Quand  un  quadrilatère 
ABCD  est  inscjit  dans  un  cercle, 
une  transversale  quelconque  L  située 
dans  son  plan  rencontre  les  deux 
couples  de  côtés  opposés  et  le  cercle 
en  t?r)is  couples  de  points  («,  a')., 
[b^  /;'),  (f,  /),  cpd  sont  en  involu- 
tion (Jîg.  577). 

En  effet,  les  droites  qui  joignent 
aux  points  fixes  A  et  C  un  point 
mobile  qui  décrit  la  circonférence, 
forment  deux  faisceaux  homogra- 


1122.  Quand  un  quadrilatère 
abcd  est  circonscrit  à  un  cei^cle, 
si  (Vun  point  0  situé  dans  son  plan 
on  mène  des  droites  Or/,  0  ^^  0  c,  0<^/, 
àses sommets  et  deux  tangentes  OE, 
OF,  à  la  courbe,  les  trois  couples  de 
droites  Oa  et  Oc,  Ob  et  Od,  OE  et 
OF,  sofit  en  involution  [fig.  578). 

En  effet,  une  tangente,  en  rou- 
lant sur  le  cercle,  trace  sur  les  tan- 
gentes fixes  ab  et  cd  deux  divisions 
homographiques (1110).  Les  droites 
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phiques  (1110);  par  suite,  ces  fais- 
ceaux tracent  sur  L  deux  divisions 
homographiques  dont  e  et  /sont  les 
points  doubles.  D'ailleurs,  conyne 
AB  et  BC,  AD  et  CD,  sont  deux 
couples  de  rayons  homologues  des 
deux  faisceaux, <2  et è, b'  et  «', seront 
deux  couples  de  points  homologues 
des  deux  divisions.  Donc  (1115)  les 
trois  couples  [a^a!)^  (b,  b'),  (^, /), 
sont  en  involution. 

Fig.  577 
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menées  du  point  0  à  ces  divers  poini  s 
forment  donc  deux  faisceaux  homo- 
graphiques dont  OE  et  OF  sont  les 
rayons  doubles.  D'ailleurs,  comme  a 
et  r/,  h  et  c,  sont  deux  couples  de 
points  homologues  des  deux  divi- 
sions, Oa  etOf/,  O^et  Oc, sont  deux 
couples  de  rayons  homologues  des 
deux  faisceaux.  Donc  (1118)  les  troi^ 
couples  Ort  et  Oc,  Ob  et  0^,  OE  et 
OF,  sont  en  involution. 

Fig.  578. 
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Au  lieu  de  prendre  les  deux  cou- 
ples de  côtés  opposés,  on  pourrait 
prendre  un  couple  de  côtés  opposés 
et  les  deux  diagonales  ;  le  théorème 
subsisterait ,  car  ces  quatre  droites 
forment  aussi  un  quadrilatère  inscrit 
au  même  cercle. 

II  résulte  du  théorème  précédent 
que,  si  un  quadrilatère  inscrit  à  un 
cercle  se  déforme  de  telle  sorte  que 
trois  de  ses  côtés  tournent  autour  de 


Pi.    et  DE  C. 


Tr.  de  Géom. 


Au  lieu  de  prendre  les  deux  cou- 
ples de  sommets  opposés,  on  pourrait 
prendre  un  couple  de  sommets  op- 
posés et  les  deux  points  de  concours 
e  et/des  côtés  opposés  ;  le  théorème 
subsisterait,  car  ces  quatre  points 
sont  aussi  les  sommets  d'un  quadri- 
latère circonscrit  au  même  cercle. 

Il  résulte  du  théorème  précédent 

que,  si  un  quadrilatère  circonscrit  à 

un  cercle  se  déforme  de  telle  sorte 

que  trois  de  ses  sommets  glissent  sur 

(Il«  Partie).  %> 
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trois  points  en  ligne  droite  y  le  qua- 
trième côté  tourne  aussi  autour  cPun 
point  fixe  de  cette  droite. 

On  déduirait  aisément  de  là  une 
solution  de  ce  problème  :  Inscrire 
dans  un  cercle  un  triangle  dont  les 
trois  côtés  passent  par  trois  points 
en  ligne  droite. 


trois  droites  passant  par  un  même 
point,  le  quatrième  sommet  aécrit 
aussi  une  droite  passant  par  ce 
poini. 

On  déduirait  aisément  de  là  une 
solution  de  ce  problème  :  Circon- 
scrire à  un  cercle  un  triangle  dont 
les  sommets  reposent  sur  trois  droi- 
tes données  et  passant  par  un  même 
point. 

Le  théorème  du  n°  1121  est  dû  au  célèbre  géomètre  français  Desargues 
(première  moitié  du  xvii^  siècle);  toutefois,  les  anciens  [Collections  ma- 
thématiques de  Pappus)  en  ont  connu  des  cas  particuliers. 

1123.  Voici  les  deux  cas  particuliers  les  plus  intéressants  : 


En  supposant  un  ou  deux  côtés 
infiniment  petits  et  remplacés  par 
des  tangentes,  on  a  ces  énoncés  : 

Quand  un  triangle  est  inscrit 
dans  un  cercle,  les  points  où  une 
transversale  rencontre  la  courbe, 
deux  côtés  du  triangle^  le  troisième 
côté  et  la  tangente  au  sommet  op- 
posé, sont  en  involution. 


Quand  un  angle  est  circonscrit  h 
un  cercle,  les  points  où  une  trans- 
versale rencontre  la  courbe,  les  deux 
côtés  de  r angle  et  la  corde  de  con- 
tact, forment  une  involution  dont  le 
dernier  point  est  un  point  double. 


En  supposant  que  le  quadrilatère 
circonscrit  se  réduise  à  un  triangle 
ou  à  un  angle,  on  a  ces  énoncés  : 

Quand  un  triangle  est  circonscrit 
h  un  cercle,  si  dhin  point  cpielconque 
de  son  plan  on  mène  les  deux  tcm- 
gentes  au  cercle,  les  deux  droites 
qui  aboutissent  à  deux  sommets,  et 
les  deux  droites  qui  aboutissent, 
Vune  au  troisième  sommet.  Vautre 
au  point  de  contact  du  côté  opposé, 
on  obtient  un  faisceau  involutif, 

Qua/id  un  angle  est  circonscrit  à 
un  cercle,  si  d'un  point  quelconque 
de  son  plan  on  mène  les  deux  tan- 
gentes au  cercle,  les  deux  droites 
qui  aboutissent  aux  points  de  con- 
tact des  côtés  de  P angle  et  la  droite 
cpd  passe  par  le  sommet  de  V angle, 
on  obtient  un  faisceau  involutif  dont 
la  dernière  droite  est  un  rayon 
double. 


CONSTRT  CTÎONS   BELATIVES  A   l'iIOMOGRAPIIIE   ET   A  L  INVOLUTION. 

1124.  Construire   deux   divisions    homographiqucs ,  connaissant   trois 
couples  de  points  homologues. 
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Nous  avons  déjà  donné  une  première  solution  de  ce  problème  (1103). 
En  voici  deux  autres. 

Supposons  les  deux  divisions  tracées  sur  deux  droites  différentes  L  et 
L'et  soient  [a^a'),  (^,^'),  [c^c')  trois  couples  de  points  homologues. 

1°  Prenons  l'intersection  p  de  ab'  et  de  a'b^  l'intersection  7  de  ac  et  de 
a'cj  et  tirons  la  droite  py  que  nous  désignerons  par)^;  m  étant  un  point 
quelconque  de  la  division  L,  menons  a' m  et  joignons  au  point  ^  le  point  y., 
où  a' m  coupe).;  la  droite  «p.  rencontrera  L' au  point/??' homologue  de  m. 
En  effet,  en  désignant  par  a  le  point  où)^  coupe  ûa\  on  voit  que  les  di- 
visions abcm^  a'b'  c'm'  sont  homographiques  comme  étant  homologiques 
de  la  division  apypi  [fig.  579). 


Flg.  579. 
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2°  Décrivons  un  cercle  quelconque  dans  le  plan  des  droites  L  et  L' 
(/^.  58o)  et  joignons  à  un  point  quelconque  0  de  la  circonférence  les 
points  a^b^c^  a\b\c\  m\  les  droites  ainsi  obtenues  couperont  la  cir- 
conférence en  des  points  que  nous  désignerons  respectivement  par  a,  ^,7, 
a',P',7',fji.  B  étant  le  point  commun  à  aj3'et  a'p,  C  le  point  commun  à 
ay'  et  a'7,  tirons  la  droite  BG  que  nous  désignerons  par  >^.  En  joignant  le 
point  a  au  point  de  rencontre  M  de  1  et  de  a' pi,  on  obtient  une  droite  aM 
qui  coupe  le  cercle  en  }i.\  et  il  suffît  de  mener  0  /x' jusqu'à  sa  rencontre  avec 
L'  pour  avoir  l'homologue  w'  de  m.  En  effet,  si  m^  désigne  l'homologue 
de  m^  les  faisceaux  [Ojabcm),  et  (O^a'b'c'm')  ou  (0,  «^7^),  (0,  a'p'7'p'), 
sont  homographiques;  donc  (1108)  il  en  est  de  même  des  faisceaux 
{y.j(x.'P'y'lx')  et  (a',«P7|^);  mais,  comme  ces  derniers  faisceaux  ont  un  rayon 
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homologue  commun  aa',  les  intersections  B,  C,  M,  des  autres  couples  de 
rayons  homologues   sont  en  ligne  droite;  donc,  les  rayons  aa'  ela'p 


se  croisent  sur  la  droite  BC  ou  \\  en  d'autres  termes,  la  droite  qui  joint 
a  au  point  M,  où  a'p,  rencontre  >^,  passe  par  le  point  p',  oùO//^'  coupe  le 
cercle. 

Cette  dernière  construction  s'applique  au  cas  ou  les  deux  aimions 
(<7,/7,  ),  (^,^,)  (c,c,)  sont  sur  la  même  droite  L,  et  elle  donne  aisément 
les  points  doubles  e  et/;  il  suffit,  en  effet  de  joindre  le  point  0  aux  points 
£  et  (Q  où  l  coupe  le  cercle  et  de  prolonger  les  droites  Os  et  Of 
jusqu'à  leurs  rencontres  avec  L;  si  ladroiteX  est  extérieure  au  cercle, 
les  points  doubles  sont  imaginaires. 

1125;  Construire  un  faisceau  involutif,  connaissant  deux  couples 
{Oa  et  0<7'),  [Oh  et  OZ''),  de  rayons  homologues. 

On  tracera  [flg,  676)  un  cercle  quelconque  passant  par  le  point  0,  et 
l'on  déterminera  le  point  w  de  concours  des  cordes  aa\  bb'^  interceptées 
par  les  deux  angles  aOa'^  bOb'.  Cela  posé,  on  obtiendra  : 

1°  Le  rayon  Oc\  homologue  d'un  rayon  donné  quelconque  Oc,  en  joi- 
gnant le  point  w  au  point  c  où  Oc  rencontre  le  cercle,  puis  le  point  0 
cil  second  pointe' d'intersection  du  cercle  et  de  la  droite  wc  (1119)  ; 

2°  Les  rayons  doubles,  en  joignant  le  point  0  aux  points  de  contact 
des  tangentes  menées  par  w  ; 

3^  Le  système  des  deux  rayons  rectangulaires,  en  joignant  le  point  0 
aux  extrémités  du  diamètre  qui  passe  par  w. 

1Î26.  Deux  faisceaux  involutifs  de  même  sommet  étant  donnés  chacun 
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par  deux  couples  (0<7, Oa'),  (Oh^  Ob')  et  (0<2j,  Oa\),  (0b^^0b\)  de  rayom 
homologues,  construire  les  rayons  conjugués  communs  aux  deux  fais- 
ceaux. 

On  délerminera,  comme  ci-dessii?,  les  points  w  et  w,  relatifs  aux  deux 
faisceaux  et  à  un  mènne  cercle  passant  par  0,  et  l'on  joindra  au  point  O 
les  points  où  le  cercle  rencontre  la  droite  ww^. 

1127..  Construire  une  involution  de  points  sur  une  droite  L^  connaissant 
deux  couples  (c^,a'),  ((3,  [5'),  de  points  homologues. 

On  joindra  aux  points  a,  a',  p,  f',  un  point  quelconque  0,  et  l'on  con- 
struira le  faisceau  involutif  déterminé  par  les  deux  couples  (Oa,  Oa'), 
(0(3,  Op').  Les  rayons  de  ce  faisceau  détermineront,  par  leur  rencontre 
avec  la  droite  L,  l'involution  demandée.  Aux  rayons  doubles  0^,  0/', 
répondront  les  points  doubles  9  et  9'.  Quant  au  point  central  cp,  il  répon- 
dra au  rayon  homologue  de  celui  qui  est  mené  par  0,  parallèlement  à  la 
droite  L,  attendu  que  le  point  central  est  le  conjugué  de  l'infini. 

1128.  Etant  donnés  sur  une  droite  L,  deux  couples  de  points  {a,  a'), 
(P,  P'),  trouver  les  deux  points  0  et  6'  qui  divisent  harmoniquement  les 
deux  segments  aa',  p^'* 

Ces  deux  points  sont  (111  i)  les  points  doubles  de  l'involution  déter- 
minée par  les  deux  couples  (a,  a'),  (P,  P'). 

1129.  Étant  données,  sur  une  droite  L,  deux  involutions,  chacune  par 
deux  couples  de  points  homologues  (a,  a')^  (bj  b')  et  (ai,  a\  ),  (^'i,  b\  ), 
trouver  le  segment  commun  aux  deux  involutions . 

On  joindra  les  points  donnés  à  un  point  arbitraire  0  ;  on  aura  alors 
deux  faisceaux  involutifs  de  môme  sommet,  dont  on  déterminera  (1126) 
les  rayons  conjugués  communs  ;  ces  rayons  intercepteront  sur  la  droitç  L 
le  segment  demandé. 

IL  —  COURBES  DU  SECOND  ORDRE. 

GÉNÉRATION   ET   CLASSIFICATION   DES   CONIQUES;    LEUR   IDENTITÉ 
AVEC    LES    COURRES    DU   SECOND    ORDRE. 

1130.  Nous  donnerons  désormais  le  nom  de  conique  à  toute  section 
plane  d'un  cône  quelconque  à  base  circulaire. 

On  sait  que  : 


Lorsqu'un  point  mobile  décrit  un 
cercle,  les  droites  qui  joignent  ce 
point  à  deux  points  fixes  de  la  cir- 
conférence,  forment  deux  faisceaux 
homographiques. 


Lorsqu'une  droite  mobile  enve- 
loppe un  cercle,  elle  trace,  sur  deux 
tangentes  fixes  de  ce  cercle,  deux 
divisions  homographiques. 


ÔCJO 
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Une  conique  n'étant  que  la  projection  d'un  cercle,  et  l'homographie  de 
deux  divisions  ou  de  deux  faisceaux  se  conservant  en  projection,  on  voit 
que  : 


Lorsqu^un  point  mobile  décrit  une 
conique j  les  droites  qui  joignent  ce 
point  à  deux  points  fixes  de  cette 
coinque,  forment  deux  faisceaux 
honiographiciues. 


Lorsqu'une  droite  mobile  eni>C' 
loppe  une  conique,  elle  trace,  sur 
deux  tangentes  fixes  de  cette  co- 
nique^ deux  divisions  homographi- 
ques. 


1131.    RÉCIPROQUEMENT  : 

La  courbe^  lieu  des  intersections 
des  rayons  homologues  de  deux  fais- 
ceaux homo  graphique  s  (  situés  dans 
un  même  plan),  est  une  section  co- 
nique. 

Soient  P  et  P'  les  centres  des  deux 
fiîi sceaux  (fig.  58 1).  Observons  : 

r  Qxx'une  droite  quelconque  du 

Fig.  58i. 


La  courbe,  enveloppe  des  droites 
([ui  joignent  des  points  homologues 
de  deux  divisions  homographiques 
[dont  les  bases  sont  dans  un  même 
plan  ) ,  est  une  section  conique. 

Soient  Ox  et  0/  les  bases  des  deux 
divisions  [fig.  582).  Observons  : 

1°  Que,  par  un  point  quelconque 

FiiT.  582. 


plan  rencontre  la  courbe  en  deux 
points  (réels ou  imaginaires)  ;  car, 
les  deux  divisions  déterminées  sur 
cette  droite  par  les  deux  faisceaux 
gonthomographiques;  elles  ont  donc 


du  plan,  on  peut  mener  à  la  courbe 
deux  tangentes  (réelles  ou  imagi- 
naires) ;  car  les  deux  faisceaux  con- 
centriques qu'on  obtient  en  joignant 
ce  point  aux  divers  points  des  deux 
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deux  points  doubles  réels  ou  ima- 
ginaires. 

2°  Que  la  courbe  passe  par  les 
centres  P  etV  des  deux  faisceaux  ; 
ear  la  droite  PP',  considérée  comme 
un  rayon  du  faisceau  P,  rencontre 
en  P'  le  rayon  homologue  du  fais- 
ceau P'.  On  voit  de  même  que  la 
courbe  passe  en  P. 


S''  Que  la  tangente  en  P  est  le 
rayon  dufaisceauV^  qui  est  V homo- 
logue de  la  droite  P'P  considérée 
comme  rayon  du  faisceau  P';  car, 
lorsque  le  point  a  de  la  courbe  vient 
en  P,  le  rayon  Va  devient  tangent 
en  P  et  son  homologue  Va  vient  se 
confondre  avec  P'P.  De  même,  la 
tangente  en  P'  est  le  rayon  du  fais- 
ceau P'  cjui  est  ^homologue  de  la 
droite  PP'  considérée  comme  rayon 
du  faisceau  P. 

Cela  posé,  «  par  le  point  de  con- 
»  cours  0  des  tangentes  en  P  et 
■•>  en  P'  à  la  courbe  considérée  ?a  P', 
)  menons  dans  l'espace  une  droite 
)  quelconque  0  2;  ;  dans  l'angle  zOP, 
))  inscrivons  un  cercle  tangent  à  OP 
)  au  point  P,  et  désignons  par Q  le 
))  point  où  ce  cercle  touche  Oz;. 

»  a  étant  un  point  quelconque  de 
))  la  courbe  P«P',  menons  V' a  qui 
0  coupe  OP  en  m ,  puis  Q  m  qui  ren- 
n  contre  le  cercle  en  a'.  Quand  le 
!)  point  a  décrit  la  courbe,  les 
0  droites  Va  et  Q^'  engendrent 
»  deux  faisceaux  homographiques  ; 
/)  mais  lesfaisceaux  décrits  par  P^' et 
»  Q  a  sont  homographiques  (  1 130  ) , 
»  et  il  en  est  de  même  par  hypo- 
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divisions  sont  homographiques  ;  ils 
ont  donc  deux  rayons  doubles  (réels 
ou  imaginaires). 

2°  Que  la  courbe  est  tangente  aux 
bases  Ox  et  Oy  des  deux  divisions; 
car  la  droite  Ox  unit  deux  points 
homologues  des  deux  divisions,  sa- 
voir :  le  point  0  considéré  comme 
appartenante  la  division  Oj  et  le 
point  homologue  de  la  division  Ox, 
On  voit  de  même  que  la  courbe 
touche  Oy. 

3°  Que  le  point  de  contact  P  de 
la  tangente  Ox  est  le  point  qui ^  sur 
cette  droite,  répond  au  point  0  con^ 
sidéré  comme  appartenant  à  la  di- 
vision Oy  ;  car,  lorsque  la  tangente 
yuim  se  confond  avec  Ox,  le  point  a 
devient  le  point  de  contact  P  et  son 
homologue  a  arrive  en  0.  De  même, 
le  point  de  contact  P'  de  la  tan- 
gente Oyest  l'homologue  du  point  0 
considéré  comme  appartenant  à  la 
division  Ox. 

Cela  posé,  par  le  point  0  menons 
dans  l'espace  une  droite  quelconque 
Oz;  inscrivons  dans  l'angle  zOx 
un  cercle  tangent  à  Ox  en  P,  et  dé- 
signons par  Q  son  contact  avec  Oz. 


a  étant  un  point  quelconque  de 
la  courbe  P<2  P',  menons  la  tangente 
correspondante  qui  coupe  Oxen  m 
et  Oj en  a  ;  puis,  par  w,  menons  la 
tangente  ma!  au  cercle  Q^'P,  et  dé- 
signons par  a' le  point  où  cette  tan- 
gente coupe  Oz,  Quand  le  point  a 
décrit  la  courbe  P<2P',  les  points  a 
et  w  tracent  sur  0/et  Ox  deux  divi- 
sions qui,  par  hypothèse,  sont  homo- 
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-;  thèse  des  faisceaux  engendrés  par 
;.  ?a  et  PV/,  Donc  les  droites  P^ 
«  et  ?a'  engendrent  deux  faisceaux 
•>  homograî^hiques,  et,  par  suite,  les 
»  points  a  et  a',  où  les  rayons  mo- 
))  biles  P<7  et  Va'  rencontrent  les 
»  droites  fixes  OP'  et  OQ,  forment 
»  sur  ces  droites  deux  divisions  ho- 
))  mographiques.  Les  points  P'  et  Q 
»  sont  deux  points  honnologues  de 
»  ces  deux  divisions  [m  est  alors 
»  en  0)  ;  de  plus,  le  point  0  est  un 
)  point  correspondant  commun  {m 
»  est  alors  en  P).  Donc  (1103)  la 
»  droite  aa' coupe  la  droite  fixe  QP' 
))  en  un  point  fixe  S. 

»  Par  conséquent,  l'œil  étant  placé 
)i  en  S,  la  droite  P' m  sera  la  pro- 
n  jcction  de  Qw,  etPa  sera  celle 
»  dePa';  donc  «  sera  la  projection 
»  de  r/  et,  enfin,  la  courbe  propo- 
r  séo  VriV  sera  la  projection  du 
))  cercle  Va'Q  ('). 
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graphiques  ;  les  divisions  tracées  sur 
OjretOspar  /7i  et  a'  sont  aussi  ho- 
mographiques  (1130);  donc  les 
points  a  et  a'  décrivent  sur  Or  et 
Oz  deux  divisions  homographiques. 
Les  points  P'  etQ  sont  deux  points 
homologues  de  ces  deux  divisions  {/n 
est  alors  en  0)  ;  de  plus,  le  point  0 
est  un  point  correspondant  commun 
(  m  est  alors  en  P).  Donc,  la  droite 
mobile  ay/ coupe  (Ll  03)  la  droite  fixe 
QP'  en  un  point  fixe  S. 


Par  conséquent,  l'œil  étant  placé 
en  S,  la  droite  y. m  sera  la  projec- 
tion de  a'm,  et,  comme  la  première 
enveloppe  la  courbe  P^P'  et  que  la 
seconde  enveloppe  le  cercle  Qa'\\ 
on  voit  que  la  courbe  P^^^P'  est  la 
projection  du  cercle  P  a'  Q. 


113:2.  Les  principales  propriétés  des  coniques  résultent  aisément  de  ce 
double  mode  de  génération.  Ces  deux  générations,  Tune  par  point,  l'autre 
par  enveloppe,  étant  corrélativesy  lorsque,  en  partant  de  l'une  d'elles,  on 
aura  démontré  un  théorème,  il  suffira,  pour  démontrer  le  théorème  cor- 
rélatif, départir  de  Tautre  mode  de  générationiet  de  faire  des  raisonne- 
ments corrélatifs  des  premiers. 


Cinq  points  détcrinincnt  une  co- 
nique ;  car,  après  avoir  pris  deux  de 
ces  points  pour  centres  des  deux 
faisceaux  générateurs,  il  suffit  de 
joindre  chacun  d'eux  aux  trois  autres 
points  pour  avoir  trois  couples  de 
ravons  homolo2;ues. 


Cinq  tangentes  déterminent  une 
conique;  car,  en  considérant  deux 
de  ces  tangentes  comme  fixes,  les 
trois  autres  traceront  sur  elles  troi.; 
couples  de  points  homologues  de. 
deux  divisions  homographiques  qui 
déterminent  laconique. 


Il  suit  de  là  que  Ici  projection  G'  cVune  conique  G  sur  un  plan  quel- 
conque P  ne  passant  pas  par  le  centre  de  projection  est  encore  uuc 
conique.  Eu  effet,  la  courbe  G'  est  le  lieu  des  intersections  des  ravons 


(')   F.u(jènu  lloucniî,  Bidlciia  de  la  Société  Phliouiathique,   V''  juillet  i8t)5. 
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homologues  de  doux  faisceaux  homograpliiqiies,  qui  sont  les  projections 
des  deux  faisceaux  générateurs  de  la  conique  C.  La  proposition  résulte 
encore  de  ce  que  la  courbe  G'  est  l'enveloppe  des  droites  joignant  les 
points  correspondants  de  deux  divisions  homographiques,  qui  sont  les  pro- 
jections des  deux  divisions  qui  définissent  la  conique  G  comme  enveloppe. 

1 133.  Les  deux  faisceaux  homographiques  qui  déterminent  la  conique 
ont  deux  couples  de  rayons  parallèles  (réels  ou  imaginaires);  car,  si  l'on 
transporte  l'un  des  faisceaux  parallèlement  à  lui-même,  de  façon  que  son 
centre  coïncide  avec  le  centre  de  l'autre  faisceau,  on  a  deux  faisceaux 
homographiques  concentriques  qui  ont  (1109)  deux  rayons  doubles 
(réels  ou  imaginaires). 

Si  les  deux  couples  de  rayons  parallèles  sont  imaginaires,  la  courbe 
n'a  aucun  point  à  l'infini;  elle  est  fermée,  et  nous  lui  donnerons  le  nom 
^ellipse^  en  nous  réservant  de  démontrer  plus  tard  son  identité  avec 
l'ellipse  définie  au  n"  973. 

Si  les  deux  couples  de  rayons  parallèles  sont  réels,  la  courbe  a  deux 
[)oints  à  l'infini;  nous  lui  donnerons  le  nom  iVhyperbole^  et  nous  démon- 
irerons  plus  tard  son  identité  avec  l'hyperbole  définie  au  n°  999. 

Enfin,  si  les  deux  couples  de  rayons  parallèles  coïncident,  la  courbe  a 
deux  points  à  l'infini  confondus  en  un  seul,  et,  par  suite,  elle  est  tangente 
à  la  droite  de  l'infini;  nous  lui  donnerons  le  nom  de  parabole^  et  nous 
démontrerons  plus  tard  son  identité  avec  la  parabole  définie  au  n''  1027. 

Tels  sont  les  trois  genres  de  coniques.  Comme  variétés  à^  ces  courbes, 
on  peut  avoir  : 

1°  Deux  droites  (réelles,  coïncidentes  ou  imaginaires),  lorsque  les 
deux  faisceaux  sont  concentriques  (1109),  ou  lorsque  la  droite  qui  unit 
leurs  centres  est  un  rayon  homologue  commun  (1108); 

2''  Deux  points  (réels,  coïncidents  ou  imaginaires),  lorsque  les  deux 
divisions  ont  la  môme  base  (1104),  ou  lorsque  le  point  d'intersection  des 
deux  bases  est  un  point  homologue  commun  (1103). 

113i.  On  dit  qu'une  courbe  est  algébrique  ou  transcendante  suivant 
que  son  équation  en  coordonnées  rectilignes  x  et  y  est  algébrique  ou 
iranscendante.  On  appelle  ordre  d'une  courbe  algébrique  le  degré  en  x 
et  y  de  son  équation  préalablement  rendue  rationnelle  et  entière  par 
rapport  à  ces  variables.  Pour  que  celte  définition  ne  soit  pas  contradic- 
toire, il  faut  montrer  que  le  degré  de  l'équation  est  indépendant  de  la 
position  de  la  courbe  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées.  G'est  ce  que 
nous  allons  établir. 

Considérons  une  droite  située  d'une  manière  quelconque  par  rapport 
aux  axes  coordonnés  ox  et  oy.  Soient  M,  M',  M",...,  divers  points  do 
cettedroite,P,P'P", . .  .,  les  extrémités  de  leurs  abscisses,  et  Q,  Q',Q", .... 
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les  extrémités  de  leurs  ordonnées  comptées  sur  oy.  Les  deux  divisions 
PP'P", ....  QQ'C)", .  • . ,  sont  liomograpliiques  et  semblables,  car  chacune 
d'elles  est  évidemment  semblable  (1 102)  à  la  division  MM'M", ...  ;  il  y  a 
donc  entre  j:  =  oV  et  j  =  oQ  une  relation  homographique  privée  de 
termes  en  xf,  c'est-à-dire  que  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M 
de  la  droite  sont  liées  constamment  par  une  équation  du  premier  degré. 

L'équation  d'une  ligne  droite  étant  du  premier  degré,  quelle  que  soit 
ia  situation  de  cette  droite  par  rapport  aux  axes  coordonnés,  il  faut 
nécessairement  que,  si  x  et  j  sont  les  coordonnées  d'un  point  par  rap- 
port à  certains  axes/ar,  et  x'  et  y  les  coordonnées  du  même  point  par 
rapport  à  d'autres  axes  j'ox\  x  et  j  soient  des  fonctions  du  premier 
degré  de  x'  et  j'.  Par  suite,  la  substitution  de  ces  valeurs  de  x  et  j  dans 
une  équation  algébrique  en  x  et  r  n'altérera  pas  le  degré  de  cette  à(\\\A~ 
tion.  ^n  d'autres  termes,  l'ordre  de  la  courbe  représentée  par  r(;ltc 
équation  sera  le  môme,  quels  que  soient  les  axes  auxquels  on  la  rapiîorie. 

Une  courbe  aJ^^ébrlque  d'oindre  n  est  coupée  eu  n  points  (réels  ou  /'/un' 
i^luaires)  par  une  droite  quelcoiique.  En  eiTet,  en  prenant  cotte  droite 
pour  axe  des  .r,  l'équation  de  la  courbe  sera  toujours  du  degré  n  d'après 
ce  qui  précède;  et,  si  l'on  fait  j  ==  o,  l'équation  se  réduira  à  une  équation 
du  degré  ji  en  x,  qui  donnera  les  abscisses  des  points  communs  à  la 
courbe  et  à  la  droite;  or,  on  sait  par  l'Algèbre  qu'une  équation  algébri(|ue 
rationnelle  et  entière  du  degré  n  à  n  racines  réelles  ou  imaginaire.  Ainsi, 
r ordre  d'une  courbe  algébrique  exprime  le' nombre  des  points  suivant 
lesquels  cette  courbe  est  rencontrée  par  une  droite  quelconque. 

Les  coniques  sont  donc  des  courbes  du  second  ordre  (1131).  Inverse- 
ment, toute  courbe  du  second  ordre  est  une  conique  ;  car,  l'équation  géné- 
rale du  second  degré  à  deux  variables  x  et  j  ne  renfermant  que  cinq 
coefficients  arbitraires,  on  voit  que  cinq  points  déterminent  une  courbe 
du  second  ordre;  mais,  par  ces  cinq  points,  on  peut  faire  passer  une 
conique  et  une  seule  (1132);  et,  comme  cette  conique  est  du  second  ordre, 
elle  ne  diffère  pas  de  la  courbe  proposée, 

J135.  Les  théorèmes  de  Pascal  (328)  et  de  Desargues  (1121),  les  pro- 
positions corrélatives  ainsi  que  leurs  corollaires  sont  applicables  aux 
coniques;  les  démonstrations  données  auxn°'  328,  329,  1121,  1122,  sub- 
sistent sans  modification. 

Le  théorème  de  Desargues  a  été  généralisé  par  Siwvvai Annales  de  Ger- 
gonne^  t.  XVII).  Considérons  une  suite  de  coniques  circonscrites  à  un  même 
quadrilatère  :  soient  aa\  bb\  cc\  ... ,  les  segments  que  ces  coniques  inter- 
ceptent sur  une  transversale  quelconque  L,  et/?p',  ciq\  les  segments  de 
cette  même  droite  compris  entre  les  deux  couples  de  côtés  opposés  du  qua- 
drilatère. Les  deux  couples  de  points(p,p'),(^,  9^')déterminent  sur  ladroite 
L  une  involution  à  laquelle  appartient,  en  vertu  du  théorème  de  Desargues, 


LIVRE    YlII.    —    LES    COURUES    LSLELLES.  SqO 

chacun  des  couples  (<?,  a'),  {b,  ù'),  (c,  c'), ...  ;  donc  ces  derniers  couples 
de  points  forment  une  involutioUj  et  l'on  a  ce  théorème  :  Les  coniques  qui 
passent  par  quatre  points  fixes  déterminent  sur  une  transversale  quel- 
conque  une  série  de  points  en  involution.  On  démontrerait  pareillement  le 
théorème  corrélatif:  Les  tangentes  menées  d'un  même  point  aux  coniques 
tangentes  à  quatre  droites  fixes  forment  un  faisceau  en  involution. 

PÔLE   ET   POLAIRE   DANS   LES   CONIQUES. 

1136.  Si  par  un  point  0  pris  dans  le  plan  d'une  conicpae  on  mène  une 
sécante  qui  rencontre  la  courbe  en  deux  points  m  et  m!  irréels  ou  imagi- 
naires^^ et  si  Von  détermine  le  conjugué  harmonique  0'  du  point  0  par 
rapport  au  segment  mm\  le  lieu  du  point  0',  lorsque  la  sécante  tourne 
autour  du  point  0,  est  une  ligne  droite  {fig,  583  ). 


v.-:"^---^-.ô, 


En  effet,  menons  deux  sécantes  fixes  0«a',0/;^,  et  désignons  par  a  et  a' 
les  points  où  la  transversale  0  mm'  coupe  les  côtés  opposés  ab  et  a'b'  du 
quadrilatère  inscrit  ab  h' a'.  D'après  le  théorème  de  Desargues  (1121),  le 
point 0  est  un  point  double  de  l'involution  déterminée  par  les  deux  couples 
(m,  m'),  (a,  a');  or,  par  hypothèse,  0' est  le  conjugué  harmonique  de  0  par 
rapport  au  segment  mm'  ;  c'est  donc  l'autre  point  double,  et,  par  suite,  il 
est  aussi  le  conjugué  harmonique  de  0  par  rapport  au  segment  aa'  ;  donc, 
quand  la  transversale  0  wm'  tourne  autour  de  0,  le  point  0'  décritla  polaire 
du  point  0  par  rapport  à  l'angle  buh'  formé  par  les  droites  fixes  ab  et  a'b' . 

Le  point  0  et  la  droite  îiO' sont  dits/>6Î/<?etjDo/â^z>^par  rapport  à  la  conique. 

En  observant  que  la  polaire  de  0  par  rapport  à  l'angle  bub'  renferme  (337) 
le  point  d'intersection  des  droites  ab'  et  ba\  on  voit,  par  la  démonstration 
même  qui  précède,  que  :  Si  par  un  point  0  pris  dans  le  plan  d'une  co- 
nique on  mène  deux  sécantes  Oaa'^  Obb\  et  si  l'on  prend  les  points  de 
rencontre  u  et  v  des  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  extrémités  des 
cordes  aa'  et  bb' ^  le  lieu  des  points  u  et  p,  lorsqu'on  fait  varier  les  sé- 
cantes Oaa'^  Obb'^  est  la  polaire  du  point  0  par  rapport  à  la  conique. 
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Quand  les  droites  Or/r/',  0/V/,  se  confondent,  les  cordes  r/Z»,  «'//',  senties 
tangentes  en  a  et  a'  ;  donc,  si  par  un  point  0  pris  dans  le  plan  cViine  co- 
nique on  mène  une  sécante  Oaa'  et  les  tangentes  at^  a'  t\  aux  points  a  et  a* 
où  elle  rencontre  la  conique,  le  lieu  du  point  de  concours  t  de  ces  tangentes, 
lorsque  la  transversale  tourne  autour  de  0,  est  la  polaire  de  ce  point  0. 

La  polaire  est  la  corde  de  contact  des  tangentes  issues  du  pôle;  car, 
au  point  de  contact  k  d'une  tangente  issue  du  pôle,  les  trois  points  /;/, 
/;?',  0',  sont  réunis.  Par  suite,  la  polaire  d'un  point  de  la  conique  est  la 
tangente  en  ce  point,  et,  inversement,  le  pôle  dUine  tangente  est  son  point 
de  contact. 

1137.  Les  polaires  de  tous  les  points  dhine  droite  passent  par  le  pôle 
de  cette  choite,  et,  inversement,  les  pôles  de  toutes  les  droites  qui  passent 
par  un  point  sont  situés  sur  la  polaire  de  ee  point. 

En  effet,  soient  [Jig.  584)  un  point  A  et  une  droite  L  qui  sont  pôle  et 

Fis.  584- 


polaire  par  rapport  à  une  conique  G.  A'  étant  un  point  quelconque  de  L, 
la  droite  A  A'  coupe  la  conique  en  deux  points  a  et  [3  (réels  ou  imagi- 
naires), et  A  et  A'  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  a^;  donc 
le  point  A  appartient  à  la  polaire  L'  de  A'.  Ainsi  la  polaire  d'un  point 
quelconque  A'  de  L  passe  par  A,  et,  inversement,  le  pôle  A  d'une  droite 
quelconque  L  passant  par  A'  est  sur  la  polaire  L'  du  point  A'. 

Il  résulte  de  là  que  toute  droite  a  pour  pôle  l'intersection  des  polaires 
de  deux  de  se^  points,  et  que  tout  point  a  pour  polaire  la  droite  qui  joint 
les  pôles  de  deux  droites  issues  de  ce  point. 

1138.  La  polaire  d'un  point  0  coupe  la  coni(|ue  en  deux  points  réels 
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on  imaginaires,  qui  sont  les  points  de  contact  des  tangentes  réelles  ou 
imaginaires  issues  du  point  0. 

Lorsque  la  polaire  du  point  0  coupe  la  courbe  en  deux  points  réels, 
de  ce  point  0  on  peut  mener  à  la  conique  deux  tangentes  réelles,  et  le 
point  0  est  dit  extérieur  à  la  conique. 

Lorsque  la  polaire  du  point  0  rencontre  la  courbe  en  deux  points  ima- 
ginaires, les  deux  tangentes  issues  du  point  0  sont  ima£;inaires,  et  le 
point  0  est  dit  intérieur  à  la  courbe. 

La  région  intérieure  et  la  région  extérieure  ont  pour  ligne  de  démar- 
cation la  conique  elle-même  qui  est  le  lieu  des  points  dont  les  polaires 
touchent  la  courbe,  c'est-à-dire  ont  chacune  avec  la  courbe  deux  points 
communs  réels  et  coïncidents. 

Considérons  une  conique  C  et  un  point  extérieur  T  (Jig.  584).  La  po- 
laire de  ce  point  rencontre  la  courbe  en  deux  points  réels  a  et  p,  et  les 
droites  Ta,  Tj3,  sont  les  tangentes  réelles  issues  du  point  T.  Nous  donne- 
rons à  Tangle  aTj3  formé  par  les  directions  Ta  et  Tp  le  nom  d'angle  des 
tancrentesy  et  nous  appellerons  l'angle  jiTa'  formé  par  la  direction  Tp  et 
par  la  direction  Ta'  opposée  à  Ta  l'angle  supplémentaire  des  tangentes. 
Cela  posé,  prenons  les  [)oints  a  et  p  pour  centres  des  deux  faisceaux 
générateurs  de  la  conique,  et  considérons  une  droite  quelconque  TL  ou 
TL'  issue  du  point  T.  Les  deux  jaisccaux  traceront  sur  cette  droite  deux 
divisions  homographiques  en  involution;  car  le  point  T,  considéré  suc- 
cessivement comme  appartenant  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces  divisions,  a 
toujours  pour  homologue  le  môme  point  A  (ou  A'),  où  la  polaire  a|3  de  T 
rencontre  la  transversale  TL'  (ou  TL).  Les  points  doubles,  réels  ou  ima- 
ginaires de  cette  involution,  seront  les  points  réels  ou  imaginaires  com- 
muns à  la  transversale  et  à  la  conique.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  ces  points 
sont  réels  tant  que  la  transversale  est,  comme  TL',  située  dans  l'angle  aTp 
des  tangentes,  et  imaginaires  lorsque  la  tranversale  est,  comme  TL,  placée 
dans  l'angle  p Ta' supplémentaire  des  tangentes.  En  effet,  dans  le  premier 
cas,  le  segment  TA  et  le  segment  nn'  formé  par  deux  points  homologues  de 
1  involution  correspondant  à  un  point  quelconque  m  de  la  courbe  n'em- 
piètent pas  l'un  sur  l'autre  et,  par  suite,  les  points  doubles  de  l'involution 
sont  réels  ;  mais,  si  TL'  tourne  autour  de  T  de  manière  à  venir  sur  TL  dans 
l'angle  supplémentaire,  les  points  n  et  n'  glissent  sur  les  droites  fixes  a«, 
p  ^,  se  croisent  en  p,  et  sont  ensuite  de  part  et  d'autre  du  point  T  ;  les  seg- 
ments nn'  et  TA'  empiétant  l'un  sur  l'autre,  l'involution  a  ses  points  dou- 
bles imaginaires.  Ainsi  la  courbe  est  située  tout  entière  dans  l'angle  aT^ 
de  tangentes  issues  d'un  point  extérieur  quelconque  T  (et  dans  son  op- 
posé par  le  sommet). 

1139.  Les  propriétés  (3o2,  353)  des  quadrilatères  inscrits  et   cir- 
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conscrits,  ainsi  que  leurs  démonstrations,  s'appliquent  aux  coniques. 
Il  en  est  de  même  du  théorème  démontré  au  if  1119.  Dans  cette  pro- 
position et  dans  les  tracés  (H'25)  qui  en  dérivent,  on  peut  substituer 
au  cercle  une  conique.  Il  en  résulte  un  théorème  que  nous  n'avons  pas 
énoncé  alors,  parce  qu'il  était  évident  pour  le  cercle,  mais  qui  est  une 
propriété  importante  des  coni([ues  :  Si  autour  d'un  poi?n  cVune  conique^ 
comme  sommet ,  on  fait  tourne j^  un  angle  droit,  la  corde  variable  que  ses 
cotés  interceptent  dans  la  conique  passe  par  un  point  Jïœe,  car  les  deux 
côtés  de  l'angle  droit  décrivent  un  faisceau  involutif.  11  est  évident  que 
le  point  fixe  est  situé  sur  la  normale  au  point  considéré,  puisque,  quand 
l'un  des  côtés  de  l'angle  droit  devient  tangent,  la  corde  interceptée  de- 
vient normale.  Cette  proposition,  connue  sous  le  nom  de  Théorème  de 
Frégier,  fournit  donc  un  moyen  simple  pour  construire  cmcl'équerrc  la 
normale  en  un  point  donné  d'une  conique. 

Le  théorème  (M  19)  étendu  aux  coniques  donne  une  solution  du 
problème  suivant  :  Inscrire  dans  une  conique  un  polygone  dont  les  côtés 
passent  respectivement  par  des  points  donnés  A,  B,  C, . . . ,  M.  Si  un  som- 
met a  était  connu,  on  tracerait  immédiatement  le  polygone;  il  suffirait 
de  mener  la  droite  A«,  de  joindre  au  point  B  le  second  point  b  d'inter- 
section de  ka  et  de  la  conique,  de  joindre  au  point  C  le  second  point  c 
d'intersection  de  la  droite  B/;  et  de  la  conique,  et  ainsi  de  suite;  la  der- 
nière droite  Mw  couperait  pour  la  seconde  fois  la  conique  précisément 
au  point  a.  Cela  posé,  j)renons  arbitrairement  un  {)remier  point  de  dé- 
part a^  sur  la  conique,  joignons-le  au  point  A,  et  opérons  comme  ci- 
dessus;  nous  obtiendrons  une  ligne  brisée  inscrite  a^h^c^. , .  /^/,a,,  mais 
qui  ne  se  fermera  pas,  c'est-à-dire  telle  que  la  dernière  droite  M/^z,  ren- 
contrera pour  la  seconde  fois  la  conique  en  un  point  a,  différent 
de  a^.  Construisons  deux  autres  lignes  brisées  analogues  a.^h., . .  .a,,, 
a.^b^  ...  3^3,  et  soit  S  un  point  fixe  pris  à  volonté  sur  la  conique.  D'après 
le  théorème  du  n*"  1119,  le  faisceau  (S.aa^a^a^)  est  homographique  du 
faisceau  ( S. Z^/', ^2 ^^3),  puisque  les  cordes  ab.a^b^,  aj),^^  a^b^^  passent  par  le 
même  point  A;  de  même,  le  faisceau  {S,bb^b.^b,J  est  homographique  du 
suivant  (S,cc^c^c^),  et  ainsi  de  suite;  donc  le  premier  et  le  dernier 
faisceau  (S,aa^a^a^)^  [S.a%^o(.^o^^)^  sont  homographiques,  ei  Sa  est  un 
rayon  double  de  ces  deux  faisceaux.  On  voit  par  là  qu'il  suffira  de  con- 
struire (1126)  les  rayons  doubles  des  deux  faisceaux  homographiques 
déterminés  parles  trois  couples  (S ^,,  S aj  {Sû.^,Sx^)  (Sa^.So^^);  chacun 
de  ces  rayons  doubles  coupera  la  conique  en  un  point  qui  pourra  être  pris 
pour  le  sommet  a;  il  y  a  donc  deux  solutions. 

Le  problème  corrélatif  :  Circonscrire  à  une  conique  un  polygone  dont 
les  sommets  soient  situés  i-espectivemejit  sur  des  droites  données,  se 
résoudrait  d'une  manière  analogue  en  s'appuyant  sur  le  théorème  cor- 
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relatif  de  la  proposition  (1119). 

Quand  des  angles  circonscrits  à  une  conique  ont  leurs  sommets  en  ligne 
droite,  les  segments  qu'ils  interceptent  sur  une  tangente  quelconque  à  la 
courbe  forment  une  involution  ;  ce  théorème  et  sa  réciproque  se  démon- 
trent par  des  raisonnements  corrélatifs  de  ceux  faits  au  n°  1119;  le  lec- 
teur les  rétablira  sans  peine  et  pourra  en  déduire  des  tracés  graphiques 
corrélatifs  de  ceux  exposés  aux  n^'  1125  et  suivants. 

1140.  Deux  points  A  et  A'  [Jïg,  584)  sont  dits  conjugués  par  rapport  à 
une  conique  lorsque  la  polaire  de  l'un  passe  par  l'autre.  Ces  points  sont 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  points  (réels  ou  imagi- 
naires) a  et  (3  suivant  lesquels  la  droite  AA'  qui  les  joint  rencontre  la 
conique.  Lorsque  les  points  a  et  p  sunt  réels,  l'un  des  points  A  et  A'  est 
intérieur  et  l'autre  extérieur  à  la  courbe. 

Plusieurs  couples  de  points  conjugués  sur  une  même  droite  forment 
une  involiition  dont  les  points  doubles  sont  les  points  où  la  droite  coupe 
la  conique  (1J14).  Quand  ces  points  doubles  sont  imaginaires,  il  existe  de 
chaque  côté  de  la  droite  un  point  d'où  l'on  voit  sous  un  angle  droit 
chaque  couple  de  points  conjugués. 

Deux  droites  L  et  L'  sont  dites  conjuguées  par  rapport  à  une  conique 
lorsque  le  pôle  de  l'une  est  situé  sur  l'autre.  Ces  deux  droites  sont  co//- 
juguées  harmoniques  par  rapport  aux  deux  tangentes  réelles  ou  imagi- 
naires issues  de  leur  point  d'intersection;  l'une  au  moins  des  droites  con- 
juguées rencontre  toujours  la  courbe. 

Plusieurs  couples  de  droites  conjuguées  issues  d\in  même  point  forment 
un  faisceau  en  involution  dont  les  rayons  doubles  sont  les  tangentes 
(réelles  ou  imaginaires)  issues  de  ce  point.  Donc  (1119),  par  un  point 
quelconque  du  plan  d'une  conicjue  passe  toujours  un  couple  de  droites 
conjuguées  rectangulaires  ;  et  il  n'en  passe  en  général  qu'un  seul,  à  moins 
que  tous  les  couples  de  droites  conjuguées  passant  par  ce  point  ne  soient 
rectangulaires,  ce  qui  a  lieu  pour  certains  points  remarquables  dont  nous 
parlerons  plus  tard. 

Les  deux  propositions  qui  précèdent  fournissent  des  solutions  simples 
des  deux  problèmes  suivants  : 


Trouver  les  points  d' intersection 
d'une  conique  et  d'une  droite  de 
son  plan. 

On  prend  deux  points  a  ^ib  sur 
la  droite;  on  détermine  leurs  po- 
laires et  l'on  prend  les  points  a' 
et  b'  où  ces  polaires  coupent  la 
droite  ;  les  points  cherchés  sont  les 


Mener  les  tangentes  à  une  co- 
nique par  un  point  de  son  plan. 

On  mène  deux  droites  A  et  B  par 
le  point;  on  cherche  leurs  pôles, 
puis,  en  les  joignant  au  point  donné, 
on  obtient  deux  nouvelles  droites 
A'  et  B'.  Les  tangentes  cherchées 
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points  doubles  (réels  ou  imagi-  j   sont  les  rayons  doubles  (réels  on 


naires)  de  l'involution  déterminée 
par    les    deux   couples    {a,    a!), 


imaginaires)  du  faisceau  involulif 
déterminé  par  les  deux  couoles 
(A,  A'),  (B,  B'). 


On  dit  qu'un  triangle  est  autopolaire  ou  conjugué  par  rapport  à  une 
conique  lorsque  chaque  sommet  est  le  pôle  du  côté  opposé. 

11  est  évident  que,  dans  le  plan  d'une  conique,  il  existe  une  infinité  de 
triangles  autopolaires  :  il  suffit  de  prendre  pour  les  doux  premiers  som- 
mets deux  points  conjugués  quelconques  a  Qi  b  par  rapporta  laconique 
et  pour  troisième  sommet  c  le  pôle  de  ah]  en  effet,  la  polaire  de  a 
devant  passer  par  h  qui  est  conjugué  de  a  et  aussi  par  c  qui  est  le 
pôle  de  ah  sera  la  droite  hc,  et  l'on  verrait  de  même  que  la  polaire  de  b 
est  ac. 

Dans  tout  triangle  autopolaire  abc^  deux  sommets  quelconques  sont 
conju<yués  aussi  bien  que  deux  côtés  quelconques.  L'un  des  sommets  est 
intérieur  à  la  conique^  et  les  deux  autres  sont  extérieurs;  car,  des 
deux  points  conjugués  a  et  b^Win  au  moins,  a  par  exemple,  est  extérieur; 
sa  polaire  bc  coupe  donc  la  courbe  et,  par  suite,  les  points  conjugues  b 
et  c  sont  l'un  intérieur,  l'autre  extérieur. 

1141.  Les  polcdres  OA,  OB,  OC,  OD,  de  quatre  point  <  a.  b^  c,  d^  si- 
tués sur  une  même  droite  h.  forment  unfcdscecai  dont  l ;  rapport  anhar- 
monique  est  égal  à  celui  des  quatre  points. 

En  effet,  soient  a! .  b'^  c',  d',  les  points  où  la  droite  D  rencontre  le 
faisceau  (0,  x\BCD).  Comme  le  centre  0  du  faisceau  est  le  pôle  de  la 
droite  L  (1137),  les  points  a  et  a',  b  et  //,  c  et  c\  d  et  d',  sont  conju- 
gués ;  ils  forment  donc  une  involution,  et,  par  suite,  le  rapport  anhar- 
monique  (ahcd)  est  égal  au  rapport  anharmonique  (r/ />»'(?' <:/'),  qui  n'est 
autre  que  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  (0,  ABGD). 

DIAMÈTRES     ET    CENTRE. 

1142.  Les  deux  points  de  rencontre  a  et  p  d'une  conique  et  d'une 
droite  sont  réels  ou  imaginaires,  mais  le  point  milieu  du  segment  a^  est 
toujours  réel;  c'est  le  conjugué  harmonique  par  rapport  à  a3  du  point 
situé  à  l'infini  sur  la  droite  considérée  (1114).  11  résulte  de  là  que/e  lieu 
des  milieux  des  cordes  d'une  conique  parallèles  à  une  direction  donnée 
est  une  ligne  droite;  c'est  la  polaire  du  point  à  l'infini  commun  à  toutes 
les  cordes.  Cette  droite,  qui  passe  évidemment  parles  points  de  contact 
des  tangentes  parallèles  à  la  direction  donnée,  a  reçu  le  nom  de  diamètre. 

A  chaque  direction  des  cordes  répond  un  diamètre.  Tous  les  diamètres 
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passent  par  un  point  unique,  pôle  de  la  droite  de  l'infini  (1137),  et  qu'on 
nomme  centre  de  la  conique. 

La  polaire  du  centre  étant  la  droite  de  l'infini,  les  tangentes  réelles 
ou  imaginaires  issues  du  centre  ont  leurs  points  de  contact  à  l'infini  ; 
on  leur  donne  le  nom  d'asymptotes. 

Quand  un  angle  est  circonscrit  à  une  conique,  la  droite  qui  Joint  le 
sommet  au  milieu  de  la  corde  de  contact  est  un  diamètre  ;  car  c'est  la 
polaire  du  point  à  l'infini  situé  sur  cette  corde. 

1143.  On  dit  que  deux  diamètres  sont  conjugués  lorsque  le  pôle  de 
l'un  est  situé  sur  l'autre.  Le  pôle  d'un  diamètre  étant  à  l'infini  sur  la 
direction  des  cordes  correspondantes,  on  voit  que,  si  deux  diamètres 
sont  conjugués,  chacun  d'eux  divise  en  deux  parties  égales  les  cordes 
parallèles  à  l'autre. 

La  polaire  L  d'un  point  p  est  parallèle  au  diamètre  conjugué  Ob  de 


Fig.  585. 


celui  qui  passe  par  ce  point  p  {fig.  585);  car  ce  diamètre  doit  passer 
par  le  pôle  du  diamètre  Oa  et  ce  pôle  est  à  l'infini  sur  Ob. 

En  particulier,  si  le  diamètre  aOa'  rencontre  la  courbe^  les  tangentes 
T  et  T'  aux  extrémités  de  ce  diamètre  sont  parcdlèles  à  son  conju- 
gué Ob. 

1144.  Plusieurs  couples  de  diamètres  conjugués  forment  un  faisceau 
en  inçolution  (1140);  les  axes  de  symétrie  de  la  courbe  forment  le  couple 
de  rayons  homologues  rectangulaires. 
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Dans  l'ellipse  {fîg.  585),  le  sommet  du  faisceau,  c'est-à-dire  le  cen- 
tre de  la  courbe  étant  intérieur,  il  n'y  a  pas  de  rayons  doubles;  un 
couple  quelconque  de  diamètres  conjugués  est  alors  séparé  par  tout 
autre  couple.  D'ailleurs  tout  diamètre  coupe  la  courbe  en  deux- 
points. 

Dans  l'hyperbole  {fig,  58G),  le  centre  étant  extérieur,  le  faisceau  a 
pour  rayons  doubles  les  tangentes  issues  de  ce  point,  c'est-à-dire  les 
deux  asymptotes.  De  là  résultent  diverses  conséquences  : 

1°  Le  diamètre  conjugué  d'une  asymptote  est  cette  asymptote  elle- 
même. 

2"  Deux  diamètres  conjugués  quelconques  OL  et  OL'  divisent  harmo- 
niquement  l'angle  uOv  des  asymptotes. 

3^  De  deux  couples  de  diamètres  conjugués  (O.r,  Or)  (OL,  OL'), 
l'un  est  toujours  compris  dans  l'autre. 

4°  De  deux  diamètres  conjugués  O.r  et  Or,  l'un  rencontre  la  courbe, 
l'autre  ne  la  rencontre  pas. 

j"*  La  portion  06'  d'une  tangente  quelconque  comprise  entre  les 
asymptotes  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  le  point  de 
contact  C;  car  66'  est  parallèle  au  diamètre  conjugué  0/  de  OC. 
c'est-à-dire  au  rayon  0/  du  faisceau  harmonique  {Oy,  Ou,  Ox,  Oc) 
i.fig'  586). 

A  cause  de  la  symétrie  par  rapport  au  centre,  la  portion  œ(t'  de  la  tan- 
gente en  C  comprise  entre  les  asymptotes  est  égale  et  parallèle  à  66'  et 
la  figure  6crcr'6'  est  un  parallélogramme.  Par  analogie  avec  ce  qui  a  été  dit 
pour  l'axe  non  transverse  (4017),  on  donne  à  la  partie  DD'  du  diamètre 
non  transverse  Oj,  qui  est  comprise  dans  le  parallélogramme  6aŒ'6',  le 
non  de  longueur  de  ce  diamètre;  mais  ce  n'est  là  qu'une  dénomination 
introduite  pour  faciliter  le  langage,  et  il  faut  bien  se  garder  de  croire 
(|ue  les  points  D  et  D',  quoique  portant  le  nom  â' extrémités  du  diamètre 
non  transverse  Oj,  appartiennent  à  la  courbe  ;  il  n'y  a  pas  de  points  de 
la  courbe  surj'o/. 

1 145.  La  polaire  d'un  point  quelconque  p  du  plan  d'une  ellipse  ou 
d'une  hyperbole  rencontre  le  diamètre  passant  par  le  pôle  p  en  un 
point  //  qui  est  conjugué  de  p  par  rapport  à  la  conique  (1143).  Les 
couples  de  points  tels  que  p  et  //  (fig.  585  et  586)  forment  sur  ce 
diamètre  une  involution  dont  le  point  central  est  le  centre  0  de  la 
conique,  puisque  le  conjugué  de  0  est  à  l'infini  (1112).  Si  ce  dia- 
mètre est  transverse  (ellipse  ou  hyperbole),  ses  extrémités  sont  les 
points  doubles  de  l'involution,    et  l'on  a,  en   appelant  a'  la   demi- 
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longueur  de  ce  diamètre, 

il)  Op.Op'  =  a'K 

Si  le  diamètre  est  non  transverse  (hyperbole),  il  n'y  a  pas  de  points 
doubles;  mais  alors  les  points  D  et  D',  que  nous  sommes  convenus 
d'appeler  les  extrémités  de  ce  diamètre,  sont  évidemment  conjugués, 
car  le  pôle  de  DO  est  sur  la  polaire  de  0,  c'est-à-dire  sur  la  droite  CD' 
qui,  étant  parallèle  à  l'asymptote,  est  la  corde  de  contact  des  tan- 
gentes 6i/  et  6C;  ona  dans  ce  cas 

(7.)  0/?.0//  =  — ^^'2, 

//  étant  la  demi-longueur  OD  du  diamètre  non  transverse. 

1146.  On  nomme  cordes  supplémentaires  deux  cordes  qui,  partant  d'un 
même  point  m  de  la  conique  {/ig.  687),  aboutissent  aux  extrémités  d'un 
môme  diamètre  AA'.  Deux  cordes  supplémentaires  A  m,  A' w,  sont  paral- 
lèles à  un  système  de  diamètres  conjugués.  En  effet,  soient  OC  et  OD  deux 
diamètres  respectivement  parallèles  à  Mm  et  à  Am.  OC,  passant  par  le 
milieu  0  de  AA',  passe  par  le  milieu  //  de  km\  il  divise  donc  en  deux 
parties  égales  les  cordes  parallèles  à  OD,  et  par  suite  OC  et  OD  sont 
conjugués.  Inversement,  deux  droites  km  et  Mm  menées  par  les  ex- 
trémités d'un  diamètre  AA',  parallèlement  à  deux  diamètres  conju- 
gués quelconques  OD  et  OC,  se  coupent  sur  la  conique.  Car  désignons 
par  [x  le  point  où  la  corde  km  parallèle  à  OD  coupe  la  conique,  et 
menons  [jlA';  les  cordes  supplémentaires  Afx,  A'[jl,  sont  parallèles  à 
deux  diamètres  conjugués,  et,  comme  A(jl  est  parallèle  à  OD,  k!  \k  doit 
être  parallèle  à  OC;  elle  ne  diffère  donc  pas  de  k' m  et  les  points  m 
el  [X  se  confondent. 

Cela  posé,  considérons  séparément  l'ellipse,  l'hyperbole  et  la  para- 
bole. 

1117.  L'ellipse  n'ayant  aucun  point  à  l'infmi,  la  droite  de  l'infini  est 
extérieure  à  la  courbe,  et  son  pôle  0,  c'est-à-dire  le  centre  de  l'ellipse, 
est  à  l'intérieur  de  la  courbe.  Tous  les  diamètres  rencontrant  la  courbe 
en  deux  points  réels  sont  limités  ;  et,  comme  les  tangentes  issues  du  centre 
sont  imaginaires,  le  faisceau  en  involution  formé  par  les  divers  couples 
de  diamètres  conjugués  n'a  pas  de  rayons  doubles;  donc,  un  couple 
quelconque  (OA,  OB)  de  deux  diamètres  conjugués  est  séparé \)d.v  tout 
autre  couple  (OC,  OD);  en  d'autres  termes,  si  OC  est  situé  dans  l'angle 
BOA  {fg.  587),  OD  est  extérieur  à  cet  angle. 

Le  diamètre  AA'  étant  la  polaire  du  point  à  l'infini  sur  le  diamètre 
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conjugué  OB,  les  cordes  supplémentaires  km  et  A  m'  tracent  sur  OB, 
quand  m  se  déplace  sur  la  courbe,  une  involution  dont  B  est  un  point 
double  (1133).  On  a  donc,  en  appelant  n  et  n'  les  points  où  OB  ren- 
contre A///  et  Xni\  la  relation 

(r)  0/-'.0//=r  Ôb". 

Prenons  pour  axe  des  x  le  demi-diamètre  OA,  dont  nous  désignerons 
la  longueur  par  a\  et  pour  axe  des  j  le  demi-diamètre  OB,  dont  nous 
désignerons  la  longueur  par  //  :  r  et  x  étant  les  coordonnées  mp  et  0/? 
d'un  point  quelconque  m  de  la  conique,  on  a,  en  considérant  d'abord  les 

Fio-.  587. 


"/ 

/'n 

/; 

7  -^    /'     ''  :/ 

/     / 

'S 

\v 

triangles  semblables  /zOA  et  mpk,  puis  les  triangles  semblables  //OA 
et  mpk'. 

a'  — ./;         a'        a'  -+-  x         a' 

en  multipliant  membre  à  membre  et  en  ayant  égard  à  la  relation  (0  on 
obtient  pour  l'équation  de  l'ellipse 

,      ,  r2  /y2  ^2  j-2 

Si  l'on  désigne  par  x'^  y,  et  par  x%  y"  les  coordonnées  des  extré- 
mités G  et  D  des  diamètres  OC  et  OD  parallèles  aux  cordes  k' m  et  Xm, 
on  a,  en  considérant  d'abord  les  triangles  semblables  OC  7  et  A'//0.  puis 
les  triangles  semblables  OD/',  A/zO, 

y'  _  0//'         j"     ___  On 

x'  a'         —  x"  a'  ' 


.r- 
a- 

r 
lA 

=  1 7 

yL 

./ 

b\ 

x' 

x 

a- 
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on  multipliant  membre  à  membre  et  en  ayant  égard  à  la  relation  (i),  on 
trouve 

,  3  y.  -il  -  __  ^!l . 

x'  x'  (('- 


y 
Le  rapport  —,  reçoit  le  nom  de  coefficient  au^iUalre  du  diamètre  OC,  de 

même*^  est  le  coefficient  angulaire  du  diamètre  OD. 

Lorsqu'on  prend  pour  axes  de»  coordonnées  les  axes  mêmes  de  la 
courbe,  on  a,  en  désignant  par  a  le  demi  grand  axe  dirigé  suivant  O^et 
par  /;  le  demi  petit  axe  dirigé  suivant  Oj, 


(5) 

y' 

les  coordonnées  étant  alors  rectangulaires,  le  coefficient  angulaire  —,  est 

y" 
égal  à  tangCOA,  et 'S;  est  égal  à  tangDOA. 

Il  est  facile  d'exprimer  les  coordonnées  x\  j"  de  l'extrémité  D  d'un 
diamètre  OD  en  fonction  des  coordonnées  x\  j\  de  l'extrémité  G  de  son 
conjugué  OC.  En  effet,  le  point  G  étant  sur  la  courbe,  ses  coordonnées  x' 
etj'  satisfont  à  l'équation  (4);  on  peut  donc  poser 

(G)  x'  —  cK^oso' ^    y' ~  h  %iïio\ 

et  de  môme 

(  7  )  X  —  a  cos  cp",     ;  "  =  h  sin  cp' . 

La  relation  (  5  )  devient  alors 

cos(/f"  —  cp')  =  o,     d'où     cp"  =:  -  -^  cp' 
et,  par  suite, 
(  8  )  X  —  —  rt  sin  cp  r=  —  y  j\    y   =  0  coë^  =  -  X  ; 
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pour  avoir  les  coordonnées  de  l'autre  extrémité  D'  du  diamètre  OD,  il 
sufTirait  de  changer  les  signes. 
Les  relations  (6)  et  (8)  donnent 

jc'-  -}-  x"^  =  a\     y"  -h y  —  />'  ; 

donc  la  somme  des  carrés  des  projections  orthogonales  des  deux  demt^ 
diamètres  conjugués  OC  et  OD  sur  chaque  axe  est  constante. 
En  ajoutant  les  deux  égalités  précédentes,  on  a 

(x"'  -i-  r")  ^  [x'"^y"  )  =  a'  -4-  b'     ou     ÔC  V  ÔD  =  a'  -+-  ù'  : 

donc ,  la  somme  des  cajTés  de  deux  demi-diamèti'es  conjugués  est  con- 
s  tante. 

Le  triangle  OCD  est  la  moitié  du  parallélogramme  construit  sur  les 
deux  demi-diamètres  conjugués  OC  et  OD.  Il  est  égal  au  trapèze  CDrr/, 
diminué  de  la  somme  des  deux  triangles  rectangles  0C</,  ODr;  son  aire 
a  donc  pour  expression 


(/-4-  y")[x'~-  x")  -li-  x"y)  -{x'f  :^  i(^-' r"  -.rV  ) 


ou  -  ab^  eu  égard  aux  formules  (6)  et  (8).   Donc,  Vaire  du  parallélo- 

gramme  construit  sur  deux  demi-diamètres  conjugués  est  constante. 

Les  deux  derniers  théorèmes  sont  dus  à  Apollonius. 

La  proposition  précédente  peut  s'écrire,  d'après  une  expression  bien 
connue  de  l'aire  du  triangle, 

OC.ODsinCOD=:  ab. 

L'angle  obtus  COD  de  deux  diamètres  conjugués  est  maximum  quand  son 
sinus  est  minimum,  c'est-à-dire  quand  le  produit  OC.OD  ou  son  carré  est 

maximum  ;  ce  qui  a  lieu  pour  OC  --  OD,  puisque  OC  -f-  OD  est  constant. 
Ainsi,  les  diamètres  conjugués  qui  font  le  plus  grand  angle  sont  les  dia- 
mètres conjugués  égaux.  Le  carré  de  leur  demi-longueur  commune  est 

-  [a'  H-  b^)^  et  l'on  a 


(ri^  H-6^)  z=z  x^^-^  j"  -  rt'cos^<p'  -^  ^^sin^'f'. 


On  déduit  de  làsincp'  ~-p_—  coscp';  par  suite,  les  coordonnées  x'  et  j' 

du  point  C  sont  alors  proportionnelles  à  a  et  b^  de  sorte  que  les  diamè- 
tres conjugués  égaux  sont  dirigés  suivant  les  diagonales  du  rectangle 
construit  sur  les  axes. 
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L'angle  COD  de  deux  demi-diamètres  conjugués  est  droit  lorsque  OC 
coïncide  avec  le  grand  axe,  puis  il  augmente  jusqu'à  ce  que  OC  soit  dirigé 
suivant  une  diagonale  du  rectangle  des  axes  ;  il  diminue  ensuite  et  rede- 
vient droit  lorsque  OC  reprend  la  position  du  petit  axe. 

Quand  les  axes  a  et  b  de  Fellipse  sont  égaux  entre  eux,  l'équation  (4) 
se  réduit  à  .r^  -+- j^  =  «^;  tous  les  points  de  la  courbe  sont  donc  à  une 
distance  du  centre  égale  à  «;  en  d'autres  termes,  l'ellipse  dégénère  en 
un  cercle. 

Pour  une  même  abscisse  Op  [fg,  588),  c'est-à-dire  pour  une  même 


valeur  de  l'angle  'f',  l'ordonnée  mp  de  l'ellipse  est  b  sin<ï>',  et  celle  np  du 
cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre  est  a  sincp';  le  rapport  — 

est  donc  constant  et  éeal  à  -• 
^        a 

Remarquons  enfin  que  l'angle  auxiliaire  «p',  dont  l'emploi  est  si  com- 
mode, est  précisément  l'angle  nOp. 

1148.  L'hyperbole  ayant  deux  points  réels  sur  la  droite  de  l'infini,  son 
centre  est  extérieur  à  la  courbe  (1133);  les  tangentes  Ore,  Op,  issues  du 
centre,  c'est-à-dire  les  asymptotes,  sont  donc  réelles;  ce  sont  les  rayons 
doubles  du  faisceau  en  involution  formé  par  les  deux  couples  de  diamè- 
tres conjugués.  Il  suit  de  là  que  deux  diamètres  conjugués  cpielconques 
divisent  harmoniquemeiit  V angle  des  asymptotes  et  qu'aucun  couple  de 
diamètres  conjugués  n'est  séparé  par  aucun  autre.  Enfin,  de  deux  dia- 
mètres conjugués,  l'un  rencontre  réellement  la  courbe  et  l'autre  ne  la 
rencontre  pas  (1144). 

Les  portions  AE,  AE'  i^fig,  589)  d'une  tangente  comprise  entre  l'hy- 
perbole et  ses  asymptotes  sont  égales;  car  les  asymptotes  0^^  et  Ot^,  le 
diamètre  OA^  et  son  conjugué  0/  forment  un  faisceau  harmonique,  et 
la  tangente  EAE',  étant  parallèle  au  rayon  Ojde  ce  faisceau  (1143),  est 
divisée  en  deux  parties  égales  par  les  autres  rayons.  Il  suit  de  là  que,  si 
l'on  mène  AP  et  AP'  parallèles  aux  asymptotes,  P  est  le  milieu  de  OE  et 
P'  le  milieu  de  OE';  donc,  lorsqu^ on  prend  les  asymptotes  pour  axes  de 
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coordonnées  ,  la  sous-tangente  OE'  est  double  de  l'abscisse  OP'  du  point 
de  contact. 

Les  portions  gm  et  g' m'  d'une  sécante  gg\  compiises  entre  Vhyper- 
bole  et  ses  asymptotes,  sont  égales.  En  effet,  soit  EAE'  la  tangente  paral- 
lèle à  gg\  et  OÂ  le  diamètre  qui  passe  au  point  de  contact;  ce  diamètre 
divise  la  corde  mm'  de  l'hyperbole  en  deux  parties  im  et  im'  égales  entre 
elles;  mais,  puisque  A  est  le  milieu  de  EE',  /  est  évidemment  le  milieu 
de  la  parallèle  gg  ;  donc  ig  =  ig\  et,  par  suite,  ig  —  im  ou  gm  est 
égal  à  ig'  —im'  ou  g' m' , 

Une  tangente  quelconque  EAE',  lorsque  son  point  de  contact  A  se  dé- 
place sur  la  courbe,  trace  sur  les  asymptotes  (1130)  deux  divisions  ho- 


mographiques  ;  et,  comme  le  point  0  correspond  évidemment  à  l'infini 
dans  l'une  et  l'autre  division,  le  produit  OE.OE'  est  constant;  il  en  est 
donc  de  même  de  l'aire  du  triangle  OEE'  et,  par  suite,  de  l'aire  du  paral- 
lélogramme OPAP',  qui  est  la  moitié  de  ce  triangle.  On  voit  par  là  que,  si 
Ton  désigne  par  x  etjles  coordonnées  d'un  point  quelconque  A  de  Thy- 
perbole  rapportée  à  ses  asymptotes.  Ou  et  Oc,  on  a  pour  l'équation  de 
cette  courbe  xy  —  const. 

1149.  AOA'  étant  un  diamètre  transvèrse  quelconque  de  l'hyperbole, 
menons  les  tangentes  en  A  et  A'  qui  coupent  les  asymptotes,  la  première 
en  E  et  E',  l'autre  en  F  et  F'.  Les  triangles  OAE,  AO'F',  sont  égaux,  puis- 
qu'ils ont  leurs  angles  respectivement  égaux  et  que  OA  =  0A';  donc 
AE  —  A'F';  par  suite,  les  droites  EE',  FF',  sont  égales,  et,  comme  elles 
sont  parallèles  (1143),  la  figure  EFF'E'  est  un  parallélogramme  dont  0 
est  le  centre.  Soient  B  et  B'  les  points  où  le  diamètre  yOy'  conjugué  de 
OA  rencontre  EF  etE'F';  B  est  le  milieu  de  EF,  B'  celui  de  E'F',  les 
droites  AB',  A'B,  sont  parallèles  à  l'asymptote  Ow,  et  les  droites  AB  et 
A'B'  à  l'asymptote  0(^ 

Cela  étant,  posons  0A==<^/',  OB  —  b' ,  et  prenons  les  deux  demi-dia- 
mètres conjugués  0  A  .r,  OBr,  pour  axes  des  coordonnées;  m  étant  un 
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point  quelconque  de  l'hyperbole,  les  deux  cordes  supplémentaires  km^ 
A' m,  déterminent  sur  le  diamètrejO/' deux  points  «et /z' qui  engendrent 
une  involulion  (1147)  dont  B  et  B'  sont  évidemment  deux  points  homo- 
logues. On  a  donc 

0/2.0/?' =:0B. OB'-  ~ù'\ 

Dès  lors,  tous  les  raisonnements  faits  et  les  résultats  obtenus  pour  l'el- 
lipse subsistent,  en  changeant  b'^  en  —  b'^  ou  b'  en  b' \/  —  i.  Ainsi  : 
i*"  L'hyperbole  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués  a  pour  équation 

a'-'        b"~ 

Pour  J7  =  o,  on  3/=  =b  ^V  —  i  ;  de  la  le  nom  de  Ion  faneur  du  demi- 
diamètre  non  transverse  attribué  à  OB  =  è'. 

a  Qi  b  étant  les  longueurs  des  deux  axes,  on  a,  en  prenant  ces  droites 
pour  axes  de  coordonnées  rectangulaires, 

a-      b' 
Les  triangles  semblables  giO^  EAO,  donnent 

0  FA  //  -    2  ^'2—2 

on  a  d'ailleurs,  par  Féqualion  de  l'hyperbole, 


mi 

a'" 


donc,  en  retranchant, 


gi  —  mi  =■  b''^ 


ou 

b'"^  ~  [^i  H-  mi)  (gi  —  mi)  =  gm,gm'  =  mg,mg'  ; 

ainsi  le  produit  des  segments  d'une  sécante,  compris  entre  un  point  de 
la  courbe  et  les  asymptotes,  est  égal  au  carré  du  demi-diamètre  paral- 
lèle à  la  sécante, 

2°  La  relation  entre  les  coefficients  angulaires  de  deux  demi-diamètres 
conjugués  est 

y  y"  _  //'  f  y"  __  U' 

x    x"  '~  a'^  x'   x"      à~ 

suivant  qu^on  prend  pour  axes  de  coordonnées  les  demi-diamètres  con- 
jugués a'  et  b'  ou  les  demi-axes  «  et  ^  de  la  courbe. 
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3**  Les  coordonnées  de  l'extrémité  d'un  demi-diamètre  s'expriment  en 
fonction  des  coordonnées  de  l'extrémité  du  demi-diamètre  conjugué  par 
les  formules 

qui  sont  dues  à  M.  Chasles  [J perça  historique,  etc.). 

4*'  La  différence  des  carrés  des  projections  de  deux  demi-diamètres 
conjugues  sur  un  axe  est  constante.  La  différence  des  carrés  de  deux 
diamètres  conjugués  ciuelconciues  est  constante ^  ainsi  que  Vaire  du  paral- 
lélogramme construit  sur  ces  diamètres. 

La  relation  a''^  —  b''^=  a^  —  b"^  montre  que,  si  «est  différent  de  b,  a' est 
différent  de  b'  \  Vhyperbole  n^a  donc  pas  de  diamètres  conjugués  égaux. 

Si  <7  —  ^,  on  a  a'  —  b' ^  c'est-à-dire  que  tout  diamètre  est  alors  égal  à 
son  conjugué^  et  l'hyperbole  est  dite  équilatère.  Le  parallélogramme 
EE'F'F  construit  sur  deux  diamètres  conjugués  quelconques  est  dans 
ce  cas  un  losange,  et  les  asymptotes  qui  en  sont  les  diagonales  sont  alors 
rectangulaires. 

Nous  avons  vu  (1148)  que  l'hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes  a 
pour  équation  xr  —  K^  ;  en  supposant  que  dans  lay?^.  589  les  droites  OA 
et  OB  soient  les  axes  <7  et  <^  de  la  courbe,  le  parallélogramme  0 A  E'  B'  sera 
un  rectangle,  et  les  coordonnées  OP'  et  P'A  du  sommet  A  par  rapport 
aux  asymptotes  seront  Tune  et  l'autre  égales  à  la  moitié  de  la  diagonale 
\/  (i^  -4-  IP-  de  ce  rectangle  ;  on  a  donc 

pour  une  hyperbole  quelconque,  et,  en  particulier  pour  l'hyperbole  équila- 
tère, K^  =^  ~  «^  On  donne  souvent  à  cette  constante  K^,  que  nous  venons 
d'exprimer  en  fonction  des  axes,  le  nom  ^q  puissance  de  l* hyperbole, 

THÉORÈME. 

1150.  Dans  l'ellipse  et  dans  Vhyperbole  : 

i""  Deux  diamètres  conjugue^-  quelconques  interceptent  sur  une  tangente 
fixe  ST  deux  segments  CT  et  GS  dont  le  produit  est  constant. 

2°  Une  tangente  TMT'  détermine  sur  deux  tangentes  fixes  et  parcd- 
lèles  deux  segments  GT,  G'T'  dont  le  produit  est  constant  {fig.  690 ). 

En  effet  : 

1°  Le  faisceau  invohitif  formé  par  les  divers  couples  de  diamètres  con- 
jugués détermine,  sur  la  tangente  fixe  SGT,  une  invoiution.  Le  point  de 
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contact  C  est  le  point  central  de  cette  involution,  puisque  son  homo- 
logue est  à  l'infini,  attendu  que,  lorsque  S  vient  en  C,  T  est  sur  le  dia- 
mètre OD  conjugué  de  OG,  c'est-à-dire  parallèle  à  GT.  Le  produit  CT.CS 
est  donc  constant. 

2''  Les  droites  OT  et  OT'  étant  respectivement  les  diamètres  des  cordes 
parallèles  à  MG  et  à  MG'  sont  deux  diamètres  conjugués,  puisque  ces 
cordes  sont  supplémentaires;  d'ailleurs,  S  désignant  le  point  où  T'O 


prolongée  rencontre  la  tangente  GT,  les  deux  segments  G'T'  et  GS,  sy- 
métriques par  rapport  au  centre,  sont  égaux  et  de  signe  contraire; 
on  a  donc 

GT.G'T'-:   -GT.GS=-  const. 

1151.  Le  faisceau  involutif  des  diamètres  conjugués  n'a  pas  de  rayons 
doubles  dans  l'ellipse,  tandis  qu'il  a  pour  rayons  doubles  les  asymptotes 
dans  l'hyperbole.  Donc  le  produit 

GT.GS 

est  négatif  dans  V  ellipse  et  positif  dans  V  hyperbole.  Quanta  sa  valeur 
absolue  elle  est,  pour  l'une  et  l'autre  courbe,  égale  au  carréjdu  demi- 
diamètre  OD  parallèle  à  la  tangente  SGT.  En  effet,  supposons  que  GT 
soit  égal  à  OD;  alors,  dans  l'ellipse  {fig.  ^90),  DT  étant  parallèle  à  OG, 
G'T'  et  son  égal  SG  sont  égaux  à  OD;  dans  l'hyperbole  {fig.  586), 
T  est  alors  en  ô  sur  l'asymptote,  en  vertu  de  la  définition  (1144)  de  la 
longueur  du  demi-diamètre  non  transverse  OD,  et  comme  c'est  le  point 
double  de  l'involution,  S  est  aussi  en  0  et  par  suite  GT  comme  GS  est 
égal  à  OD. 


4  i  2  GÉOMÉTRIE    DANS    l'eSPAGE. 

PROBLÈMES. 

1152.  Voici  quelques  problèmes  usuels  relatifs  à  l'ellipse  et  à  i'in - 
perbole. 

i""  Construire  une  hyperbole  connaissant  les  asymptotes  Ox  et  Oj'  et 
un  point  E  {fg-  591). 

En  menant  par  le  point  donné  E  une  droite  quelconque,  prenant  les 
points  d'intersection  H  et  H'  de  cette  droite  avec  les  asymptotes,  puis 
portant  H'E'  =  EH,  on  aura  un  nouveau  point  E'  de  la  courbe  (1148). 
La  tangente  E'T  en  ce  point  s'obtiendra  en  menant  E'K  parallèle  à  Oj, 
puis  en  prenant  KT  =  OK  (1148).  On  obtiendra  ainsi  autant  de  points 
que  l'on  voudra  de  l'hyperbole  et  les  tangentes  en  ces  points. 

Fig.  5c)T. 


Les  axes  seront  dirigés  suivant  les  bissectrices  Oa  et  0  ^  des  angles  des 
asymptotes.  Le  point  E  et  par  suite  la  courbe  étant  ici  situés  dans  l'angle 
jOx  des  asymptotes  et  dans  son  opposé  par  le  sommet,  ce  sera  sur  la 
bissectrice  Oa  de  l'angle  j0.r  que  sera  l'axe  transverse.  En  menant 
par  E  la  parallèle  à  Op  jusqu'à  ses  rencontres  R  et  S  avec  les  asym- 
ptotes, et  construisant  la  moyenne  proportionnelle  Es  entre  les  seg- 
ments RE,  ES,  on  aura  (1149;  la  demi-longueur  b  de  l'axe  non  trans- 
verse; on  portera  celte  longueur  de  0  en  B,  sur  OP;  puis,  en  menant 
BA  parallèle  à  0.r,  on  obtiendra  sur  Oa  le  point  A  qui  donnera  la  demi- 
longueur  OA  de  l'axe  transverse. 

On  pourrait,  si  l'on  voulait,  commencer  par  déterminer  a  en  menant 
par  E  une  parallèle  à  0  a. 

'2°  Construire  les  axes  d'une  hyperbole  ou  d'une  ellipse  connaissant 
en  grandeur  et  position  un  système  de  diamètres  conjugués . 

Pour  l'hyperbole,  il  faut  indiquer  en  outre  quel  est  celui  des  deux 
demi-diamètres  donnés  qui  est  transverse;  l'extrémité  de  ce  demi-dia- 
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mètre  est  alors  un  point  donné  de  la  courbe,  et,  comme  les  diago- 
nales du  parallélogramme  construit  sur  les  diamètres  conjugués  donnés 
sont  les  asymptotes,  on  voit  qu'on  est  ramené  au  problème  précé- 
dent. 

Pour  Fellipse,  on  déterminera  par  le  procédé  du  n"  1119  le  couple  0.r, 
0/ de  rayons  homologues  rectangulaires  dans  le  faisceau  in volutif  formé 
d'une  part  par  le  couple  donné  OC  et  OD  de  diamètres  conjugués  et 
d'autre  part  par  le  couple  dirigé  suivant  les  diagonales  OE  et  01  du 
parallélogramme  construit  sur  le  premier  couple.  Puis,  pour  avoir,  par 
exemple,  la  longueur  do  l'axe  dirigé  suivant  0^,  on  observera  que  la 
projection  P  de  E  sur  0.r  est  le  pied  de  la  polaire  du  point  T  où  le 
côté  DE,  c'est-à-dire  la  tangente  en  E,  coupe  O.r,  en  sorte  que  la  lon- 
gueur cherchée  sera  la  moyenne  proportionnelle  entre  OP  et  OT. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'elfectuer  cette  construction;  nous 
avons  déjà  donné  (1071)  une  autre  solution  du  même  problème. 

3''  Trouver  le  diamètre  conjugué  d'un  diamètre  donné  OM,  connais- 
sant en  grandeur  et  en  position  un  premier  couple  de  diamètres  con- 
jugués A  A',  BB'  {fig.  599.). 

La  solution  est  très-simple  pour  l'hyperbole.  En  menant  les  diago- 


nales du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  diamètres  AA'  et  BB', 
on  a  les  asymptotes  OC  et  OD.  Or,  le  diamètre  cherché  ON  est  le  con- 
jugué harmonique  du  diamètre  donné  OM  par  rapport  à  l'angle  COD 
des  asymptotes  ;  on  aura  donc  un  point  K  de  ce  diamètre  ON,  en  menant 
une  parallèle  à  OD,  et  en  portant  sur  cette  ligne,  à  partir  du  point  I  où 
elle  coupe  OC,  un  segment  IK  égal  et  opposé  au  segment  IG  intercepté 
dans  l'angle  COM. 

Pour  l'ellipse,  on  opère  de  même.  Seulement,  après  avoir  trouvé 
le  point  K,  on  mène  par  ce  point  une  parallèle  à  OA,  jusqu^à  sa  ren* 
contre  H  avec  OB,  et  l'on  prolonge  KH  d'une  quantité   égale   HK'. 
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OK'  sera  le  diamètre  conjugué  de  OM.  Eu  effet,  prenons  pour  axes 
coordonnés  les  droites  OA  et  OB,  et  soient  .x  ei  f  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  OM,  .ri  et  ji  les  coordonnées  du.  point  K,  x'  et  r' 
les  coordonnées  du  point  K'.  Puisque  OK  est  le  conjugué  do  OM  dans 
l'hyperbole  qui  a  pour  diamètres  conjugués 


OA  r^  a 

ei 

OB  -=  />' 

on  a  la  relation 

.Xi  X       a 

qui,  à  cause  dos  égalités  évidentes 

y  =Ji.     '^'  ^-  — '^'i. 
devient 

y  y  _        //'^ 

X    X  ((''  ' 

OK'  et  OM  sont  donc  conjugués  par  rapport  à  relli[)se  ayant  OA  et  OB 
[)our  diamètres  conjugués. 

PROBLÈME. 

1153.  Construire  dans  relllp se  ou  dans  V hyperbole  un  couple  de  dia- 
mètres conjugués  faisant  entre  eux  un  angle  donné. 

A  l'aide  d'un  cercle  C  passant  par  le  centre  0  et  conformément  aux 
prescriptions  du  n*"  1119,  on  construira  le  point  to  relatif  au  faisceau  invo- 
lutif  formé  par  les  divers  couples  de  diamètres  conjugués;  il  suffira  pour 
cela  de  connaître  deux  premiers  couples,  par  exemple  les  deux  asym- 
ptotes dans  l'hyperbole,  et  dans  l'ellipse  les  axes  et  les  diagonales  de  leur 
rectangle.  Il  restera  à  mener  par  to  une  sécante  détachant  dans  le  cer- 
cle une  corde  pq  qui  soit  vue  du  point  to  sous  l'angle  donné  6;  0/^  et 
Oq  formeront  alors  le  couple  cherché.  Or  le  tracé  de  la  sécante  en 
question  revient  à  inscrire  dans  C  un  triangle  ayant  l'un  de  ses  angles 
égal  à  0,  puis  à  mener  par  le  point  to  une  tangente  à  un  cercle  con- 
centrique au  cercle  G  et  tangent  au  côté  du  triangle  qui  est  opposé  à 
Pangle  0.    • 

Nous  laissons  au  lecteur   le  soin  d'effectuer  les  constructions  et  de 
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faire  la  discussion  qui  est  facile  et  intéressante  et  qui  montre  une  fois 
de  plus  Futilité  de  l'involution. 

H54.  La  parabole  étant  tangente  à  la  droite  de  rinfîni,  son  centre,  qui 
est  le  pôle  ou  le  point  de  contact  de  cette  tangente,  disparaît  à  l'infini. 
Donc,  tous  les  diamètres  ax^  nu^  AX, ...,  sont  parallèles ^  et  cette  courbe 
na  qu'un  axe  AX  à  distance  finie.  Le  point  A,  où  cet  axe  rencontre  la 
courbe,  est  le  sommet  {fig.  093  )  de  la  parabole. 

Fig.  593. 


Une  tangente  mobile  détermine  sur  deux  tangentes  fixes  d'une  conique 
deux  divisions  homographiques  (1130  )  ;  dans  la  parabole,  ces  deux  divi- 
sions homographiques  sont  semblables  (J 102),  puisque,  la  droite  de  l'infini 
étant  une  des  positions  de  la  tangente  mobile,  les  points  à  l'infini  dans 
les  deux  divisions  sont  homologues.  Donc,  toutes  les  tangentes  à  la  para- 
bole  divisent  deux  tangentes  fixes  en  parties  proportionnelles ;Qi  récipro- 
quement, si  deux  droites  fixes  sont  divisées  en  parties  proportionnelles , 
V enveloppe  des  droites  qui  joignent  les  points  homologues  est  une  para- 
bole tangente  aux  deux  droites  fixes.  Cette  propriété  est  très-utile  dans 
les  applications. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  un  diamètre  quelconque  ax  et  la 
tangente  aj  à  son  extrémité  a  -,  met  n  étant  deux  points  quelconques  de 
la  parabole,  menons  les  ordonnées  mr  et  nq^  la  droite  an  et  le  diamètre 
fiu  qui  coupent  respectivement  mr  en  c  et  en  c'.  On  a  (1147) 


mais 


mr  --  rc.rc  ; 


,  ^      rc      nq 

rc'—72n      et     —  =  --^. 
ar       aq 
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Donc 

rc .  rc'  mr        nq 

ar  iir  aq 

En  d'autres  termes,  l'expression  ^  est  constante  ;  en  la  désignant  par  ip^ 

l'équation  de  la  parabole  rapportée  aux  axes  de  coordonnées  <7j:  et  aj  est 

j'=  ipx. 

La  valeur  de  p  varie  avec  la  position  du  point  a  de  la  courbe,  que  l'on 
prend  pour  origine.  Au  sommet  A,  les  axes  deviennent  rectangulaires,  et 
la  valeur  correspondante  de  la  constante  p  est  ce  qu'on  appelle  le  para- 
mètre de  la  parabole. 

Soit  nt  la  tangente  en  n  qui  coupe  ax  en  t\  nq  est  la  polaire  du 
point  t  (1136);  par  suite,  les  quatre  points  t^a.q^oo  ^  forment  un  système 
harmonique;  on  a  donc^^  =  ~aq^  d'où  tq  —  laq.  Ainsi,  dans  la  para- 
bole^ la  sous'îangente  (c'est-à-dire  la  portion  tq  du  diamètre  ax  comprise 
entre  les  pieds  de  l'ordonnée  et  de  la  tangente)  est  double  de  Vabscissc 
du  point  de  contact, 

FOYERS   ET   DIRECTRICES. 

1  lo5.  On  nomme  foyer  tout  point  du  plan  d'une  conique  autour  duquel 
chaque  droite  est  perpendiculaire  à  sa  conjuguée. 

Un  foyer  ne  peut  se  trouver  que  sur  un  axe  ;  car,  pour  tout  autre  point 
du  plan,  le  diamètre  qui  passe  par  ce  point  et  la  parallèle  au  conju- 
gué de  ce  diamètre  forment  un  couple  de  droites  conjuguées  non  rectan- 
gulaires. 

Pour  prouver  (^u'un  point  F  d'un  axe  est  un  foyer,  il  suffit  de  démon- 
trer qu'on  peut  mener  par  ce  point  F  un  couple  de  deux  droites  conju- 
guées rectangulaires  et  non  parallèles  aux  axes  ;  car  l'axe  proposé  et  la 
parallèle  à  l'autre  axe  menée  par  le  point  F  formeront  un  second  couple 
de  droites  conjuguées  rectangulaires,  et  Ton  sait  (H19)  qu'autour  d'un 
point  tous  les  couples  de  droites  conjuguées  sont  rectangulaires  dès  que 
deux  couples  le  sont. 

Cela  posé,  considérons  V ellipse,  —  Soient  0,  le  centre;  0«  et  Ov^  les 
directions  des  deux  axes  dont  nous  désignerons  les  demi-longueurs  par 
a  et  S  ;  0^  et  Of/,  les  directions  des  diagonales  du  rectangle  construit  sur 
les  axes;  F,  un  point  quelconque  de  l'axe  Om,  et  GDP,  la  polaire  du 
point  F  par  rapport  à  l'ellipse  [fg,  594).  Menons  FQ  parallèle  à  0>.  Le 
pôle  de  FQ  sera  sur  la  polaire  GD  de  F  et  sur  la  polaire  du  point  à  l'in- 
fini de  FQ  ou  de  0>,  c'est-à-dire  sur  le  diamètre  Opt.  conjugué  de  OX: 
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ce  sera  donc  le  point  P  commun  à  GD  et  à  0  p-,  de  sorte  que  FP  sera 

Fi[;.  5o4. 


/1 


>, 


Xi 


\l^ 


la  conjuguée  de  FQ.  Donc,  pour  que  F  soit  un  foyer,  il  faut  et  i!  suffit  que 
l'angle  QFP  soit  droit,  c'est-à-dire  qu'on  ait 


Mais  on  a 


FD  -PD.DQ^DG.DQ. 


DQ_DG_^ 
FD~OD"~a' 


d'où 


DG.DQ      p^ 
FD.OD~"a^ 


On  en  déduit,  par  division, 


FD^  p; 

OD  ~  a* 


d'où 


OF 
OD 


a^~e 


D'ailleurs,  puisque  GP  est  la  polaire  de  F,  on  a 
(•?)  OF.OD--a^ 

En  multipliant  (i)  et  (2),  on  obtient 

Il  y  a  donc  sur  Ou  deux  foyers  qui  sont  réels  ou  imaginaires,  suivant 
quea  est  supérieur  ou  inférieur  à  |3.  Ainsi,  l'ellipse  a  deux  foyers  réels  sur 
le  grand  axe  et  deux  foyers  imaginaires  sur  le  petit  axe;  et,  si  Ton  dé- 
signe par  a,  b,  c,  le  demi-grand  axe,  le  demi-petit  axe  et  la  demi-distance 
focale  OF,  on  a 

Considérons  maintenant  l'hyperbole.  —  Soient  0  le  centre;  Ou  et  Ot' 
I\.  et  ii£  C.  —  Tr,  de  Géom.  (Il*  Partie).  27 
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les  directions  des  deux  axes  dont  nous  désignerons  les  demi-longueurs 
(1149)  par  a  et  P;  01  une  asymptote;  F  un  point  quelconque  de  l'axe 
Oa,  et  GD  la  polaire  du  point  F  par  rapport  à  l'hyperbole  (fi^.  5g5).  Me- 
nons FQ  parallèle  à  0>;  le  pôle  de  FQ  sera  sur  la  polaire  GD  de  F  et 


liîT 


090. 


V 

y^ 

y 

^ 

0 

y' 

y 

D     y^        u 

sur  la  polaire  du  point  à  l'infini  de  FQ  ou  de  07.,  c'est-à-dire  sur  OX  puis- 
qu'une asymptote  est  sa  propre  conjuguée;  ce  sera  donc  le  point  G  com- 
mun à  OX  et  à  GD,  de  sorte  que  FG  sera  la  conjuguée  de  FQ.  Donc, 
pour  que  le  point  F  soit  un  foyer,  il  faut  et  il  suffit  que  l'angle  GFQ  soit 
droit,  c'est-à-dire  qu'on  ait 


Mais  on  a 


On  en  déduit,  comme  ci-dessus, 


DF  - 

:DG.QD. 

QD 
DF 

DG      (3 
ÔD"a* 

us. 

DF 

01) 

OF 

0D~ 

d'où 

(•) 

D'ailleurs,  puisque  GD  est  la  polaire  de  F,  on  a 

{2)  OD.OF^±a% 

le  signe  convenable  étant  -h  si  0«  est  l'axe  transverse,  et  —  si  Ow  est 
l'axe  non  transverse.  En  multipliant  (i)  et  (-i),  on  obtient 


OF  -:  ±{a'^- f')     d'où     OF=r:  zti  v/±(a=^-+-6î). 
Ainsi,  rhyperbole  a  deux  foyers  réels  sur  i'axe  transverse  et  deux 
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foyers  imaginaires  sur  l'axe  non  transverse.  En  désignant  respectivement 
par  <7,  h,  c,  le  demi-axe  transverse,  le  demi-axe  non  transverse  et  la  demi- 
distance  focale  OF,  on  a 

II06.  Dans  le  plan  d'une  conique  à  centre,  considérons  deux  droites 
conjuguées  reclangulaires  quelconques  /.y  et  /y  (fig.  5(^6). 

Fif^.  596. 


Soient  n  et  «'  les  points  où  ces  deux  droites  rencontrent  le  dia- 
mètre OC  relatif  aux  cordes  parallèles  à  ht,  m  et  m'  les  points  où  elles 
coupent  l'un  des  axes  de  la  conique,  et  enfin  F  et  F'  les  foyers  situés  sur 
cet  axe.  En  menant  par  F  des  parallèles  à  hs  et  à  kt  jusqu'à  leurs  ren- 
contres p  et  p'  avec  le  diamètre  OC,  on  a 


d  où,  en  multipliant, 


On. On'        Op.Op' 

— 2 
Or  les  dénominateurs  sont  égaux  l'un  et  l'autre  à  OC,  puisque  n  et  n' 

sont  conjugués  par  rapport  à  la  conique  aussi  bien  que  p  et  //.  f.es  nu- 
mérateurs doivent  donc  être  égaux,  et  l'on  a 


Om'       OF 
On'  ~  Op^ 

Om        OF 
On~  Op' 

Oni.Om' 

ôf' 

(0 


Om.Om'=  c\ 


Donc  le  segment  compris  entre  les  deux  foyers  situés  sur  un  même  axe 
est  divisé  harmonique  ment  par  tout  couple  de  droites  conjuguées  rectan- 
gulaires, ou,  en  d'autres  termes,  les  divers  couples  de  droites  conjuguées 
rectangulaires  déterminent  sur  chacun  des  axes  de  la  conique  une  invo- 
lution  dont  le  point  ccntrcd  est  le  centre  de  la  conique,  et  dont  les  points 
doubles  sont  les  foyers  réels   ou  imaginaires  appartenant  à  cet  axe. 
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1157.  Quand  nous  parlerons  désormais  des  deux  foyers  d'une  conique, 
il  s'agira,  à  moins  d'avertissement  contraire,  des  deux  foyers  réels. 

Les  deux  droites  conjuguées  rectangulaires  qui  passent  par  un  point 
quelconciue  du  plan  cVune  conique  sont  les  bissectrices  des  angles  formés 
par  les  droites  qui  unissent  ce  point  aux  deux  foyers.  Car  ces  quatre 
droites,  divisant  harmoniquement  l'axe  focal,  forment  un  faisceau  harmo- 
nique, et,  comme  les  deux  premières  sont  rectangulaires,  elles  sont  les 
bissectrices  des  angles  formés  par  les  deux  autres. 

En  particulier,  si  le  point  considéré  appartient  à  la  conique,  les  deux 
droites  conjuguées  rectangulaires  qui  passent  par  ce  point  sont  la  tan- 
gente et  la  normale.  Donc,  dans  toute  conique  à  centre^  la  tangente  et  la 
normcde  sont  les  bissectrices  des  angles  que  forment  les  deux  rayons  vec- 
teurs menés  de  ce  point  aux  deux  foyers . 

Dans  l'ellipse  comme  dans  l'hyperbole,  les  deux  foyers  réels  sont  à  l'in- 
térieur de  la  courbe;  cela  résulte  des  formules  du  n*"  1155.  Quant  au  centre, 
on  sait  qu'il  est  intérieur  pour  l'ellipse  et  extérieur  pour  l'hyperbole.  — 
Il  suit  de  là  que,  si  M  est  un  point  de  la  conique,  et  si  F  et  F'  sont  ses 
foyers,  le  triangle  MFF'  est  intérieur  à  l'ellipse,  tandis  que  pour  l'hyper- 
bole il  est  en  partie  intérieur  et  en  partie  extérieur.  Donc,  si,  partant  du 
point  M,  on  veut,  en  se  déplaçant  un  peu  sur  les  droites  MF  et  MF',  rester 
à  l'intérieur  de  la  courbe,  il  faudra  se  déplacer,  pour  l'ellipse,  dans  le 
sens  de  MF  et  de  MF',  et,  pour  l'hyperbole,  dans  le  sens  de  l'une  de  ces 
droites  et  dans  le  sens  opposé  à  l'autre. 

Comme,  dans  tous  les  cas,  la  tangente  en  M  est  extérieure  à  la  courbe, 
on  voit  que  dans  Fellipse  la  tangente  est  en  dehors  de  l'angle  FMF'  des 
deux  rayons  vecteurs,  tandis  que  dans  l'hyperbole  la  tangente  est  exté- 
rieure à  l'angle  formé  par  l'un  des  rayons  vecteurs  et  par  le  prolongement 
de  l'autre;  en  d'autres  termes,  la  bissectrice  de  l'angle  FM-F'  est  dans 
l'ellipse  la  normale  en  M,  et  dans  l'hyperbole  la  tangente  au  même  point. 

1158.  La  polaire  d'un  foyer  prend  le  nom  de  directrice. 

L'ellipse  et  l'hyperbole  ont  donc  chacune  deux  directrices  DHD,, 
D'H'D\  [fig,  597),  qui  sont  perpendiculaires  à  Taxe  A'OA  qui  contient  Iqs 
foyers  réels;  elles  sont  situées  de  part  et  d'autre  et  à  égale  distance  du 
centre,  extérieurement  à  la  courbe,  puisque  les  foyers  réels  qui  en  sont 
les  pôles  sont  intérieurs  (1138).  Les  points  A',  F,  A,  11,  formant  un  sys- 
tème harmonique,  on  a 

ÔÂ'- OF.OII, 

d'où  l'on  déduit 

011  =  ^ 
c 

pour  la  distance  du  centre  aux  directrices. 
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De  la  définition  même  du  foyer  et  de  la  directrice,  il  résulte  que  la 
polaire  TT'  cVun  point  quelconque  I  de  la  directrice  DD,  passe  par  le 

Fig.  597. 


foyer  F  et  est  perpendiculaire  sur  la  droite  qui  joint  le  point  I  au  fo)cr. 
Par  suite ,  si  Von  prolonge  une  corde  quelconque  MN  d'une  ellipse  on 
dhine  hyperbole  jusqu'à  sa  rencontre  en  I  avec  la  directrice,  la  droite  IF 
et  la  polaire  FT  du  point  I  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les 
rayons  vecteurs  FM  et  FN;  car,  d'après  la  définition  même  de  la  polaire, 
le  faisceau  (FI,  FN,  FT,  FM)  est  harmonique,  et  nous  venons  de  voir 
que  les  deux  rayons  FT  et  FI  sont  rectangulaires. 

Dans  fellipse  et  dans  l^hyperbole,  le  rapport  des  distances  MF  et  MP 
d^un  point  quelconque  M  de  la  courbe  au  foyer  Y  et  à  la  directrice  cor- 
respondante DD,  est  constant.  Car,  si  N  est  un  autre  point  quelconque  de 
la  courbe,  et  I  le  point  où  la  corde  MN  rencontre  la  directrice,  la  droite  FI 
est  bissectrice  de  l'angle  NFG  ;  on  a  donc 


MF 

nf' 


MI 


MP 


NI     '"     NQ- 


MF 


Pour  trouver  la  valeur  constante  du  rapport;;^»  il  suffit  de  considérer 

MP 


le  point  B;  sa  distance  au  foyer  est  égale  à  a,  et  sa  dislance  à  la  direc- 

c 
a' 


trice  est  OH  =  —  :  le  quotient  est  -  ;  on  le  désigne  habituellement  par  é?, 

et  on  lui  donne  le  nom  ^'excentricité;  il  est  moindre  cpie  un  pour  l'ellipse 
et  plus  grand  que  un  pour  l'hyperbole. 

1159.  Dans  l'ellipse  la  somme,  et  dans  P hyperbole  la  différence  des 
rayons  vecteurs  MF  et  MF',  qui  joignent  un  point  ciuelconque  M  de  la 
courbe  aux  deux  foyers,  est  constante. 
Car,  des  relations 

M  F      r       MF'      ç 
MP"^/'     MP'^r/' 


on  déduit 

GÉOMl 

Strie 

DA^ 

ÎS    L  ESPACE. 

(î) 

MF  +  MF' 
MP  -T-  MP 

c 
a 

et 

MF  -  MF' 
MP  -  MP' 

c 

a 

Or,  dans  l'ellipse,  MP  -f-  MP'  =  llll'  =  oi  —  ;  donc,  en  vertu  de  la  première 

des  égalités  (i), 

MF  -H  MF'-r  1CU 

Dans  l'hyperbole,  MP  —  MP'  —  HIF  —  -2  —  5  donc,  en  vertu  de  la  seconde 

des  égalités  (1), 

MF  — MF' ==2^. 

On  retombe  ainsi  sur  les  définitions  élémentaires  de  ces  courbes,  et 
l'on  peut  dès  lors  regarder  comme  acquises  les  propriétés  et  les  con- 
structions  établies  aux  §§  I,  II,  ÏV  du  Livre  VIIÏ. 

IIC'O.  Considérons  maintenant  la  parabole. 

Le  centre,  qui  est  le  point  central  de  l'involution  tracée  sur  l'axe  AX 
{fig.  593)  par  les  pieds  des  divers  couples  de  droites  conjuguées  rectangu- 
laires, étant  à  Finfini,  l'involution  a  l'un  de  ces  points  doubles  à  l'infini,  et 
l'autre  point  double  est  le  joyer  unique  de  la  parabole.  //  divise  en  deux 
parties  égales  (L114)  le  segment  intercepté  sut-  le  grand  axe  par  deux 
droites  conjuguées  rectangulaires  quelconques,  et  en  particulier/:)<7r /<^  tan- 
gente et  la  normale  en  un  point  quelconque  de  la  parabole;  d'où  l'on 
conclut  (339)  que  la  tangente  et  la  normale  en  un  point  quelconque  de 
la  parabole  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  la  parallèle  a  Vaxc 
menée  par  ce  point  et  le  rayon  vecteur  mené  de  ce  point  au  foyer, 

La  directrice  ou  polaire  du  foyer  est  perpendiculaire  à  l'axe,  et  exté- 
rieure à  la  courbe,  puisque  son  pôle  est  intérieur  comme  doit  l'être  tout 
foyer  réel  (M")5).  Le  foyer  et  la  directrice  sont  d'ailleurs  à  égale  distance 
du  sommet  (1158). 

On  voit,  comme  au  numéro  précédent,  que  :  i"  la  polaire  d'un  point 
quelconque  de  la  directrice  est  perpendiculaire  sur  la  droite  qui  joint  ce 
point  au  foyer;  o!"  la  droite  rpd  joint  le  foyer  à  ^intersection  de  la  direc- 
trice et  d'une  corde  quelconque  de  la  parabole  est  la  bissectrice  du  sup- 
plément de  r angle  formé  par  les  rayons  vecteurs  des  points  où  la  corde 
coupe  la  parabole. 

On  en  déduit  que  le  rapport  des  distcmces  d'un  point  cpielconque  de  la 
parabole  au  foyer  et  a  la  directrice  est  constant  ;  comme  le  sommet  est 
équidistant  du  foyer  et  de  la  directrice,  la  constante  est  égale  h  un  ;  donc 
tout  point  de  la  parabole  est  équidistunt  du  foyer  et  de  la  directrice.  On 
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retombe  ainsi  sur  la  définition  de  la  parabole  donnée  au  n°  1027,  et  nous 
pouvons  alors  regarder  comme  acquises  toutes  les  propriétés  et  toutes  les 
constructions  données  dans  les  §§  lïl  et  V.  En  particulier,  le  paramètre  p 
représente  la  distance  du  foyer  à  la  directrice;  il  est  aussi  égal  kXdi  sous- 
normale  comptée  sur  l'axe,  c'est-à-dire  à  la  partie  de  l'axe  comprise  entre 
les  pieds  de  l'ordonnée  et  de  la  normale.  (Il  importe  de  remarquer  que, 
lorsque  la  parabole  est  rapportée  à  un  diamètre  quelconque  et  à  la  tan- 
gente correspondante,  la  sous-tangente  est  toujours  double  de  l'abscisse, 
mais  la  sous-normale  n'est  plus  constante  et  égale  au  paramètre;  cette 
dernière  propriété  n'est  vraie  que  dans  le  cas  où  la  parabole  est  rap- 
portée à  son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet.  ) 

1161.  Lorsque  plusieurs  coniques  ont  les  deux  mêmes  foyers,  on  dit 
qu'elles  sont  confocales. 

Deux  coniques  confocales  ont  le  même  centre,  et  leurs  axes  sont  di- 
rigés suivant  les  mêmes  droites;  elles  ont  aussi  les  mêmes  systèmes  de 
droites  conjuguées  rectangulaires  (IJ^iS). 

Deux  ellipses,  deux  hyperboles,  une  ellipse  et  une  hyperbole  peuvent 
être  confocales  ;  mais  une  parabole  ne  peut  être  confocale  que  d'une  pa> 
rabole. 

Si  par  un  point  on  mené  cteux  tan^cnces  a  une  conique  et  deux  tan- 
gentes h  une  conique  confocale,  les  angles  des  deux  premières  tangentes 
et  les  angles  des  deux  autres  ont  les  deux  mêmes  bissectrices. 

Par  un  point  P  du  plan  d'une  conique,  on  peut  mener  deux  coniques 
confocales  avec  la  première;  ce  sont  une  ellipse  et  une  hyperbole  si  la 
conique  primitive  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole;  ce  sont  deux  para- 
boles de  sens  opposés  si  la  première  conique  est  une  parabole.  -  Ces 
deux  coniques  se  coupent  orthogonalement,  car  leurs  tangentes  au  point  P 
sont  les  bissectrices  des  angles  que  forment  les  droites  menées  de  ce 
pomt  P  aux  deux  foyers  de  la  conique  primitive. 

1162.  Les  foyers  jouissent  de  propriétés  caractéristiques  autres  que 
celle  qui  nous  a  servi  à  les  définir,  et  qui  méritent  d'être  rapportées,  non- 
seulement  parce  qu'elles  sont  très -utiles  dans  les  recherches  géomé- 
triques, mais  encore  parce  qu'elles  permettent  de  généraliser  l'idée  de 
foyer  et  d'étendre  cette  conception  aux  courbes  d'ordre  quelconque. 

1°  Considérons  une  conique  quelconque  C,  intersection  d'un  cône  de 
révolution  par  un  plan  P  et  une  sphère  inscrite  dans  ce  cône.  Soient 
Q  le  plan  du  cercle  de  contact  de  la  sphère  et  du  cône,  7  le  cercle  inter- 
section de  la  sphère  et  du  plan  P,  et  D  la  droite  commune  aux  plans 
P  et  0.~  D'abord,  il  est  aisé  de  voir  que  le  cercle 7  passe  parles  points 
let  r  (réels  ou  imaginaires)  où  la  droite  D  rencontre  la  conique  G;  en 
effet,  les  points  I  et  l'appartiennent  d'une  part  au  plan  P,  et,  d'autre 
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part,  à  la  sphère,  puisque,  faisant  partie  à  la  fois  du  cône  et  du  plan  0, 
ils  sont  sur  le  cercle  de  contact  du  cône  et  de  la  sphère.  —  En  second 
lieu,  la  conique  C  et  le  cercle  7  se  touchent  en  I  et  en  F;  en  eftet,  la  tan- 
gente en  I  à  la  conique  est  l'intersection  du  pian  P  et  du  plan  tangent  au 
cône  ;  la  tangente  au  cercle  7  est  l'intersection  du  plan  P  et  du  plan  tan- 
gent en  I  à  la  sphère  ;  or,  le  point  I  étant  sur  le  cercle  de  contact  du  cône 
et  de  la  sphère,  les  deux  plans  tangents  en  question  coïncident. 

En  résumé,  le  cercle  7  a  un  double  contact  (réel  ou  imaginaire)  avec 
la  conique  C,  et  la  droite  des  contacts  est  la  droite  D.  —  Faisons  mainte- 
nant varier  la  sphère  inscrite  jusqu'à  ce  qu'elle  touche  le  plan  P;  le 
rayon  du  cercle  deviendra  nul,  ce  cercle  se  réduira  à  un  point  qui  est 
(108B)  un  foyer,  et  la  droite  D  deviendra  la  directrice  relative  à  ce 
foyer.  On  est  ainsi  conduit  à  regarder  le  foyer  (Vune  conique  comme  un 
cercle  de  rayon  nul  doublement  tangent  a  la  conique  ;  la  corde  des  con- 
tacts est  la  directrice  relative  à  ce  foyer, 

•i""  On  sait  (  1111  )  que,  si  l'on  a  dans  un  même  plan  des  angles  d'une 
même  grandeur  et  placés  d'une  manière  quelconque,  pourvu  qu'ils  soient 
formés  dans  le  même  sens  de  rotation,  leurs  côtés  tracent  sur  la  droite 
à  l'infini  deux  divisions  homographiques  dont  les  points  doubles  sont, 
quelle  que  soit  la  grandeur  commune  de  ces  angles,  les  points  cycliques 
du  plan.  Si  les  angles  sont  droits,  les  deux  divisions  homographiques 
forment  une  involution;  donc,  les  points  cycliques  dhui  plan  divisent 
harmoniquement  le  segîiient  intercepté  sur  la  droite  h  ^infini  par  un 
angle  droit  situé  cCune  manière  quelconque  dans  ce  plan. 

Cela  posé,  considérons  plusieurs  couples  de  droites  conjuguées  issues 
d'un  même  point  du  plan  d'une  conique  ;  ces  divers  couples  forment  (1138) 
un  faisceau  involutif  dont  les  rayons  doubles  sont  les  tangentes  réelles  ou 
imaginaires  menées  à  la  conique  par  le  point  considéré.  Si  ce  point  est 
un  foyer,  tous  les  couples  de  droites  conjuguées  sont  rectangulaires,  et, 
par  suite,  d'après  l'alinéa  précédent,  les  rayons  doubles  du  faisceau, 
c'est-à-dire  les  tangentes  imaginaires  menées  à  la  conique  par  le  foyer, 
passent  par  les  points  cycliques  du  plan.  Ainsi,  on  peut  considérer  les 
foyers  comme  des  points  tels  que  les  tangentes  à  la  coniciue  menées  par 
ces  points  passent  par  les  points  cycliques  du  plan. 

Des  deux  points  cycliques  on  peut  mener  à  la  conique  deux  couples 
de  tangentes,  dont  Tensemble  forme  un  quadrilatère  imaginaire  circon- 
scrit à  la  courbe;  les  deux  diagonales  de  ce  quadrilatère  sont  les  axes,  et 
ses  quatre  sommets,  dont  deux  réels  et  deux  imaginaires,  sont  les  foyers. 
La  parabole  étant  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  un  foyer  réel  est  à  l'in- 
fini, les  deux  foyers  imaginaires  sont  les  points  cycliques,  et  il  ne  reste 
plus  qu'un  foyer  réel  à  distance  finie. 

11  résulte  de  là  :  i*"  que  deux  coniques  qui  ont  un  foyer  commun  ont 
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deux  tangentes  communes  passant  par  ce  foyer;  ce  sont  les  droites  qui 
vont  de  ce  foyer  aux  points  cycliques  du  plan;  les  cordes  de  contact 
sont  les  directrices  de  l'une  et  de  l'autre  conique  relatives  à  ce  foyer; 
2*"  que  deux  coniques  confocales,  c'est-à-dire  qui  ont  deux  foyers  com- 
muns, sont  inscrites  dans  le  même  quadrilatère  imaginaire. 

Cette  notion  très-féconde  des  foyers  considérés  comme  des  points  tels 
que  les  tangentes  correspondantes  passent  par  les  points  cycliques 
du  plan  est  due  au  géomètre  Pliicker  {Journal  de  Crelle,  t.  X),  qui  a 
ainsi  pu  étendre  l'idée  de  foyer  aux  courbes  algébriques  d'ordre  quel- 
conque :  on  appelle  foyers  d^une  courbe  plane  d'ordre  quelconcpie  les 
points  communs  aux  tangentes  menées  à  la  courbe  par  les  points  cycliques 
de  son  plan. 

^163.  Voici  quelqres  formules  utiles  : 

1  "^ Considérons  une  6?////?^6'  rapportée  à  son  centre  0  et  à  ses  axes  0 A  —  r/  et 
OB  =  /;  [Jïg.  598)  ;  M  étant  un  quelconque  de  ses  points,  soient  x  et jr  ses 
coordonnées  OP  et  MF,  p  et  0'  les  deux  rayons  vecteurs  MF  et  MF',  et  // 
la  longueur  du  demi-diamètre  conjugué  de  OM.  Menons  la  tangente  TMT' 
et  la  normale  MNN',  la  perpendiculaire  MD  sur  la  directrice,  et  les  perpen- 
diculaires OE,  FK,  F'K',  abaissées  du  centre  et  des  foyers  sur  la  tangente. 

On  a 

( I  )         ^  -  a  --  cx^  ù' ^  a  -\-  ex  ^  b'^  —  a'^—  6'-.r'=  pp\ 


y 

(3)  ON:..-,.r,  ON^--^!r,  PN  = -,.r, 

a^  (r-  a"-    ' 

(4)  MN-^v'pp''  =  ^'^    MN'-^ypp'^.^',  MN.MN'-/^'% 


(ib 

b'' 


(5)   YK=.bJI,^^4,    FK'^bJl^^.  0E=. 

V  p       p  V  p      p 

La  première  des  formules  (i)  résulte  de  la  relation 
FM  =  ^.MD  =  ^(OH-OP). 

La  troisième  des  formules  (i)  s'obtient  en  faisant  la  somme  des  carrés 
des  valeurs  (8)  du  n°  ]  U  /,  et  en  ayant  égard  à  la  position  du  point  M  sur 
l'ellipse.  —  Les  formules  (2)  sont  une  conséquence  de  la  théorie  des 
pôles  et  polaires.  —  La  première  formule  (3)  résulte  de  la  théorie  des 
foyers,  et  la  seconde  de  la  similitude  des  triangles  ONN',  NPM.  —  On 
obtient  la  première  formule  (  4  )  en  appliquant  la  formule  du  n"*  238,  et 
la  seconde  résulte  de  la  similitude  des  triangles  CNN',  NPM.  —  Enfin, 
les  deux  premières  formules  (5)  s'obtiennent  à  l'aide  du  théorème  du 


r^6 
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fi"  995  et  de  la  similitude  des  triangles  FMK,  F'MK',  qui  donne  le  rapport 
de  FK  à  F'K';  la  troisième  s'en  déduit  en  prenant  la  demi-somme. 

2^  En  changeant  b''  en  —  h\  on  a  des  formules  analogues  pour  Y  hy- 
perbole. 

Fig.  5c. 9. 
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3°  Considérons  une  parabole  rapportée  à  son  axe  AcZ-  et  à  la  tan- 
gente Aj  au  sommet  [fig.  599).  M  étant  un  quelconque  de  ses  points, 
soient  x  et  y  ses  coordonnées  AP  et  MP,  p  le  rayon  vecteur  MF,  p  le  pa- 
ramètre Fil  r.  2AF,  et  0  l'inclinaison  de  la  tangente  MT  sur  l'axe.  Me- 
nons la  normale  MN,  et  abaissons  la  perpendiculaire  FK  du  foyer  sur  la 
tangente  MT. 

On  a 


TP  .=  2.r,     PN  =:  p,     TN  -/>-+-  .r,     0  =  FI  -^ 
Le  triangle  rectangle  FTK  donne  ensuite 

FK^  =  TF.TA  ^  ox,      ]x¥   =  FT.AF 


1 


l^^.r. 


MT   ^-:  -Apx.     MN    =  pp. 
Enfin,  dans  le  triangle  rectangle  TMN,  on  a 

¥n   _  p 

MN 


PN 
tango  :=P-^^ 


l' 

—  •> 

y 


sin^O: 


P? 


P, 

P 


Nous  avons  vu  que  la  parabole  rapportée  à  un  diamètre  quelconque  M^' 
et  à  la  tangente  correspondante  M/ avait  pour  équationy^:==  -ip'x'.  Peur 
évaluer/»',  menons  AI  parallèle  à  MT,  de  manière  à  figurer  les  coordon- 
nées x'=  MI, 7'=  —  AI  du  sommet  A  par  rapport  aux  axes/ M j:';  nous 
aurons  alors 


•2  x' 


MT 
2  AT 


MT^ 
TP 
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OU  encore,  d'après  ce  qui  précède, 


4.7 


p'  z=z  TN ,     p  —  p  -\-<i  .r,     /;>'  = 


sin'G 


Remarquons  que  le  paramètre/^  de  la  parabole,  exprimant  la  distance 
du  foyer  à  la  directrice,  est  égal  à  l'ordonnée  du  foyer.  On  donne  égale- 
ment le  nom  de  paramètre,  dans  l'ellipse  et  dans  l'hyperbole,  à  l'ordon- 
née du  foyer;  pour  avoir  sa  valeur  en  fonction  des  axes  a  et  />,  il  suffit 

c                      a^ 
de  multiplier  par  e  ou  -  la  distance <?  du  foyer  à  la  directrice,  ce  qui 

donne  —  • 
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1164.  Nous  nous  proposons,  dans  ce  paragraphe,  de  compléter  et  do 
généraliser  la  théorie  que  nous  avons  exposée  aux  n°*  348  et  suivants. 

Nous  nommerons  origine  le  centre  0  du  cercle  auxiliaire  par  rapport 
auquel  on  prend  les  pôles  et  les  polaires,  et  nous  désignerons  par  R  son 
rayon. 

La  polaire  réciproque  cVun  cercle  G  situé  cVune  manière  cjuelconque 
par  rapport  au  cercle  caixiliaii^e  0  est  une  conique  cpii  a  pour  foyer  ^ ori- 
gine 0  et  pour  directrice  la  polaire  MM'  du  centre  G  du  cercle  proposé 
par  rapport  au  cercle  auxiliaire  {/ig.  Goo). 

Fig.  60O0 


En  effet,  désignons  par  p  le  rayon  du  cercle  proposé  G  et  par  S  la  dis- 
tance OG  de  son  centre  à  l'origine.  TP  étant  une  tangente  quelconque 
du  cercle  G  et  Q  son  pôle  par  rapport  au  cercle  0,  on  a  (351,  2*"),  en 
désignant  par  QN  la  distance  du  point  Q  à  la  droite  MM', 


QN 


OC 
CP 


i'2S 
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Le  rapport  des  distances  du  point  variable  Q  au  point  fixe  0  et  à  la  droite 
fixe  MM'  est  donc  constant. 

L'excentricité  -  de  la  conique  obtenue   est  inférieure,  supérieure  ou 
P 
égale  à  un,  suivant  que  S  est  inférieur,  supérieur  ou  égal  à  o.  Donc,  la 

conique  est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole,  suivant  que  V ori- 
gine 0  est  intèricui^e,  extérieure  au  cercle  proposé  C  ou  située  sur  la  cir- 
conférence  de  ce  cercle. 

Cette  proposition,  combinée  avec  le  principe  du  n°  350,  permet  de  dé- 
duire de  toute  propriété  du  cercle  une  propriété  focale  des  coniques. 

Comme  exemple,  transformons  la  propriété  de  l'angle  inscrit  :  V angle 
^k^^  formé  enjoignant  un  point  variable  cVune  circonférence  de  cercle 
à  deux  points  fixes  de  cette  circonférence,  est  constant  et  égal  h  la 
moitié  de  r angle  au  centre  ACB  correspondant.  Au  cercle,  répondra  une 
conique  ayant  pour  foyer  l'origine  0  et  pour  directrice  la  polaire  7  du 
point  G  par  rapport  au  cercle  auxiliaire  0  ;  aux  points  A,  B,M,  répondront 
deux  tangentes  fixes  a  et  6,  et  une  tangente  variable  pdela  conique.  Les 
points  d'intersection  de  p  et  a,  de  p.  et  ê,  de  7  et  a,  de  7  et  ê,  seront  res- 
pectivement les  pôles  des  droites  MA,  MB,  CA,CB,  et  par  suite,  en  vertu 
du  principe  du  n*"  350,  on  aura  ce  théorème  :  Uanglc  sous  lequel  on  voit 
du  foyer  0  d^une  conique  la  portion  cVune  tangente  mobile  ^  comprise 
entre  deux  tangentes  fixes  a  c^  ê,  est  constant  et  égal  à  la  moitié  de 
l'angle  sous  lequel  on  voit  du  foyer  la  portion  de  la  direct?ice  7  comprise 
entre  les  deux  tangentes  fixes  y.et  ^, 

Voici  d'autres  exemples  : 

Deux  tangentes  d'un  cercle  sont  La  droite  qui  joint  le  foyer  d'une 

également  inclinées  sur  la  corde  des  conique  à  ^intersection  de  deux 
contacts,  tangentes   divise    en    deux  parties 

égales  l'angle  sous  lequel  on  voit 
du  foyer  la  corde  des  contacts. 

Si  une  corde  d'une  section  coni- 
que est  vue  du  foyer  sous  un  angle 
constcmt,  cette  corde  enveloppe  une 
section  coniciue  ayant  même  foyer 
et  même  directrice  que  la  proposée; 
le  point  de  concours  des  tangentes 
aux  extrémités  de  cette  corde  décrit 
une  section  conique  ayant  aussi 
même  foyer  et  même  directrice  que 
la  proposée . 

Si  une  corde  d'un  cercle  est  vue  Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  de 

sous  un  angle  constant  d'un  point      grandeur  constante  circonscrit  à  la 


Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  de 
grandeur  constante  circonscrit  h  un 
cercle  est  un  cercle  concentrique, 
et  la  corde  des  contacts  enveloppe 
un  cercle  aussi  concentrique. 
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fixe  A  de  la  circonférence^  cette 
corde  enveloppe  un  cercle  concen- 
trique. 

Les  projections  d'un  point  A 
d\ine  circonférence  de  cercle  sur 
les  côtés  d^un  triangle  inscrit  quel- 
conque sont  en  ligne  droite . 


4*^9 

parabole  est  une  conique  ayant  le 
même  foyer  et  la  même  directrice. 

Si,  par  les  sommets  dhui  triangle 
circonscrit  à  une  parabole,  on  élève 
des  perpendiculaires  sur  les  droites 
qui  joignent  ces  sommets  au  foyer  F, 
les  tj^ois perpendiculaires  concourent 
en  un  même  point  I . 


Dans  les  deux  derniers  exemples,  on  a  pris  pour  origine  le  point  A  ;  et, 
comme  ce  point  est  sur  la  circonférence,  la  transformée  de  cette  circon- 
férence est  une  parabole.  Observons,  en  outre,  qu'en  vertu  du  dernier 
théorème  obtenu,  si  l'on  décrit  un  cercle  sur  FI  comme  diamètre,  ce 
cercle  passera  par  les  sommets  du  triangle  circonscrit  ;  de  là  celte  propo- 
sition :  Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  à  trois  droites  fixes 
est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  ces  trois  droites. 

1165.  La  polaire  réciproque  d^une  conique  G  par  rapport  à  un  cercle 
auxiliaire  0  est  une  conique  G' . 

En  effet,  la  conique  G  peut  être  considérée  (1130)  comme  l'enveloppe 
des  droites  mm'  qui  joignent  les  points  homologues  m  et  ni  de  deux 
divisions  homographiques  tracées  sur  deux  tangentes  fixes  L  et  U:  Or, 
soient  À,  X',  f/,  les  pôles  des  tangentes  fixes  L  et  L'  et  de  la  tangente 
mobile  wAw';  les  droites  Xyt,  V  ]x^  décriront  deux  faisceaux  homographiques. 
Gar  les  droites  issues  de  >.  répondant  anharmoniquement  aux  points  de 
la  division  L,  et  les  droites  issues  deX'  aux  points  de  la  division  L'  (1108), 
quatre  droites  quelconques  issues  de  \  auront  même  rapport  anharmo- 
nique  que  les  quatre  droites  homologues  issues  de  V,  attendu  que  quatre 
points  quelconques  de  la  division  L  ont  même  rapport  anharmonique  que 
les  quatre  points  homologues  de  L'.  Donc  le  lieu  des  points  p  est  une 
conique  qui  passe  par  les  points  X  et  )/  (1131,  a''). 

A  chaque  propriété  des  coniques  en  répondra  dès  lors  une  autre  par 
la  méthode  des  polaires  réciproques. 

Voici  des  exemples  : 


Le  lieu  des  sommets  des  angles 
droits  circonscrits  à  une  ellipse  ou 
à  une  hyperbole  est  un  cercle. 


Le  lieu  des  projections  d'un  foyer 


L'enveloppe  des  cordes  d'une  co- 
nique, qui  sont  vues  sous  un  cmgle 
droit  d'un  point  fixe  du  plan  de  la 
conique,  est  une  autre  conique  dont 
ce  point  fixe  est  le  foyer. 

Si  par  chaque  point  d'un  cercle 
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sur  les   tangentes  cfane  ellipse  ou  j  on  élève  une  perpendiculaire  sur  la 
cVune  hyperbole  est  un  cercle.  i  droite  cjui  joint  ce  point  à  un  point 

Jixe^  V enveloppe  de  ces  perpendicu- 
laires  est  une  conique  dont  ce  point 
i   fixe  est  le  foyer. 

1166.  Reportons-nous  au  théorème  du  n*"  333.  Si,  sans  rien  changer  au 
raisonnement,  on  avait  pris  pour  origine  de  la  transformation  un  point 
quelconque  au  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère,  on 
aurait  obtenu  pour  théorème  corrélatif  : 

Dans  tout  cpiadrilatère  circonscrit  à  une  conic^ue,  le  produit  des  dis- 
tances de  deux  sommets  opposés  à  une  tangente  (pielconcpie  est  dans  un 
rapport  constant  avec  le  produit  des  distances  des  deux  autres  sommets 
Cl  la  même  tangente. 

Cette  dernière  proposition,  transformée  à  son  tour  par  la  méthode  des 
polaires  réciproques,  donne  alors  : 

Dans  tout  (piadrilatère  inscrit  à  une  conique,  le  produit  des  distances 
d^un  point  quelconque  de  la  conique  à  deux  cotés  opposés  est  dans  un 
rapport  constant  avec  le  produit  des  distances  du  même  point  aux  deux 
autres  côtés. 

Ce  théorème  est  attribué  à  Pappus.  On  doit  remarquer  la  manière  dont 
nous  l'avons  obtenu  et  qui  consiste  dans  une  double  application  de  la 
méthode  des  polaires  réciproques. 

Les  explications  données  au  n°  353  permettront  au  lecteur  de  voir  lui- 
même  comment  ces  théorèmes  peuvent  se  généraliser  et  s'étendre  à  des 
polygones.  Nous  appellerons  ici,  au  contraire,  l'attention  sur  un  cas  par- 
ticulier. Lorsque  deux  côtés  opposés  du  quadrilatère  inscrit  deviennent 
tangents  à  laconique,  les  deux  autres  se  confondent  avec  la  corde  de 
contact,  et  le  théorème  de  Pappus  devient  le  suivant  :  Le  produit  des 
distances  d un  point  quelconque  d'une  conique  aux  deux  côtés  dhin  angle 
circonscrit  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  carré  de  la  distance  du 
même  point  à  la  corde  de  contact.  Le  théorème  corrélatif  s'énonce  :  Le 
produit  des  distances  de  deux  points  fixes  d^une  conique  à  une  tangente 
variable  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  carré  de  la  distance  dû 
r intersection  des  tangentes  aux  deux  points  fixes  à  la  même  tangente 
variable  ;  il  résulte  immédiatement  de  la  propriété  des  quadrilatères  cir- 
conscrits, lorsque  l'on  suppose  que  deux  côtés  adjacents  du  quadrilatère 
viennent  se  confondre  avec  les  deux  autres. 

1167.  On  peut  généraliser  toute  cette  théorie  en  substituant  au  cercle 
auxiliaire,  par  rapport  auquel  on  prend  les  pôles,  une  conique  auxiliaire  : 

La    courbe  polaire   réciproque  d'une  conique    quelconque  par  rap- 
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port  à  une  conique  auxiliaire  est  encore  une  conique,  La  (.Icmonslralion 
du  n''  1165  s'applique  sans  modiOcations. 

La  méthode  ainsi  généralisée  se  prête  avec  la  môme  facilité  à  la  trans- 
formation des  propriétés  descriptives;  mais  il  n'en  est  pins  de  môme  pour 
les  propriétés  métriques,  et,  quand  il  s'agit  de  transformer  de  telles  pro- 
priétés, il  convient  de  prendre  un  cercle  auxiliaire. 

La  transformation  par  polaires  réciproques,  avons-nous  dit  au  n®  349, 
laisse  ignorer  comment  on  pourrait  démontrer  directement  les  proposi- 
tions que  l'on  découvre  de  la  sorte.  Ce  reproche  ne  s'adresse  qu'à  la 
manière  dont  on  applique  ordinairement  la  méthode,  en  se  bornant  à 
transformer  les  énoncés  ;  mais,  en  réalité,  comme  l'a  montré  M.  Mannheim 
(Transformation  des  propriétés  métriques,  1867),  la  méthode  se  prête  à 
la  transformation  des  démonstrations.  Une  démonstration  n'est,  en  effet, 
qu'une  chaîne  de  propositions  qu'il  suffit  de  transformer  une  à  une  pour 
avoir  les  anneaux  successifs  de  la  chaîne  qui  constitue  la  démonstration 
directe.  C'est  ainsi  que  nous  avons  procédé  en  définitive  aux  n°^  326 
et  327,  328  et  329,  etc. 

1168.  Deux  courbes  polaires  réciproques  sont  telles,  que  chacune 
d'elles  est  coupée  par  une  droite  quelconque  en  autant  de  points  (réels 
ou  imaginaires)  qu'on  peut  mener  de  tangentes  (réelles ou  imaginaires) à 
l'autre  par  un  point  donné  quelconque.  On  nomme  classe  d'une  courbe 
algébrique  le  nombre  des  tangentes  réelles  ou  imaginaires  qu'on  peut 
mener  à  cette  courbe  d'un  point  quelconque.  D'après  cela,  on  peut 
énoncer  la  propriété  précédente  de  cette  manière  plus  concise  :  Quand 
deux  courbes  sont  polaires  réciproques,  l^ ordre  de  V une  est  égal  à  la 
classe  de  Vautre, 

Les  coniques  sont  des  courbes  de  la  seconde  classe,  et,  inversement, 
toute  courbe  de  la  seconde  classe  est  une  conique. 

D'après  la  définition  que  nous  avons  donnée  au  n°  M62  des  foyers  des 
courbesplanesd'ordrequelconque,  on  voit  (\\xhine  courbe  de  la  classe  n  pos- 
sède Ti^  foyers,  puisque  l'on  peut  mener  à  cette  courbe  n  tangentes  de 
chacun  des  deux  points  cycliques,  et  que  ces  deux  faisceaux  de  n  droites 
ont/2^  points  communs,  dont  n  seulement  sont  r^éels  ;  ce  sont  ceux  qui  sont 
fournis  par  la  rencontre  de  deux  tangentes  imaginaires  conjuguées. 

Si  la  courbe  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  le  point  de  contact  à 
l'infini  est  un  foyer  réel,  et  il  n'y  a  plus  que  n  —  i  foyers  réels  à  distance 
finie.  Quant  aux  foyers  imaginaires,  il  y  en  a  (  «  —  i  )^  —  («  —  i  ),  outre 
les  deux  points  cycliques  qui,  par  conséquent,  tiennent  lieu  chacun  de 
n  —  I  foyers. 
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PROPRIÉTÉS   DES    POLNTS    ET   DES   DROITES   IMAGINAIRES. 

1]69.  Nous  avons  expliqué  (1044)  comment  un  système  de  deux  quan- 
lités  réelles  x  et  /,  dites  coordonnées^  détermine  la  position  d'un  point 
du  plan;  ce  point  est  dit  réel.  Par  analogie,  on  dit  que  deux  quantités 
imaginaires,  a;'  et  j',  c'est-à-dire  deux  quantités  de  la  forme 

(i^  y=a-^ùi.    >■'  =  ^/-f- /y/, 

où  r(,  b,  a\  b',  désignent  des  nombres  réels  et  /  le  symbole  v^—  i,  déter- 
minent un  point  imaginaire  dont  elles  sont  les  coordonnées.  Deux  points 
sont  appelés  imaginaires  conjugués  lorsque  leurs  coordonnées  sont  res- 
pectivement imaginaires  conjuguées;  ainsi  le  point  imaginaire  conjugué 
de  celui  que  déterminent  les  valeurs  (i)  a  pour  coordonnées 

('2  )  Jc\  ~  a  —  bi^     r\  =  a'  —  b'i. 

Nous  avons  vu  (l'J3i)  qu'une  équation  du  premier  degré 

(  3  )  Ax  -h  Br  -4-  C  =  o, 

dont  les  coefficients  A,  B,  C,  sont  réels,  représente  une  ligne  droite,  ce 
qui  veut  dire  que  le  lieu  des  points  réels  dont  les  coordonnées  satisfont  à 
cette  équation  est  une  ligne  droite.  Par  analogie,  on  nomme  droite  ima- 
ginaire l'ensemble  des  systèmes  de  valeurs  imaginaires  de  x  et  de  jr  qui 
satisfont  à  une  équation  du  premier  degré  à  coefficients  imaginaires 

(4)  (A'+A''/).r+  (B'-+-B"/)  r-f-G'H-C"/r:3  0. 

Deux  droites  sont  appelées  imaginaires  conjuguées  lorsque  les  coeffi- 
cients de  leurs  équations  sont  respectivement  imaginaires  conjugués; 
ainsi,  la  droite  imaginaire  conjuguée  de  celle  qui  a  pour  équation  (4)  est 
représentée  par  l'équation 

(5)  (A'— A"/).r-f-  (B'— B'7)/-f-  C  -  Ci  =  o. 

De  ces  définitions,  résultent  les  conséquences  suivantes  : 
i"^  Toute  droite  réelle  contient  [outre  une  infinité  de  points  réels)  une 
infinité  de  points  imaginaires;  car,  pour  toute  valeur  imaginaire  attri- 
buéeà.r,  l'équation  (3)  donne  une  valeur  imaginaire  correspondante  de  jr. 
2^  Une  droite  réelle  cjui  contient  un  point  imaginaire  contient  aussi  son 
conjugué;  car,  si  Ton  exprime  que  les  valeurs  (i)  ou  les  valeurs  (2)  satis^font 
à  réquation  (3),  on  trouve  dans  les  deux  cas  les  deux  mêmes  conditions 

Arf  H- B^ -h  G  =  o,    Art'-h  BZ>'— o. 
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Réciproquement,  la  droite  qui  contient  deux  points  imaginaires  conju- 
gués est  réelle;  en  effet,  l'équation 


r-f 


représente  la  droite  qui  passe  par  les  points  réels  ou  imaginaires  dont  les 
coordonnées  sont.r'  et  y,  ^"  etj",  attendu  que  cette  équation  est  du  pre- 
mier degré  et  qu'elle  est  satisfaite  soit  par  x  ~x'  ei  f  =  y\  soit  par 
X  —  x"Qiy~f.  Or,  si  les  deux  points  sont  imaginaires  conjugués,  c'est- 
à-dire  si^'  et  y,  x"  et  y  ont  respectivement  les  valeurs  (i)  et  (2),  la  sub- 
stitution de  ces  valeurs  réduit  l'équation  à  la  suivante  : 

b'  X —  hy—  ab' —  ba\ 

qui  a  ses  coefficients  réels. 

•  3°  Toute  droite  imaginaire  contient  un  point  réel  et  un  seul,  qui  appar- 
tient aussi  a  sa  conjuguée  ;  c'àv ^  pour  qu'un  couple  de  valeurs  réelles  de.i 
et  dejr  satisfasse  à  l'équation  (4  )  ou  à  l'équation  (5),  il  faut  et  il  suffît  qu- 
ces  valeurs  vérifient  le  système 

(6)  A'.r-+-B'7-+-C'=o,    A''^-+-B"j+C"==o. 

Or  ces  équations,  étant  du  premier  degré,  donnent  pour  ^  et  j  un  couple 
unique  de  valeurs  réelles;  Tune  des  coordonnées  ou  les  deux  peuvent  être 
infinies;  on  dit  alors  que  le  point  est  à  l'infini.  Mais  le  système  ne  peut 
être  indéterminé,  car  on  voit  immédiatement  que,  si  les  équations  (6) 
avaient  leurs  coefficients  proportionnels,  la  droite  (4)  serait  réelle. 

4^  Les  coordonnées  du  milieu  de  la  droite  qui  joint  deux  points  réels 
(x\f),  [x"^y")^  ont  pour  expression 

(7)  l^lU'-^x"),        r^^-'~{r-^f). 

Par  analogie,  quand  les  points  [x\y'),  [x\y")^  sont  imaginaires,  ondir 
encore  que  le  point  dont  les  coordonnées  Ç  et  >]  sont  exprimées  par  ces 
formules  (7)  est  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points.  On  voit 
immédiatement,  par  la  substitution  des  valeurs  (i)  et  (2),  que  le  point  mi- 
lieu est  réel  si  les  deux  points  considérés  sont  imaginaires  conjugués;  il 
serait  imaginaire  si  les  deux  points  étaient  imaginaires  non  conjugués. 

5*"  L'intersection  de  deux  droites  réelles  est  le  point  réel  dont  les  coor- 
données sont  les  valeurs  de  ^  et  de  7  fournies  par  la  résolution  des  équation.^ 
des  deux  droites.  L'intersection  de  deux  droites  imaginaires  conjuguées 
^j/ aussi  un  point  réel  ;  car  le  système  de  leurs  équations  (4)  et  (5)  peut, 
par  addition  et  soustraction,  être  remplacé  par  le  système  (G),  qui  esta 
coefficients  réels.  —  Mais  deux  droites  peuvent  évidemment  se  couper 
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en  un  point  réel  sans  être  réelles  ou  imaginaires  conjuguées;  par 
exemple,  les  deux  droites  imaginaires  non  conjuguées  x==  (o(.-hpi)x, 
y—  (y  _|-  rJi]x  passent  l'une  et  l'autre  par  l'origine. 

Telles  sont  les  notions  fondamentales  sur  lesquelles  repose  l'introduction 
des  imaginaires  en  Géométrie.  11  serait  vain  de  vouloir  le  déguiser  : 
c'est  l'Analyse  qui  fournit  ces  principes;  puis,  la  Géométrie  s'en 
empare  et  en  développe  les  conséquences  avec  les  moyens  qui  lui  sont 
propres,  comme  nous  allons  le  voir  dans  l'étude  de  la  question  suivante. 

CORDES    ET   TANGENTES    COMMUNES   A    DEUX    CONIQUES. 

1170.  Deux  coniques  quelconques ,  situées  dans  un  même  plan,  ont  : 

1°  Quatre  points  communs  réels  ou  imaginaires  conjugués  ; 

2*"  Trois  systèmes  de  deux  cordes  communes,  dont  Vun  au  moins  est 
réel. 

En  effet  : 

i''  En  éliminant  j'  entre  les  équations  du  second  degré  qui  repré- 
sentent les  deux  coniques,  on  obtient  une  équation  où  jr  ne  figure  qu'au 
]nemier  degré  et  que  nous  désignerons  par  (/)  ;  puis,  en  substituant  cette 
valeur  de  y  dans  l'une  des  deux  équations  primitives,  on  trouve  une  équa- 
tion du  quatrième  degré  en  ^,  que  nous  désignerons  par  (.r),  et  dont  les 
racines  sont  les  abscisses  des  points  communs  aux  deux  courbes.  Si 
l'équation  (.r)  a  ses  quatre  racines  réelles,  l'équation  [y]  donne  pour 
chacune  de  ces  valeurs  de  x  une  valeur  réelle  dej;  et,  par  suite,  les  deux 
coniques  ont  quatre  points  communs  réels.  —  Si  l'équation  [x]  a  deux 
racines  réelles  et  deux  racines  imaginaires  (conjuguées),  l'équation  [y] 
donne  pour  j  deux  valeurs  réelles  et  deux  valeurs  imaginaires  (conju- 
guées) ;  et,  par  suite,  les  deux  coniques  ont  deux  points  communs  réels  et 
deux  points  communs  imaginaires  [conjugués).  —  Enfin,  si  l'équation  [x) 
a  ses  quatre  racines  imaginaires  (conjuguées  deux  à  deux),  l'équation  {y) 
donne  pour  j  quatre  valeurs  imaginaires  (conjuguées  deux  à  deux)  ;  et, 
par  suite,  les  deux  coniques  ont  quatre  points  communs  imaginaires 
[conjugués  deux  à  deux). 

1°  Si  les  deux  coniques  ont  quatre  points  communs  réels  a^  b,  c,  d 
ifig.  6oi),  les  trois  couples  ab  etcd^  ac  et  bd^  ad  et  bc^  de  cordes  com- 
munes  sont  évidemment  réels. 

Si  les  deux  coniques  ont  deux  points  communs  réels  a  et  b,  et  deux 
points  communs  imaginaires  conjugués  c  et  r/,  la  corde  commune  ab  esl 
évidemment  réelle;  cr/Z'^^^^w^^/^  puisqu'elle  unit  deux  points  imaginaires 
conjugués.  Les  autres  cordes  communes  ac  et  bd^  ad  et  bc  sont  imaginaires  ; 
car,  si  la  droite  «c,  par  exemple,  était  réelle,  le  point  d'intersection  des 
deux  droites  réelles  ac  et  cd  serait  réel.  —  Il  convient  d'observer  que  les 
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deux  droites  imaginaires  d'un  même  couple  ac  et  bd  ou  ad  et  bc  ne  sont 
pas  conjuguées  ;cai%  si  ac  et  hd  l'étaient,  leur  point  d'intersection ;/  serait 
réel,  et  chacune  de  ces  droites,  ayant  deux  points  réels  a  et  /?'  ou  6  et//, 
serait  réelle.  La  conjuguée  de  ac  est  évidemment  ad^  et  celle  de  bd 
est  bc. 

Si  les  deux  coincjiies  ont  quatre  points  communs  imaginaires  conjugués 
deux  à  deux  a  et  b^  c  et  f/,  les  cordes  communes  ab  et  cd  sont  réelles, 
puisque  chacune  aura  deux  points  imaginaires  conjugués  ;  les  autres  cordes 
communes  ac  et  bd^  ad  ei  bc,  sont  imaginaires;  car  si,  par  exemple,  ac 
était  réelle,  les  points  ^  et  c  où  elle  coupe  respectivement  les  droites 
réelles «^  et  caseraient  réels.  Ici,  les  droites  imaginaires  d'un  même  couple, 
ac  et  bd  ou  ad  et  bc,  sont  conjuguées;  car  on  passe,  par  exemple,  de  ac 
à  bd  en  remplaçant  a  par  son  conjugué  b  ei  c  par  son  conjugué  d. 

En  transformant  la  proposition  précédente  par  la  méthode  des  polaires 
réciproques  et  donnant  le  nom  û'ombilic  à  tout  point  d'intersection  de 
deux  tangentes  communes,  on  voit  que  : 

Deux  conicjues  ont  : 

1°  Quatre  tangentes  communes  réelles  ou  imaginaires  conjuguées; 
1^  Trois  systèmes  de  deux  ombilics,  Pun  au  moins  de  ces  systèmes 
étant  réel. 
Si  Ip.s  quatre  tangentes  communes  a,  ^,7,  ^,  sont  réelles,  les  trois  couples 

Fig.  601. 


d'ombilics  sont  réels  [fig,  601),  En  désignant  le  point  commtin  a  deux 
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droites  L  et  L'  par  la  notation  (L,  L'),  le  premier  couple  est  formé  par 
A  ou  (a,  (3)  et  Aj  ou  (7,  c?),  le  second  couple  par  B  ou  («,7)  et  B,  ou 
(B,  ^),  le  troisième  par  C  ou  (a,  §)  et  C,  ou  (P,  7). 

Si  le  quadrilatère  circonscrit  a  deux  côtés  réels  7.  et  ^  et  deux  imaginaires 
conjugués  7  et  â^  ou  encore  si  le  ciuadrilatèi^e  a  ses  côtés  imaginaires  con- 
jugués deux  à  deux  a.  et  ^^  y  et  â,  il  j{y  a  qiCun  couple  cV  ombilic  s  réels; 
c'est  le  couple  A  ou  {a,  (5)  et  A,  ou  (7,  (î). 

1171.  On  nomme /?o/^  double  tout  point  du  plan  de  deux  coniques  qui 
a  la  même  polaire  par  rapport  à  ces  deux  courbes  (j%.  601). 

Soient  p  le  point  commun  aux  cordes  ab  et  cd^pX^  point  d'intersec- 
tion de  ac  et  de  bd^  et  /;"  le  point  de  rencontre  de  ad  et  bc.  Chacun  des 
sommets  du  triangle  pp'p"  est  évidemment  le  pôle  du  côté  opposé  par 
rapport  aux  deux  coniques.  km%\^  tout  point  d'intersection  de  deux  cordes 
communes  est  un  pôle  double  (ou  un  point  commun  aux  deux  coniques). 
Réciproquement,  tout  pôle  double  est  V intersection  de  deux  cordes  corn- 
munes;  en  effet,  soit  /:»,  un  pôle  double,  et  a,  a'  les  points  où  p^a  rencontre 
pour  la  seconde  fois  chacune  des  coniques;  le  point  /?,  devant  avoir  le 
même  conjugué  harmonique  par  rapport  aux  deux  segments  «a  et  acf.\  il 
faut  que  a  et  a'  coïncident,  c'est-à-dire  se  confondent  avec  l'un  des  points 
h^  c,  d,  avec  c  par  exemple;  ainsi  le  point  p^  est  sur  ac\  on  verrait  de 
même  qu'il  est  sur  bd\  il  est  donc  à  la  rencontre  de  deux  cordes  com- 
munes. 

Les  trois  seuls  pôles  doubles  sont  donc  les  sommets  du  triangle  pp'p'^- 
Ils  sont  éV\ÙQmïhQï\i  réels  tous  les  trois,  si  les  quatre  points  «,  6,  c,  c/,  com- 
nmns  aux  deux  conicpies  sont  tous  les  quatre  réels.  Ils  le  sont  aussi  quand 
les  points  a^b^  c^  r/,  sont  tous  imaginaires,  car,  alors,  les  deux  cordes  d'un 
même  couple  sont  réelles  ou  imaginaires  conjuguées.  Mais,  si  les  points 
a  et  b  sont  récls^  et  c  et  d  imaginaires  coiijugués,  le  pôle  double  p  est 
leseul  réel;  il  est  réel  parce  qu'il  appartient  aux  deux  cordesréelîes«<î^et 
cd\  et  //  et  //sont  imaginaires,  car,  si  />»',  par  exemple,  était  réel,  la 
droite  ap  ou  ac  serait  réelle.  Observons  enfin  que  chacun  des  pôles 
doubles  est  Je  centre  d'un  faisceau  harmonique  formé  par  les  deux 
côtés  du  triangle  et  les  deux  cordes  communes  qui  passent  par  ce  point. 

On  nomme  polaire  double  toute  droite  qui  a  le  même  pôle  par  rapport 
aux  deux  coniques.  Toute  polaire  double  est  la  polaire  d'un  pôle  double,  et 
réciproquement  ;  il  n'y  a  donc  que  trois  polaires  doubles,  dont  une  tou- 
jours réelle  :  ce  sont  les  côtés  du  triangle  pp' p'\  auquel  on  donne  le  nom 
de  triangle  autopolaire  commun  aux  deux  coniques. 

Les  trois  diagonales  P,  P',  P",  du  quadrilatère  complet  formé  par  les 
quatre  tangentes  communes  a,  j3,  7,  (5",  aux  deux  coniques,  sont  réelles  si 
les  quatre  droites  a,  p,  7,  ^,  sont  toutes  réelles  ou  toutes  imaginaires 
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(conjuguées).  Si  deux  de  ces  tangentes  a  et  p  sont  réelles,  et  les  deux 
autres  7  et  ^imaginaires  conjuguées,  la  diagonale  P  est  seule  réelle. 

Ces  diagonales  P,  F,  P",  sont  évidemment  des  polaires  doubles;  elles  ne 
diffèrent  donc  pas  des  côtés  du  triangle  pp'p".  En  outre,  il  résulte  immé- 
diatement de  la  construction  de  la  polaire  d'un  point  par  rapport  à  deux 
droitesque  les  deux  ombilics  et  les  deux  pôles  doubles  situés  sur  unmême 
côté  du  triangle  autopolaire  pp'p"  forment  un  système  harmonique. 

En  résumé  : 

Si  le  triangle  autopolairc  pp'p"  est  entièrement  réel,  les  deux  coniques 
ont  : 

Soit  rjuatî-e  points  communs  réels  et  cpiatre  tangentes  communes  réelles; 

Soit  quatre  points  communs  imaginaires  et  ciuatre  tangentes  communes 
imaginaires  ; 

Soit  quatre  points  communs  réels  et  quatre  tangentes  communes  imagi- 
naires ; 

Soit  quatre  points  communs  imaginaires  et  cjuatre  tangentes  communes 
réelles; 

Et  si  le  triangle  autopolaire  n^a  de  réels  qu^un  sommet  p  et  le  côté  op- 
posé P,  les  deux  coniques  ont  : 

Deux  points  communs  réels  et  deux  points  communs  imaginaires,  et 
en  même  temps  deux  tangentes  communes  réelles  et  deux  tangentes  com- 
munes imaginaires. 

Dans  le  troisième  cas,  l'une  des  coniques  au  moins  est  hyperbolique. 

1172.  Si  deux  points  pris  sur  une  corde  commune  sont  conjugués  par 
rapport  à  l'une  des  coniques,  ils  le  sont  aussi  par  rapport  à  l'autre.  Car, 
puisqu'ils  sont  conjugués  par  rapport  à  la  première  conique,  ils  divisent 
harmoniquement  la  corde  commune,  et,  par  suite,  ils  sont  conjugués  par 
rapport  à  la  seconde  conique. 

Réciproquement,  si,  sur  une  droite  située  dans  le  plan  de  deux  coniques^ 
il  existe  deux  couples  de  points  a  et  a\  h  et  b\  tels  que  les  deux  points 
d'un  même  couple  soient  conjugués  à  la  jois  par  rapport  aux  deux  coni- 
ques, cette  droite  est  une  corde  commune  aux  deux  coniques.  Car  les 
points  de  chacune  des  deux  coniques  situées  sur  la  droite  sont  les  deux 
points  réels  ou  imaginaires  qui  divisent  harmoniquement  le  segment  aa' 
et  le  segment  bb'. 

Les  propositions  corrélatives  s'énoncent  de  la  manière  suivante  : 

Si  deux  droites  issues  d'un  ombilic  sont  conjuguées  par  rapport  à  l'une 
des  coniques,  elles  le  sont  aussi  par  rapport  a  l  ^ autre. 

Si  par  un  point  du  plan  de  deux  coniques  passent  deux  couples  de 
droites  A  et  A',  B  et  B',  situées  dans  ce  plan  et  telles  que  les  deux  droites 
de  chaque  couple  soient  conjuguées  par  rapport  aux  deux  coniques,  ce 
point  est  un  ombilic 
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CONIQUES  CIRCONSCRITES   OU  INSCRITES  A  UN  QUADRILATÈRE. 

1173.  Quand  plusieurs  coniques  ont  quatre  points  comnmns  [réels  ou 
imaginaires)^  il  existe  sur  une  droite  quelconque  de  leur  plan  deux 
points  conjugués  par  rapport  à  toutes  ces  conicjucs.  Car  les  segments 
interceptés  sur  la  droite  par  les  diverses  coniques  forment  une  involu- 
tion  (1172);  les  points  doubles  (réels  ou  imaginaires)  de  cette  involution 
divisent  harmoniquement  chacun  de  ces  segments  et,  par  suite,  sont 
conjugués  par  rapport  à  chacune  des  coniques. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  droite  est  à  l'infini,  on  a  ce  théorème  : 
Toutes  les  coniques  passant  par  ([uatrc  points  donnés  ont  un  système 
[réel  ou  imaginaire)  de  diamètres  conjugués^  parallèles  entre  eux. 

Le  théorème  corrélatif  sur  les  coniques  tangentes  à  quatre  droites 
s'énonce  :  Quand  plusieurs  coniques  sont  inscrites  dans  un  même  quadri- 
latère [  réel  ou  imaginaire  ) ,  //  passe  par  chaque  point  de  leur  plan  deux 
droites  [réelles  ou  imaginaires)  cjui  sont  conjuguées  par  rapport  à  toutes 
ces  coniciues, 

1174.  Quand  plusieurs  coniciues  ont  cpiatre  points  comnmns  (réels  ou 
imaginaires)^  les  polaires  cVun  point  fixe  quelconque  P  de  leur  plan  par 
rapport  à  ces  courbes  passent  par  un  même  point  (Lamé,  Examen  des 
différentes  méthode  s... \  i8i8). 

Soit  P'  le  point  commun  aux  polaires  de  P  par  rapport  à  deux  A  et  B 
des  coniques  considérées;  les  points  P  et  P'  sont  conjugués  par  rapport 
à  A  et  B  et,  par  suite,  d'après  le  théorème  précédent,  par  rapport  à  toute 
conique  C  du  groupe  ;  donc  le  point  P'  est  sur  la  polaire  de  P  par  rapport 
à  la  conique  C. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  point  P  est  à  l'infini,  on  a  cette  proposi- 
tion :  Quand  plusieurs  coniques  passent  par  cjuatre  points  donnés,  les 
diamètres  de  ces  courbes,  conjugués  à  une  même  direction,  passent  par 
un  même  point. 

Les  théorèmes  corrélatifs  s'énoncent  : 

Quand  plusieurs  coniques  sont  inscrites  dans  un  même  cpiadrilatère, 
les  pôles  dhme  droite  quelconriue  de  leur  plan  par  rapport  à  ces  courbes 
sont  en  ligne  droite. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  clans  un  quadrilatère  est 
une  droite  passant  par  les  milieux  des  dlagoncdes  (Newton). 

1175.  Les  bissectrices  de  tout  système  de  deux  cordes  communes  à  un 
cercle  et  à  une  conique  sont  parcdlèles  aux  axes  de  la  conique. 

En  effet,  si  par  le  point  commun  aux  deux  cordes  G  et  C  on  mène  des 
parallèles  L  et  \J  aux  axes  de  la  conique,  les  droites  L  et  L' sont  évidem- 
ment parallèles  au  système  des  diamètres  conjugués  qui  sont  communs  en 
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direction  au  cercle  et  à  la  conique  (1146);  ces  deux  droites  rencontrent 
donc  la  droite  à  l'infini  en  deux  points  conjugués  à  la  fois  par  rapport  aux 
deux  courbes,  et  par  suite  aussi  conjugués  par  rapport  aux  cordes  com- 
munes G  et  G';  donc  L  et  L'  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  G 
et  à  G',  et,  comme  elles  sont  rectangulaires,  elles  divisent  en  deux  parties 
égales  les  angles  formés  par  ces  cordes. 

11  résulte  de  là  que,  poiœ  que  deux  coniques  se  coupent  en  quatre 
points  situés  sur  un  même  cercle,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  axes  soient 
parallèles  ou  perpendiculaires. 

Lorsque  trois  des  quatre  points  communs  à  un  cercle  et  à  une  conique 
se  réunissent  en  un  seul  M,  on  dit  que  le  cercle  est  osculateur  de  la  co- 
lùque  au  point  M.  La  tangente  en  M  et  la  corde  MN  qui  joint  le  point  de 
contact  M  au  point  de  section  N  des  deux  courbes  sont  alors,  d'après  le 
théorème  précédent,  également  inclinées  sur  un  quelconque  des  axes  de 
la  conique.  Gette  propriété  permet  de  déterminer  le  point  N  et,  par  suite, 
le  cercle  osculateur  en  un  point  donné  M  d'une  conique. 

On  calcule  aisément  le  rayon  de  ce  cercle  à  l'aide  d'un  théorème  élé- 
gant dû  à  Mac-Gullagh,  Dublin,  i836  :  Le  rayon  R  du  cercle  qui  passe 
par  trois  points  M,  N,  P,  d'une  ellipse  est  égal  au  produit  des  demi-dia- 
mètres m,  w,  /?,  parallèles  aux  côtés  du  triangle  formé  par  ces  trois 
points,  divisé  par  le  produit  ab  des  demi-axes.  En  effet,  en  divisant  l'éga- 
lité (428) 

_  NP.PM.MN 
~       4  MNP 
par  l'égalité  analogue 

_  NT^FM^M^N' 
'^-    ~  4M'N'P'       ' 

relative  aux  points  correspondants  M',  N',  P',  du  cercle  dont  l'ellipse  est 
la  projection,  on  a 

R  _  M  N^P^   NP     PM     MN  , 

a  ~~    MNP    NP'  P'M'  MN'' 

mais  le  premier  rapport  du  second  membre  est  égal  à  t  ("06,  J056)  et 

les  autres  sont   égaux   respectivement  à -j  -?  --,  puisque  deux  droites 

parallèles  sont  entre  elles  comme  leurs  projections.  La  relation  précédente 
se  réduit  donc  à 

R  —   — 7-î  G.  0.    F.   D. 

ab 

Si  les  points  N  et  P  se  réunissent  en  M,  les  quantités  w,  n^  p, 
deviennent  égales  au  demi-diamètre  ^  parallèle  à  la  tangente  en  M,  et  l'on 

a  pour  le  rayon  du  cercle  osculateur  en  M  l'expression  -7  ou  encore,  en 


'J, 
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^^ 

vertu  du  second  théorème  d'Apollonius,  l'expression —?  dans  laquelle 
p  désigne  la  distance  du  centre  de  l'ellipse  à  la  tangente  au  point  M. 
Cette  expression  se  réduit  à  ~  ou  à  -y-  quand  le  point  considéré  est  l'ex- 
trémité du  grand  axe  ou  du  petit  axe. 

CONIQUES    TANGENTES,    BITANGENTES,    OSCULATRICES. 

1176.  Coniques  tangentes,  —  Quand  deux  coniques  se  touchent  en  un 
point  <7,  ce  point  est  la  réunion  de  deux  points  communs  a  et  b^  et  il  ne 
reste  plus  que  deux  autres  points  communs  c  et  d^  qui  sont  réels  ou  ima- 
ginaires conjugués. 

La  tangente  en  «  et  la  droite  cd  forment  un  couple  de  cordes  com- 
munes; ce  couple  est  réel.  Quant  aux  deux  autres  couples,  ils  se  confon- 
dent en  un  seul  ac  et  ad^  qui  est  réel  si  c  et  d  sont  réels  et  imaginaire  si 
c  et  d  sont  imaginaires. 

Outre  la  tangente  en  <?,  il  n'y  a  plus  que  deux  tangentes  communes 
réelles  ou  imaginaires  ;  leur  point  d'intersection  et  le  point  a  forment  un 
système  d'ombilics  réels,  et  il  n'y  a  plus  qu'un  autre  couple  d'ombilics  :  ce 
sont  les  points  réels  ou  imaginaires  où  la  tangente  en«  rencontre  les  deux 
autres  tangentes  communes. 

Coniques  bitangentes.  —  On  dit  que  deux  coniques  sont  blta//gentes 
ou  ont  un  double  contact  lorsqu'elles  se  touchent  en  deux  points  ;  nous 
désignerons  ces  deux  points  par  g  et  //,  et  le  point  d'intersection  des  tan- 
gentes en  g  et  h  par  X\ 

Il  n'y  a  plus  encore  ici  que  deux  systèmes  de  cordes  communes  ;  le  pre- 
mier est  formé  par  les  tangentes  %  et  Ah^  et  le  second  par  la  droite 
double  ou  cordo  de  contact  gh.  Les  points  ^et  h  forment  un  couple  d'om- 
bilics, et  le  point  X  forme  à  lui  seul  le  second  couple. 

Quant  à  la  réalité,  il  faut  distinguer  deux  cas,  suivant  que  le  double 
contact  des  deux  coniques  est  réel  ou  imaginaire,  c'est-à-dire  suivant  que 
les  points  g  et  h  sont  réels  ou  imaginaires  conjugués.  Dans  le  premier 
cas,  les  cordes  communes  et  les  ombilics  que  nous  venons  d'énumérer 
sont  tous  réels.  Dans  le  second  cas,  la  corde  de  contact  gh  forme  le  seul 
couple  de  cordes  communes  réelles  et  son  pôle  A  forme  le  seul  couple  d'om- 
bilics réels. 

Quand  deux  coniques  ont  un  double  contact  : 

1°  Les  polaires  d'un  point  quelconque  M  de  leur  plan  se  coupent  sur 
la  corde  de  contact;  car  elles  doivent  se  couper  (1174)  sur  la  polaire  de 
M  par  rapport  aux  systèmes  des  deux  cordes  communes  confondues  avec 
la  corde  de  contact,  polaire  qui  coïncide  avec  cette  dernière  corde. 
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1^  Les  pôles  cVune  droite  quelconque  A  sont  en  ligne  droite  avec  le  pôle 
de  la  corde  de  contact  qu'on  nomme /?d/e  de  contact;  c'est  la  proposition 
corrélative  de  la  précédente. 

3**  Tout  point  k  de  la  corde  de  contact  est  un  pôle  double ^  car,  pour 
chacune  des  coniques,  la  polaire  de  k  contient  le  pôle  de  contact  et  le  point 
k!  conjugué  harmonique  de  k  par  rapport  aux  deux  points  de  contact.  Nous 
trouvons  ainsi  un  cas  d'exception  à  la  proposition  :  deux  coniques  n'ont, 
en  général,  que  trois  pôles  doubles. 

Coniques  osculatrices ,  —  On  dit  que  deux  coniques  sont  osculatrices 
ou  qu'elles  ont  un  contact  du  second  ordre  lorsque  trois  de  leurs  points 
communs  sont  réunis  en  un  seul  que  nous  appellerons  w.  Elles  ont  alors 
un  quatrième  point  d'intersection  dqoi  est  toujours  réel,  et,  outre  la  tan- 
gente en  w,  une  tangente  commune  réelle  ^;  soit  t  le  point  où  la  tangente 
en  w  rencontre  la  tangente  d. 

Il  n'y  a  qu'un  système  de  cordes  communes  ;  il  est  réel  et  formé  par  la 
tangente  w^  et  par  la  corde  w^/.  Il  n'y  a  aussi  qu'un  couple  d'ombilics  : 
ce  sont  les  points  réels  w  et  t. 

On  dit  que  deux  coniques  ont  un  contact  du  troisième  ordre,  lorsque 
leurs  quatre  points  communs  sont  réunis  en  un  seul  w.  Les  quatre  tan- 
gentes communes  sont  alors  confondues  en  une  seule  qui  est  la  tangente 
wf  au  point  w.  Cette  même  droite  w^  est  la  seule  corde  commune  et  le 
point  w  le  seul  ombilic. 


CONIQUES    HOMOLOGIQUES. 

1177.  Lajîgure  homologique  d'un  cercle  y  lorsqu'on  prend  le  centre  du 
cercle  pour  centime  d'homôlogie,  est  une  conique  qui  a  ce  centre  pour 
foyer;  car  si,  dans  l'avant-dernière  formule  du  n**  730,  Om'  est  constant, 

il  en  est  de  même  du  rapport  — rî  par  suite,  le  rapport  des  distances 

d'un  point  quelconque  m  de  la  figure  cherchée  au  point  fixe  0  et  à  la 
droite  fixe  I  est  constant. 

Par  suite,  une  conique  étant  donnée,  on  voit  qu'il  faut  placer  le  centre 
d'homologie  0  à  l'un  des  foyers  pour  que  la  figure  homologique  soit  un 
cercle  de  centre  0. 

C'est  cette  propriété  que  M.  Chastes  prend  pour  définition  des  foyers 
dans  son  Traité  des  Sections  coniques,  La  marche  que  nous  avons  suivie 
(n**'  1155  et  suivants)  est  à  la  fois  plus  directe  et  plus  simple. 

1178.  La  figure  homologique  d'une  conique  G  est  une  conique  G'. 

En  effet,  P  et  Q  étant  deux  points  fixes  pris  arbitrairement  sur  la 
conique  donnée  C,  et  m  un  point  variable  de  cette  conique,  les  droites 
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P/72,  Q/??,  engendrent  deux  faisceaux  homographiques  (1J30).  Or,  si  P', 
Q',  m\  sont  les  homologues  de  P,  Q,  w,  le  faisceau  engendré  par  V ni 
tournant  autour  du  point  fixe  P'  sera  homographique  du  faisceau  en- 
gendré par  Vm  (73J);  de  même,  le  faisceau  décrit  par  Q' m'  sera 
homographique  du  faisceau  décrit  par  Q/;/.  Donc  les  faisceaux  engendrés 
par  V'm'  et  Q' m'  sont  homographiques,  et  {H31)  le  lieu  du  point  m'  est 
une  conique.  —  A  un  point  p  et  à  sa  polaire  L  relatifs  h  la  première 
conique  G,  répondent  dans  la  seconde  conicpie  un  point  p'  et  sa  polaire  L'. 
Car  aux  quatre  points  harmoniques  /;•,  a,  q,  b^  situés  sur  une  transversale 
issue  du  poi'ntyy,  et  qui  coupe  la  conique  G  en  a  et  b  et  la  polaire  L  en 
q^  répondent  quatre  points/?',  a\  c^ ^b\  qui  sont  aussi  harmoniques  (731). 
On  voit  par  là  qu'«  deux  points  ou  à  deux  droites  conjuguées  relative- 
ment à  la  conique  G  répondent  deux  points  ou  deux  droites  conjuguées 
relativement  à  la  conique  G'.  —  Vaxe  d'/tomologie  XX'  est  une  corde 
commune  aux  deux  coniques  G  ê-^  G'.  En  effet,  les  points  communs  à  la 
conique  G  et  à  l'axe  XX' sont  les  points  doubles  des  deux  divisions  homo- 
graphiques tracées  sur  XX'  par  les  faisceaux  générateurs  P^^^  et  Qm  de 
cette  conique.  De  même,  les  points  communs  à  la  conique  G'  et  à  XX'  sont 
les  points  doubles  des  deux  divisions  tracées  sur  XX'  par  les  faisceaux 
P'w'  et  Q'/w';  mais  les  rayons  homologues  des  faisceaux  P  et  P'  se  cou- 
pent sur  Taxe  XX',  aussi  bien  que  les  rayons  homologues  des  faisceaux 
Q  et  Q'.  Donc  les  points  doubles  sont  les  mêmes  pour  les  deux  divisions. 
—  Enfin  on  voit,  soit  par  un  raisonnement  corrélatif  du  précédent,  soil 
en  appliquant  à  la  propriété  précédente  la  transformation  par  polaires 
réciproques,  que  le  centre  dliomologie  S  est  un  ombilic  des  deux  co- 
niques. 

Réciproquement,  deux  coniques  cjuelconques  G  et  G'  sojit  deux 
figures  homologiques  dans  lesquelles  l 'axe  d'homologie  est  une  corde 
commune  et  le  centre  d'homologie  un  ombilic  correspondant  à  cette  corde. 
Considérons  le  triangle/^//,  dont  chaque  sommet  est  le  pôle  du  côté  op- 
posé par  rapport  aux  deux  coniques  [fg.  6oi)  ;  par  chaque  sommet  pas- 
sent deux  cordes  communes,  et  sur  chaque  côté  sont  silués  deux  om- 
bilics ;  nous  appelons  ombilics  correspondant  à  une  corde  commune  les 
deux  ombilics  placés  sur  le  côté  du  triangle  pp'/  opposé  au  sommet  qui 
est  situé  sur  la  corde  commune  considérée.  Gela  étant,  soient  XX'  une 
corde  commune  aux  deux  coniques  proposées,  qui  les  coupe  en <? et/,  et  S 
l'un  des  deux  ombilics  correspondants  ;  a  étant  un  point  quelconque  de 
la  conique  G,  la  droite  S«  rencontre  la  conique  G'  en  deux  points  :  dési- 
gnons par  a'  celui  de  ces  deux  points  qui,  lorsque  la  sécante  S«  tourne 
autour  de  S,  vient  se  réunir  avec  a  au  point  e.  Si,  en  prenant  S  pour 
centre  d'homologie,  XX' pour  axe  Qi[a,a')  pour  un  couple  de  points 
homologues,  on  "construit  la  figure  homologique  de  G,  on  trouve  une 
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conique  C^  qui,  ayant  en  commun  avec  la  conique  G'  les  points  r/',  e,  /,  et 
les  deux  tangentes  issues  de  S,  ne  diffère  pas  de  la  conique  G^  Donc  G  et 
G'  sont  homologiques. 

Il  faut  cependant,  d'après  la  démonstration  même,  que  les  deux  coni- 
ques soient  placées  de  telle  façon,  que  toute  transversale  issue  de  l'om- 
bilic S  rencontre  les  deux  courbes  en  des  points  qui  soient  à  la  fois  réels 
ou  à  la  fois  imaginaires  pour  les  deux  coniques. 

De  plus,  comme  il  peut  y  avoir  six  cordes  communes,  et  qu'à  chacune 
(l'elles  répondent  deux  ombilics,  on  voit  que  deux  coniques  pemcnt  être 
homologiques  de  douze  manières  différentes. 

Parmi  les  nombreux  corollaires  de  cette  réciproque,  nous  citerons  les 
deux  suivants  : 

Lorsque  deux  coniques  se  touchent  en  un  point  A  et  se  coupent  en  deux 
autres  points  B  et  G  réels  ou  imaginaires,  le  point  A  est  un  centre  d'ho- 
mologie,  et  la  corde  commune  BG,  qui  est  toujours  réelle,*  est  l'axe  d'homo- 
logie  correspondant. 

Lorsque  deux  coniques  ont  un  foyer  commun,  le  foyer  est  un  centre 
d'homologie,  puisqu'il  est  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  com- 
munes imaginaires  (H62). 

1J79.  Voici  quelques  applications  de  la  théorie  de  Fhomologie  aux  co- 
niques : 

i""  Gonsidérons  une  conique  G  et  un  cercle  G'  ayant  un  foyer  F  de  la 
conique  pour  centre.  Ges  deux  courbes  sont  homologiques,  et  F  est  le 
centre  d'homologie.  Si  un  angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  F 
comme  sommet,  la  corde  qu'il  intercepte  dans  le  cercle  enveloppe  un 
cercle  concentrique  au  premier  ;  donc  la  corde  interceptée  dansla  conique 
enveloppe  une  seconde  conique  G".  D'ailleurs,  deux  cercles  concen- 
triques ont  un  double  contact  sur  la  droite  de  l'infini;  donc,  les  coniques 
G  et  G"  ont  un  double  contact  (imaginaire)  sur  la  directrice  correspon- 
dant au  foyer  F,  attendu  que  cette  directrice,  étant  la  polaire  du  foyer, 
correspond  à  la  droite  de  l'infini  dans  le  cercle,  laquelle  est  la  polaire  du 
centre.  Ainsi,  lorsqu'un  angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  du 
foyer  dhuie  conique  comme  sommet,  la  corde  qu''il  intercepte  dans  la 
conique  em^eloppe  une  nouvelle  conique  doublement  tangente  à  la  pro- 
posée sur  la  directrice  relative  au  foyer  considéré, 

2**  Soient  une  conique  G  et  un  cercle  G'  tangent  en  S  à  cette  conique.  Ges 
deux  courbes  sont  homologiques,  et  S  est  le  centre  d'homologie.  Si  un 
angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  S  comme  sommet,  la  corde 
interceptée  dans  le  cercle  enveloppe  un  cercle  concentrique.  Donc,  la  corde 
interceptée  dans  la  conique  enveloppe  une  seconde  conique  G"  double- 
ment tangente  à  la  première,  suivant  la  parallèle  à  l'axe  d'homologie  qui 
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répond  à  l'infini  du  cercle.  Ainsi,  lorsqu'un  angle  de  grandeur  constante 
tourne  autour  d'un  point  d'une  conique  comme  sommet,  la  corde  inter- 
ceptée dans  la  conique  em>eloppe  une  autre  conique  qui  a  un  double  con- 
tact avec  la  première. 

En  particulier,  si  l'angle  est  droit,  la  corde  interceptée  dans  le  cercle 
passe  par  le  centre  de  ce  cercle,  c'est-à-dire  par  un  point  fixe  situé  sur 
la  normale  commune  aux  courbes  G  et  G'  au  point  S.  Donc,  quand  un 
angle  droit  pivote  autour  cVun  point  S  cVune  conique  comme  sommet,  la 
corde  interceptée  dans  la  cojiique  passe  par  un  point  fixe  situé  sur  la 
normale  en  S  à  la  conique.  G'est  le  théorème  de  Frégier,  que  nous  avoni 
démontré  déjà  directement  au  n""  1139. 

3°  La  transformation  homologique  permet  de  ramener  les  questions 
graphiques  relatives  aux  coniques  à  de  simples  questions  du  même  genre 
relatives  au  cercle.  Tout  consiste  à  tracer  dans  le  plan  de  la  conique  un 
cercle  et  à  déterminer,  d'après  les  conditions  qui  définissent  la  conique, 
le  centre  et  l'axe  d'homologie  de'la  conique  et  du  cercle.  On  aura  alors 
tout  ce  qu'il  faut  pour  résoudre,  sans  peine  et  à  l'aide  de  la  règle  seule, 
les  diverses  questions  graphiques  relatives  à  la  conique. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  demande  de  déterminer  le  centre  et  les 
axes  d'une  conique  donnée  par  quatre  points  0,  a^  b^  c,  et  par  la  tan- 
gente 0^  au  point  0. 

On  tracera  un  cercle  quelconque  tangent  en  0  à  la  droite  0/f  ;  ce  cercle 
sera  homologique  de  laconique  par  rapport  au  centre  d'homologie  0.  En 
joignant  le  point  0  aux  points  «,  b,  c,  on  aura,  par  les  intersections  des 
droites  0<2,  0^,  Oc,  avec  le  cercle,  les  points  a\  b',  c',  homologues  de 
a,  è,  c.  On  se  trouvera  alors  dans  les  conditions  du  n''  729  (  i""),  et  l'en 
saura  trouver  le  point  de  la  figure  F  qui  répond  à  un  point  pris  à  volonté 
dans  la  figure  F',  ce  qui  permettrait  de  tracer  la  conique  par  points.  On 
déterminera  (730)  la  droite  limite  J'  de  la  figure  F';  cette  droite  pourra 
rencontrer  le  cercle  en  deux  points  .^'',  j  ',  ou  le  toucher  en  un  seul  point 
s',  ou  être  extérieur  à  ce  cercle. 

Dans  le  premier  cas,  la  conique  aura  deux  points  à  l'infini,  placés  sur 
Ox'  etOj';  ce  sera  donc  une  hyperbole,  dont  on  aura  les  asymptotes  en 
cherchant  les  homologues  des  droites  p'x,  p'j',  qui  touchent  le  cercle 
aux  points .r'  et/'. 

Dans  le  deuxième  cas,  la  conique  n'aura  qu'un  point  à  l'infini  situé 
sur  O2';  ce  sera  une  parabole  dont  l'axe,  d'ailleurs  parallèle  à  0^',  s'ob- 
tiendra en  prenant  la  polaire  du  point  situé  à  l'infini  sur  la  direction  per- 
pendiculaire à  Os'. 

Dans  le  troisième  cas,  la  conique  n'ayant  aucun  point  à  l'infini  sera  une 
ellipse,  dont  on  aura  le  centre  en  prenant  l'homologue/^  du  pôle  p'  de  J' 
par  rapport  au  cercle. 
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Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  les  axes  sont  parallèles  aux  bissectrices  des 
angles  des  droites  0.v'  et  Oy  qui  sont  les  directions  asymptotiques.  Mais 
on  peut  obtenir  ces  parallèles  aux  axes  sansfaire  intervenir  lesdroitesO.^' 
et  Or',  de  manière  à  avoir  une  construction  qui  s'applique  au  cas  de 
l'ellipse,  dans  lequel  0^'  et  0/  sont  imaginaires.  Il  suffit  de  tracer  le 
diamètre  du  cercle  qui  passe  par  le  point  p'  ;  les  directions  demandées 
seront  celles  des  droites  qui  joignent  le  point  0  aux  extrémités  de  ce 
diamètre. 

CONIQUES  HOMOTHÉTIQUES. 

1180.  On  sait  que  deux  figures  homothétiques  ne  sont  autre  chose 
que  deux  figures homologiques  dont  l'axe  d'homologie  esta  Tinfini  (732). 
Il  suit  de  là  et  des  propriétés  démontrées  au  n°  1178  que  la  Jîs^ure 
homothé tique  dhine  conique  est  une  conique,  et  cjue  deux  coniques  homo- 
thétiques ont  une  corde  commune  à  V infini.  Réciproquement,  lorsque 
la  droite  de  V infini  est  une  corde  commune  à  deux  conicjues  C  et  C,  ces 
courbes  sont  homothétiques.  En  effet,  si  deux  points  de  la  droite  de  Fin- 
fini  sont  conjugués  par  rapport  à  l'une  des  coniques,  ils  sont  conjugués 
par  rapport  à  l'autre  ;  par  suite,  deux  diamètres  conjugués  quelconques 
delà  courbe  C  sont  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  la  courbe  C. 
Cela  posé,  soient  AB  et  A'B'  deux  diamètres  parallèles  des  coniques  C 
et  C  ;  M  étant  un  point  quelconque  de  C,  AM  et  BM  sont  parallèles  à 
deux  diamètres  conjugués  de  C,  et,  par  suite,  les  parallèles  A'M'  et  B'M' 
à  AM  et  à  BM  se  coupent  en  un  point  M'  de  la  conique  C.  Or  (360),  les 
points  M  et  M'  ainsi  déterminés  décrivent  deux  figures  homothétiques 

AB 

dont  le  rapport  de  similitude  est  --— •• 

Il  résulte  delà  que  toute  conique  passant  par  les  deux  points  cycliques 
de  son  plan  est  un  cercle,  car,  ayant  la  droite  de  l'infini  pour  corde  com- 
mune avec  un  cercle  quelconque  de  ce  plan,  elle  est  homothétique  à  ce 
cercle. 

H8i.  Beux  coniques  homothétiques  et  concentriques  ont  un  double 
contact  sur  la  droite  de  Vinfiini.  En  effet,  soient  e  et  (^  les  points  com- 
muns aux  deux  coniques  et  à  la  flroite  de  l'infini.  Les  tangentes  en  s  et  <p 
à  la  première  conique  doivent  passer  par  le  pôle  de  £(p,  c'est-à-dire  par 
le  centre  0  de  cette  conique  ;  de  même,  les  tangentes  en  s  et  9  à  la 
deuxième  conique  doivent  passer  par  0  ;  donc  les  deux  coniques  ont  les 
mêmes  tangentes  en  s  et  «p.  Kéciproquement,  deux  coniques  qui  ont  un 
double  contact  sur  la  droite  de  Vinfini  sont  homothétiques  et  concen- 
triques ;  car  d'abord  elles  sont  homothétiques,  puisque  la  droite  de  l'in- 
fini est  une  corde  commune,  et,  d'autre  part,  te  centre  de  chacune  d'elles 
doit  être  le  pôle  de  la  droite  de  l'infini,  qui  est  le  même  pour  les  deux 
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coniques,  puisque  c'est  le  point  de  concours  des  tangentes  communes 

on  s  et  (f. 

1182.  Deux  figures  semblables  ne  diffèrent  en  définitive  que  par  réohelle 
à  laquelle  elles  sont  construites,  de  sorte  qu'un  simple  changement  d'é- 
chelle les  rendrait  égales.  Donc,  pour  trouver  les  conditions  de  similitude 
de  deux  courbes  de  même  espèce,  il  suffit  de  distinguer,  d'après  la  défi- 
nition des  courbes  de  cette  espèce,  les  données  distinctes  et  indépen- 
dantes relatives  à  la  forme  des  données  relatives  à  la  position.  Par 
exemple,  si  la  connaissance  d'une  seule  grandeur  suffit  pour  déterminer 
la  forme  d'une  courbe  d'une  certaine  espèce,  toutes  les  courbes  de  cette 
espèce  sont  semblables,  car  un  simple  changement  d'échelle  permet 
de  les  faire  coïncider.  Ainsi  tous  les  cercles  sont  semblables,  toutes  les 
paraboles  sont  semblables.  Si  la  forme  de  la  courbe  dépend  de  plusieurs 
données  distinctes  et  indépendantes,  il  faut  que  les  données  angulaires 
bomologues  soient  égales  et  les  données  linéaires  homologues  proportion- 
nelles ;  car,  le  changement  d'échelle  ne  permettant  de  rendre  égaux  que 
deux  éléments  linéaires  homologues,  l'égalité  des  autres  éléments  linéaires 
homologues  doit  résulter  de  celle  des  deux  premiers.  C'est  ainsi  que  la 
similitude  de  deux  ellipses  ou  de  deux  hyperboles  consiste  dans  la  pro- 
portionnalité de  leurs  axes. 

Quand  deux  paraboles  ont  leurs  axes  parallèles,  elles  sont  homothé- 
tiques  ;  elles  touchent  la  droite  de  l'infini  au  même  point  :  c'est  le  point 
situé  sur  leurs  axes  parallèles. 

HiÉTIIODE     FONDÉE    SUR    LA    PROJECTION    CONIQUE. 

1183.  Nous  avons  dit  que  c'était  surtout  à  propos  des  coniques  qu'ap- 
paraîtrait la  portée  de  cette  méthode,  dont  nous  avons  exposé  les  pre- 
miers principes  aux  n°'  725,  726  et  727. 

Voici  un  premier  exemple,  important  par  lui-môme  et  par  la  facilité 
avec  laquelle  la  méthode  s'y  applique  : 

Un  triangle  ABC  étant  traec  dans  le  plan  d'une  conique  qui  ren- 
contre  ses  côtés  consécutifs  AB,  BC,  CA,  en  trois  couples  de  points  (c,  c'), 
[a^a')^  (b,b'),  les  segments  que  ces  points  forment  sur  les  côtés  ont 
entre  eux  la  relation 

kb.Kb'  Ca.Ca'    Br.Br^  _ 
Cb.Cb''^a.^a'' kc.Xc'  ~^' 

En  effet,  cette  relation  est  projective;  car,  lorsqu'on  a  chassé  le  déno- 
minateur, on  voit  qu'elle  satisfait  aux  conditions  prescrites  dans  le  n°727. 
D'ailleurs,  elle  est  évidente  sur  le  cercle,  à  cause  de  la  propriété  des  se- 
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cantes  ;  donc  elle  convient  à  une  section  conique  quelconque,  puisqu'une 
telle  courbe  peut  toujours  être  projetée  suivant  un  cercle. 

Ce  théorème,  dû  à  Carnot  (  Géométrie  de  positioriy  p.  487),  est  la  géné- 
ralisation de  celui  de  Ménélalis  (310).  Il  a  de  nombreuses  conséquences. 
Par  exemple,  si  le  sommet  B  du  triangle  ABC  est  à  Tinfini,  la  relation 
précédente  devient 

kh.kh'  __  c^^c^' 

Ac.Ar'       O/.C*'/' 

Or,  si  par  un  point  quelconque  D  de  la  droite  GW  on  mène  une  pa- 
»rallèle  à  AC,qui  rencontre  la  conique  en  e  et  e',  on  aura  de  mêmb 

d'où,  en  rapprochant  les  deux  équations  précédentes, 

kh.kh'  _  \Sc,\)e' 
kc,kc'~~  \)a.\)a'' 

Donc  :  Si  dans  le  plan  dhine  conique  on  mène  par  un  point  quelconque  k 
deux  droites  parallèles  à  deux  axes  fixes,  le  rapport  des  produits  des 
segments  [réels  ou  imaginaires)  que  la  courbe  détermine  sur  ces  droites  à 
partir  de  leur  point  commun  A  est  constant.  Ce  théorème  est  dû  à  Newton 
(  E  numération  des  courbes  du  troisième  ordre  ) . 

4184.  Pour  montrer  toute  la  fécondité  de  cette  méthode  relativement 
à  la  recherche  des  propriétés  des  sections  coniques,  il  faut  établir  quelques 
nouveaux  principes. 

I**  0/2  peut  projeter  une  conique  C  de  telle  sorte  qu'une  droite  L  de 
son  plan  passe  à  l'infini,  et  qu'un  point  f  de  ce  même  plan  se  projette  au 
foyer  de  la  nom>elle  conique  C  —  Le  point  F  doit,  d'après  cela,  être  à 
l'intérieur  de  la  conique  G.  Par  suite,  l'involution  déterminée  sur  la  droite  L 
par  tous  les  couples  de  droites  conjuguées  issues  du  point  F  a  ses  points 
doubles  imaginaires  (1140  ),  de  sorte  qu'il  existe  de  part  et  d'autre  de  L 
deux  points  P  etP'de  chacun  desquels  on  voit  sous  un  angle  droit  les 
divers  segments  de  l'involution.  Plaçons  le  sommet  S  du  cône  sur  la  cir- 
conférence décrite,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  celui  de  la  conique  C, 
sur  PP'  comme  diamètre,  et  prenons  pour  plan  de  projection  un  plan  pa- 
rallèle à  celui  du  sommet  S  et  de  la  droite  L.  De  cette  façon,  la  droite  L 
passera  à  l'infini  dans  la  projection,  et  chaque  couple  de  droites  conju- 
guées issues  du  point /deviendra  en  projection  un  couple  de  droites 
rectangulaires  et  conjuguées  par  rapport  à  la  conique  G'.  La  projection  du 
point/sera  donc  (1155)  un  foyer  de  cette  nouvelle  courbe  G'.  Ajoutons 
que  cette  conique  G'  sera  une  hyperbole,  une  ellipse  ou  une  parabole, 
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suivant  que  la  droite  L  coupera  la  conique  primitive  C  en  deux  points 
réels,  imaginaires  ou  coïncidents. 

Le  pôle  o  de  la  droite  L,  par  rapport  à  la  conique  C,  deviendra  en  pro- 
jection le  centre  de  la  conique  C  (1112).  On  peut  donc  projeter  une  co- 
nique G  de  manière  que  deux  points  f  et  o  de  son  plan  deviennent,  en 
projection  y  Ihin  le  foyer,  Vautre  le  centre  de  la  nouvelle  conique  C 

En  particulier,  si /coïncide  avec  le  pôle  o  de  la  droite  L  par  rapport 
à  la  conique  C,  le  môme  point  sera  en  projection  le  centre  et  le  foyer  de 
ia  nouvelle  conique  C,  qui  dès  lors  sera  un  cercle.  On  peut  donc  p? ojeter 
une  conique  suivant  un  cercle  de  telle  soj'te  qu'un  point  de  son  plan  se 
projette  au  centre  du  cercle  ou  qu'une  droite  de  son  plan  passe  à  VinfiniT 

2°  On  peut  projeter  deux  coniques  situées  dans  un  même  plan  suivant 
deux  cercles.  —Il  faut  évidemment  que  les  deux  coniques  proposées  aient 
au  plus  deux  points  communs  réels  ;  il  existe  alors  une  corde  commune 
réelle  qui  rencontre  les  deux  coniques  en  deux  points  imaginaires 
(1170,  2°).  En  projetant  de  telle  sorte  que  l'une  des  coniques  devienne 
un  cercle  et  que  cette  corde  commune  passe  à  l'infini,  l'autre  conique 
donnera  aussi  un  cercle,  car  les  doux  courbes  ayant  en  projection  une 
corde  commune  à  l'infini  seront  homothétiques  (1180),  et  la  figure  homo- 
tliétique  d'un  cercle  est  un  cercle. 

Si  les  deux  coniciues  pj^oposécs  ont  un  double  contact  imaginaire,  on 
peut  les  projeter  suivant  deux  cercles  concentriques.  Car,  en  projetant 
l'une  des  coniques  suivant  un  cercle  de  telle  sorte  que  la  corde  de  con- 
tact passe  à  l'infini,  l'autre  conique  donnera  un  cercle  de  même  centre, 
puisque  les  deux  courbes  en  projection  ayant  un  double  contact  sur  la 
droite  de  l'infini  devront  être  homothétiques  et  concentriques. 

Les  deux  droites  qui  joignent  le  foyer  d'une  conique  aux  points  circu- 
laires à  l'infini  sont  tangentes  à  la  conique  (1162),  et  la  corde  de  contact 
est  la  polaire  du  foyer,  c'est-à-dire  la  directrice.  Donc,  deux  coniques  qui 
ont  même  foyer  et  même  directrice  peuvent  être  projetées  suivant  deux 
cercles  concentriques,  attendu  qu'elles  ont  un  double  contact  imaginaire 
sur  la  directrice  commune. 

3"  On  peut  projeter  une  conique  G  de  telle  sorte  que  deux  points  [in^ 
teneurs]  de  son  plan,fetf\  deviennent  en  projection  les  deux  foyers  de 
la  nouvelle  conique  G'.  —  En  effet,  en  désignant  par  a  et  a'  les  points  où 
la  droite /T'  coupe  la  conique  G,  et  par  k  et  k'  les  points  qui  divisent  à 
ia  fois  harmoniquement  les  segments  aa'  et  //"',  il  suffit  de  projeter  de 
telle  sorte  que  /et  k  deviennent  l'un  le  foyer,  l'autre  le  centre  de  la  nou- 
velle conique  C'.  Alors  la  projection  de  /'  sera  évidemment  l'autre  foyer. 

On  peut  projeter  deux  co7îiques  situées  dans  un  même  plan  suivant 
deux  coniques  confocales.  —  Ges  deux  coniques  doivent  avoir  un  seul 
couple  d'ombilics  réels,  et  ces  deux  ombilics  doivent  être  intérieurs  à 
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l'une  et  à  l'autre  courbe.  Gela  étant,  il  suffit  de  projeter  de  manière  que 
ces  deux  ombilics  deviennent  en  projection  les  deux  foyers  de  l'une  des 
courbes;  ils  seront  par  cela  même  les  deux  foyers  de  l'autre  (  1161  ). 

Voici  des  applications  : 

Dans  tout  quadrilatère  inscrit  à  une  conique  y  V  intersection  des  deux 
diagonales  est  le  pôle  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés 
(  pposés;  les  diagonales  de  ce  quadrilatère  et  celles  du  quadrilatère  dont 
1rs  côtés  sont  les  tangentes  à  la  conique  menées  par  les  sommets  du  qua- 
drilatère inscrit  se  coupent  au  même  point  et  forment  un  faisceau  har- 
îuonique.  Car,  en  projetant  la  conique  suivant  un  cercle,  de  telle  sorte  que 
la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  du  quadrila- 
tère inscrit  passe  à  l'infini,  le  théorème  devient  évident. 

Quand  deux  coniques  ont  un  double  contact,  toute  corde  de  Vune  qui 
est  tangente  a  Vautre  est  divisée  harmoniquement  par  le  point  de  contact 
et  par  le  point  où  elle  rencontre  la  corde  de  contact  des  deux  coniques. 
Car,  en  projetant  les  deux  coniques  suivant  deux  cercles  concentriques, 
on  transforme  cette  proposition  dans  la  suivante,  qui  est  évidente  :  Toute 
corde  d'un  cercle  tangente  à  un  cercle  concentrique  a  son  milieu  au  point 
de  contact.^ 

Si  deux  côtés  dhin  triangle  inscrit  à  une  conique  passent  chacun  par 
un  point  fixe,  le  troisième  côté  enveloppe  une  conique  qui  a  un  double 
contact  avec  la  première  sur  la  droite  qui  joint  les  deux  points  fixes.  Car, 
en  projetant  la  conique  suivant  un  cercle  de  telle  sorte  que  les  deux  points 
fixes  passent  à  l'infini,  on  retombe  sur  ce  théorème  :  Si  deux  côtés  d'un 
triangle  inscrit  dans  un  cercle  sont  parallèles  à  deux  droites  données,  le 
troisième  côté  enveloppe  un  cercle  concentrique ,  ce  qui  est  évident,  puis- 
que l'angle  au  sommet  du  triangle  est  constant. 

On  voit  immédiatement  que  le  lieu  des  centres  des  cercles  qui  passent 
par  un  point  fixe  et  qui  touchent  une  droite  fixe  est  une  parabole  dont 
le  point  fixe  est  le  foyer.  En  transformant  par  projection  ce  théorème, 
et  remarquant  que  le  point  fixe  ou  foyer  et  les  deux  points  cycliques 
forment  un  triangle  circonscrit  à  la  parabole,  on  obtient  la  propo- 
sition suivante  :  Étant  donnés  un  triangle  et  une  droite,  si  l'on  conçoit 
toutes  les  coniques  circonscrites  à  ce  triangle  et  tangentes  à  cette  droite, 
le  lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  à  deux  des  sommets  du 
triangle  est  une  conique  inscrite  dans  ce  triangle. 

Nous  avons  démontré  (1164)  que  le  cercle  circonscrit  à  tout  triangle 
formé  par  trois  tangentes  à  la  parabole  passe  par  le  foyer  :  en  remar- 
quant que  le  foyer  et  les  deux  points  cycliques  forment  un  second 
triangle  circonscrit  à  la  parabole,  et,  transformant  par  projection,  on 
arrive  à  ce  théorème  :  Si  deux  triangles  sont  circonscrits  à  une  cofiique, 
leurs  six  sommets  sont  situés  sur  une  conique, 
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H8\>.  La  solution  générale  du  problème  de  la  transformation  des  rela» 
lions  angulaires  est  due  à  M.  Laguerre  [Nouvelles  Annales,  i853).  Elle 
repose  sur  le  principe  suivant  : 

Le  rapport  anharnionique 

,  ,  sin^/oo-     'f^wuoh 

l)  -: '-    ;    -: -. 

^  '  SiOPO^-      SHiro/i 

du  faisceau  formé  par  les  côtés  d'un  angle  uoi>  —  ^  et  par  les  droites  qui 
joignent  son  sommet  aux  points  cycliques  g  et  h  du  plan  est  égal  à 
e'^^^K  En  effet,  m  étant  un  point  d'un  cercle  ayant  o  pour  centre  et  R 
pour  rayon,  on  a,  en  menant  mp  parallèle  à  ov  jusqu'à  sa  rencontre 
avec  ou, 

~2       — 2  ^       _,       ^     sin^^ow  pm 

op  -H  pm   -h  lop.pni  C0S&  =  R''     et     — =  ~  ' — ? 

''  ^    '  ^mvom  op 

d'où,  en  désignant  par  z  ce  rapport  de  sinus, 

Z^  —  1Z  COSÔ  H-  I  =  - — :.' 
op' 

Or,  si  m  est  l'un  des  points  g  ou  h^  op  est  infini,  et  l'on  voit  que  le  rap- 
port anharmonique  a  bien  la  valeur  énoncée,  puisqu'il  est  égal  au  quo- 
tient des  racines  de  Téquation 

s-  —  iz  cosO  -h  I  =  o. 

Cela  posé,  soit  uov  =  ô  un  angle  quelconque,  UOV  sa  projection,  G  et  H 
les  projections  des  points  cycliques  g  et  h  du  plan  uov\  en  désignant  par  p 
et  nommant  rapport  anharmonique  relatif  à  V angle  UOV  le  rapport  (i), 
dans  lequel  on  remplace  chaque  lettre  par  la  lettre  majuscule  correspon- 
dante, on  a,  en  vertu  de  la  projectivité  du  rapport  anharmonique, 

«?'^^~  =  p,    d'où    G  =  —^~ loep. 

Telle  est  la  relation  entre  un  angle  et  sa  projection.  Donc  enfin,  à  une 

relation  quelconque 

/(G„0,,  ...,0„)=o 

entre  les  angles 9,,  . . . ,  ©„  d'une  figure  répond,  entre  les  angles  ^\.  •  •  • ,  ^^t 
delà  figure  projection,  la  relation 

À  =10SPp      -— =:zlOgp2,      ...,        —r^=r  logo     i   -.=  O, 

,/  \^  '2  v'  — -  I  '>-  V        I  ^  V  —  *  / 

où  ^^  désigne  le  rapport  anharmonique  relatif  à  l'angle  &/,. 

Remarquons  que,  dans  le  cas  particulier  de  Ô  —  -  ?  on  a  p  =  ^''^-'  =  —  ï; 
donc,  à  tout  angle  droit  d'' une  figure  répond,  dans  la  figure  projection. 
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lin  angle  dont  les  côtés  divisent  harmonique  nient  les  droites  qui  joignent  le 
sommet  aux  projections  des  points  cycliques. 
Voici  quelques  applications  : 


Deux  coniques  confocales  se  cou- 
pent orthogonalement  (H Si). 


Le  lieu  des  angles  droits  circon- 
scrits à  une  ellipse  ou  à  une  hyper- 
bole est  un  cercle  (990,  1021). 


Le  lieu  des  angles  droits  circou" 
srrits  à  une  parabole  est  la  direc- 
trice {\U%). 


Si  autour  du  centre  cVun  cercle 
comme  sommet  on  fait  tourner  un 
angle  de  grandeur  constante,  la 
corde  qu  'il  intercepte  dans  le  cercle 
enveloppe  un  cercle  concentrique. 


Si  deux  coniques  sont  inscrites 
dans  le  même  quadrilatère  y  les  deux 
tangentes  à  l'un  des  points  com- 
muns divisejit  harmoniquement  une 
diagonale  quelconque  de  ce  cjuadri- 
latère. 

Le  lieu  des  angles  circonscrits  à 
une  conicjue,  dont  les  côtés  divisent 
harmoniquement  une  ligne  droite 
donnée  ab.,  est  une  conique  passant 
par  les  points  a  et  b. 

Le  lieu  des  angles  circonscrits  à 
une  conique,  dont  les  côtés  divisent 
harmoniquement  une  tangente  ab 
à  cette  conique,  est  la  droite  qui 
joint  les  points  de  contact  des  tan- 
gcntes  issues  de  a  et  de  b. 

Si  autour  d^un  point  fixe  on  fait 
tourner  deux  rayons  formant  deux 
faisceaux  homograplùques  dont  les 
rayons  doubles  soient  les  tangentes 
à  une  conique,  la  corde  interceptée 
dans  la  conique  enveloppe  une  autre 
conique  qui  a  avec  la  première  un 
double  contact  sur  la  polaire  du 
point  fixe. 


TRACES    RELATIFS    AUX    CONIQUES. 

1186.  Construire  une  conique  connaissant  : 

i"*  Cinq  points  /?,  ^,  (?,  r/,  e.  —  abcd  forme  un  quadrilatère  inscrit 
dans  la  conique  cherchée.  Par  le  point  ^,  on  mènera  une  droite  quel- 
conque ^/,  et  l'on  cherchera  le  point  /conjugué  du  point  e  dans  l'invo- 
lution  déterminée  sur  cette  droite  par  les  points  où  elle  rencontre  les 
côtés  opposés  du  quadrilatère.  Le  point /appartiendra  à  la  conique. 

Si  l'on  veut  trouver  la  tangente  bt  en  b^  on  regardera  acbt  comme  un 
quadrilatère  inscrit,  dont  deux  sommets  sont  infiniment  voisins  en  b,  et 
la  droite  ed  comme  une  transversale  de  ce  quadrilatère.  Cette  transver- 
sale coupe  les  côtés  opposés  ba^  bc,  en  a,  7,  la  courbe  en  e  et  d^  et  les 


152  GÉOMÉTRIE   DAKS    l'eSPACE. 

côtés  opposés  ac,  bt^  en  B  et  x.  Ces  six  points  formant  une  involution, 
ca  déterminera  le  point  ^,  et  par  suite  la  tangente  ht, 

2**  Cinq  tangentes.  A,  B,  C,  D,  E.  —  Quatre  des  tangentes  données  for- 
ment un  quadrilatère  circonscrit.  Qu'on  prenne  sur  la  cinquième  un 
point  quelconque  a  et  qu'on  le  joigne  aux  quatre  sommets  du  quadrila- 
tère; le  sixième  rayon,  conjugué  à  la  cinquième  tangente  dans  l'involution 
que  ces  quatre  droites  déterminent,  est  une  tangente  issue  du  point  a. 

Supposons  qu'on  veuille  trouver  le  point  de  contact  de  la  tangente  B. 
On  considère  le  quadrilatère  formé  par  les  tangentes  A,  C,  B,  dont  deux 
côtés  se  confondent  en  un  seul  suivant  B,  et  dont  (A,  C),  (A,  B),  (B,  C) 
et  ^  sont  les  quatre  sommets.  Le  sommet  t  est  inconnu,  mais  les  six  rayons 
qui  aboutissent  au  point  de  concours  I  de  D  et  E,  savoir  :  D,  E,  1  (A,  B), 
I(B,C),  ï  (A,  C),  I/,  sont  en  involution,  et  cinq  sont  connus.  Il  sera 
donc  facile  de  déterminer  le  sixième  et,  par  suite,  le  point  cherché  t. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  la  cinquième  tangente  est  donnée  implici- 
tement :  c'est  la  droite  de  l'infini.  Les  quatre  qui  sont  données  forment 
un  quadrilatère.  Par  les  sommets  de  ce  quadrilatère,  on  mènera  quatre 
parallèles  dans  une  direction  arbitraire;  on  les  coupera  par  une  trans- 
versale quelconque,  sur  laquelle  on  cherchera  le  point  central  de  l'invo- 
lution qu'elles  y  déterminent,  et  la  parallèle  aux  autres  droites  menée 
par  ce  point  sera  une  cinquième  tangente. 

3®  Quatre  points  et  une  tangente, —  Soient  abcd  le  quadrilatère  donné 
et  e  le  point  de  contact  inconnu  de  la  tangente.  Soient  a,  a',  et  6,  ^', 
les  points  où  cette  tangente  rencontre  successivement  les  côtés  opposés 
du  quadrilatère.  Ces  points  déterminent  une  involution  dont  e  est  un 
point  double.  Il  sera  donc  facile  de  le  trouver.  On  voit  que  la  question  a 
deux  solutions. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  la  tangente  est  à  l'infini.  Soit  S  le  point 
de  concours  des  côtés  opposés  ad  et  bc  du  quadrilatère  donné.  Qu'on 
mène  Se',  Sr/',  parallèles  respectivement  aux  deux  autres  côtés  opposés; 
on  a  quatre  rayons  Se',  S<:/',  Se,  S<^,  issus  du  point  S,  qui,  conjugués 
deux  à  deux,  déterminent  une  involution.  Chacun  des  deux  rayons  doubles 
de  cette  involution  est  parallèle  à  l'axe  d'une  parabole  qui  satisfait  à  la 
question. 

4°  Quatre  tangentes  et  un  point,  —  On  trouve  une  cinquième  tangente 
en  cherchant  les  rayons  doubles  de  l'involution  qui  est  déterminée  par 
les  quatre  rayons,  conjugués  deux  à  deux,  qu'on  obtient  en  joignant  le 
point  donné  aux  sommets  du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  tan- 
gentes données.  Chacun  des  deux  rayons  doubles  est  une  tangente  à  la 
conique;  on  a  donc  deux  solutions  distinctes. 

Pour  la  parabole,  on  donne  un  point  et  trois  tangentes;  la  quatrième 
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est  à  l'infini.  La  solution  est  la  môme;  deux  des  rayons  de  l'involution 
sont  parallèles  respectivement  à  deux  des  tangentes  données. 

5*"  Trois  points  et  deux  tangentes,  —  Soient  rt^  b^  c,  les  trois  points 
donnés,  T  et  T' les  deux  tangentes  qui  se  coupent  en  0  et  qui  touchent 
respectivement  la  courbe  aux  deux  points  d  et  e  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner. On  peut  regarder  la  corde  de  contact  de  comme  représentant  un 
quadrilatère  inscrit  dont  deux  sommets  sont  en  d  et  les  deux  autres  en  e, 
La  corde  hc^  considérée  comme  une  transversale  du  quadrilatère  et  de 
la  courbe,  fournit  une  relation  d'involution,  en  vertu  du  théorème  de 
Desargues,  entre  les  six  points  où  elle  coupe  les  côtés  opposés  du  qua- 
drilatère et  la  courbe.  Ces  points  se  réduisent  ici  à  cinq,  savoir  :  t,  t\ 
sur  les  tangentes  r/O,  cO,  respectivement;  s,  sur  les  deux  autres  côtés 
opposés  qui  se  confondent  en  un  seul  de\  et  enfin  b,  c,  sur  la  courbe. 
Le  point  £  est  donc  un  point  double  de  l'involution  déterminée  par  les 
segments  bc,  tt'.  -—  Si  l'on  prend  ab  comme  transversale  au  lieu  de  bc,  on 
trouvera  de  môme  un  point  «p  appartenant  à  la  corde  de  contact  de^  qui 
sera  ainsi  déterminée  par  les  deux  points  s  et  (p.  Mais  comme  chacune 
des  deux  relations  d'involution  fournit  deux  points  doubles  s  et  s',  «p  et  ^', 
on  obtiendra  quatre  positions  distinctes  de  la  corde  de^  savoir  :  £(p,  z^\ 
£'(p,  s''/,  c'est-à-dire  quatre  solutions  du  problème  proposé. 

Dans  le  cas  de  la  parabole  où  l'on  ne  donne  qu'une  tangente  et  trois 
points, on  obtient  de  même  quatre  solutions.  La  tangente  T'  est  à  l'inGni, 
ainsi  que  le  point  t'  \  donc,  le  point  t  qui  lui  est  conjugué  dans  l'invo- 
lution est  le  point  central  de  cette  involution,  dont  on  connaît  en  outre  le 
segmentée  et  dont  il  s'agit  de  trouver  les  points  doubles.  Chacune  des 
quatre  cordes  de  contact  v^  est  un  diamètre  d'une  parabole  satisfaisant 
aux  conditions  proposées. 

6**  Trois  tangentes  et  deux  points.  —  Nous  allons  déterminer  deux  nou- 
velles tangentes  à  la  courbe  aux  points  donnés  «et  b.  Soient  AB,BG,  CD, 
celles  qui  sont  données.  Désignons  par  0  le  point  de  contact  inconnu  des 
deux  tangentes  cherchées;  si  l'on  regarde  l'angle  Z>0^  comme  un  qua- 
drilatère circonscrit  0<706  dont  les  côtés  adjacents  se  sont  confondus 
deux  à  deux  en  un  seul  0«  ou  06,  on  verra  que  la  droite  BO  est  un  rayon 
double  de  l'involution  formée  par  les  deux  couples  de  rayons  conjugués  B« 
et  B6,  BA  et  BG.  Pareillement,  CO  est  un  rayon  double  de  l'involution  C<7, 
C6,  CB,CD.  Donc,  le  point  0,  intersection  des  rayons  BO  et  CO,  est  dé- 
terminé. Mais,  comme  chacune  des  involutions  comporte  deux  tels  rayons, 
on  obtient  quatre  positions  distinctes  du  point  0,  et,  par  conséquent,  le 
problème  admet,  comme  le  précédent,  quatre  solutions. 

S'il  s'agit  d'une  parabole,  l'une  des  trois  tangentes  données  est  à  l'infini, 
BC  par  exemple.  La  construction  reste  la  même  en  principe  ;  mais  ici  les 
deux  faisceaux  de  rayons  en  involution  se  composent  de  droites  parallèles, 
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puisque  leurs  rayons  respectifs  B  et  C  sont  à  rinfini.  Coupons-les  par  une 
transversale  quelconque.  On  aura  sur  cette  droite,  relativement  au  pre- 
mier faisceau  :  deux  points  a,  p,  intersections  des  rayons  conjugués  r/B, 
^B;  un  point  w,  intersection  du  rayon  AB  dont  le  conjugué  CB  est  à  l'in- 
fini, ce  qui  est  cause  que  w  est  le  point  central  de  l'involution;  enfm  un 
point  double  .r,  intersection  du  rayon  BX,  et  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
Relativement  au  second  faisceau,  on  aura  de  même  deux  points  conju- 
gués d'une  involution  a',  ê',  un  point  central  w',  et  l'on  déterminera  un 
point  double  j.  Les  droites  xO,  jO,  parallèles  respectivement  aux  deux 
tangentes  données  AB,  DC,  se  couperont  au  sommet  0  de  l'angle  circon- 
scrit à  l'arc  ab  de  la  parabole,  et  l'on  aura  encore  quatre  solutions,  parce 
que  l'on  obtiendra  deux  positions  du  point  x  et  deux  positions  du  point/. 

1187.  Les  solutions  précédentes,  qui  sont  extraites  d'un  excellent 
article  de  M.  de  Jonquières,  publié  dans  le  tome  XVI  des  Nouvelles 
Annales  (i''^  série)  ,  sont  fondées  sur  le  théorème  de  Desargues  et  I3 
théorème  corrélatif. 

Les  autres  théorèmes  généraux  (proposition  fondamentale  du  n''  li31, 
théorème  de  Pascal,  théorème  de  Carnot,  etc.)  fourniraient  de'nouvelles 
solutions. 

Reprenons,  par  exemple,  le  premier  cas,  c'est-à-dire  celui  où  l'on 
donne  cinq  points  a^  b,  c^  r/,  ^,  et  appliquons  la  proposition  fondamen- 
tale du  n°  1131.  On  prendra  deux  des  points  donnés  cl  et  e  comme  som- 
mets des  deux  faisceaux  homographiquesdont  on  aura  alors  trois  couples 
[da,  ea)^  (r//;,  cb)^  {de,  ec)  de  rayons  homologues.  L'intersection  d'une 
droite  d/n  menée  à  volonté  par  d  et  de  son  homologue  em  sera  un  nou- 
veau point  de  la  conique.  —  La  tangente  au  point  d  sera  l'homologue  du 
rayon  ed  considéré  comme  appartenant  au  faisceau  (e),  et  cette  con- 
struction donnera  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  conique,  car 
il  suffira  de  considérer  ce  point  comme  le  sommet  de  l'un  des  faisceaux 
générateurs.  —  Les  points  où  une  droite  donnée  L  rencontre  la  conique 
seront  les  points  doubles  des  deux  divisions  tracées  sur  cette  droite  par 
les  deux  faisceaux.  —  Les  directions  des  asymptotes  s'obtiendront  en 
iransportant  le  faisceau  [e)  parallèlement  à  lui-même  au  sommet  <-/,  et 
prenant  les  rayons  doubles  du  faisceau  {d)  et  du  faisceau  [e)  ainsi  trans- 
porté; car  ces  rayons  doubles  sont  les  rayons  du  faisceau  {d)  dont 
les  homologues  dans  [e)  sont  parallèles.—  Enfm,  une  fois  les  deux  points 
à  l'infini  w  et  w'  ainsi  déterminés ,  on  aura  les  asymptotes  elles-mêmes 
en  menant  les  tangentes  en  ces  deux  points,  ce  qui  se  fait  en  considérant 
la  conique  comme  engendrée  par  deux  faisceaux  ayant  w  et  w' pour  centres 
et  prenant  dans  chaque  faisceau  l'homologue  de  la  droite  à  l'infini  w&V, 
Voici  le  détail  de  ces  opérations  :  par  a,  è,  r,  on  mène  des  parallèles  <^ a, 
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b^,  cy,  et  a(x\  b^\  cy',  aux  droites  déjà  trouvées  f/co,  c^a>';  soient 
^,  P)  Ti  ^\  ?S  i •>  ^^s  points  où  ces  droites  rencontrent  une  transver- 
sale quelconque  L  ;  la  droite  ww'  rencontre  L  à  l'infini  ;  on  détermi- 
nera les  points  I  et  J'  conjugués  de  l'infini  dans  les  deux  divisions  dé- 
terminées par  les  trois  couples  (a,  a'),  (P,  P'),  (y?  y');  l^s  droites 
menées  par  I  parallèlement  à  <r/to  et  par  J'  parallèlement  à  c^w'  seront 
les  asymptotes. 

Indiquons  maintenant  la  solution  fondée  sur  le  théorème  de  Pascal.  ■— 
Pour  avoir  le  point  /  où  une  droite  quelconque  menée  par  a  rencontre 
la  courbe,  on  considérera  l'hexagone  inscrit  dont  les  sommets  seraient 
ft^  b,  c,  ci,  e,f  (fiî(.  'iii).  On  prendra  le  point  n  commun  aux  côtés 
opposés  af  et  cd^  le  point  /  commun  à  ab  et  de]  la  droite  /?/  contiendra 
le  point  de  concours  du  côté  bc  et  du  côté  inconnu  ef\  on  aura  donc  ce 
point  de  concours  m  par  la  rencontre  de  bc  et  de  In.  Dès  lors,  les  droites 
fifet  A?ze  donneront  le  point  demandé/.  — -  On  obtient  la  tangente  en  a 
en  considérant  le  pentagone  abcde  comme  un  hexagone  abcdef  dont 
deux  sommets  voisins  a  et  /seraient  confondus;  le  côté  «/est  alors 
remplacé  par  la  tangente  en  a^  qu'il  s'agit  de  déterminer.  A  cet  effet,  on 
prendra  l'intersection  /de  /;a/et  de  de^  l'intersection  m  de  bc  et  de  ea\ 
la  droite  /w/sera  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  couples  de 
côtés  opposés;  elle  contiendra  donc  le  point  de  concours  de  cdel  de  la 
tangente  en  a\  ce  point  sera  donc  à  la  rencontre  n  de  cd  et  de  w/,  et 
an  sera  la  tangente  cherchée.  Ces  constructions  sont,  au  fond,  d'une 
grande  simplicité. 

La  tangente  en  a  une  fois  connue,  on  peut  trouver  les  éléments  de  la 
courbe  par  la  théorie  des  figures  homologiques,  comme  nous  l'avons 
expliqué  au  n°  1179,  3°. 

Nous  devons  faire  connaître  ici  une  généralisation  remarquable 
du  théorème  de  Pascal ,  qui  est  due  à  M.  Aubert  {Nouvelles 
Annales,  V  série,  tome  VIIÏ)  et  qui  donne  neuf  points  en  ligne 
droite. 

La  proposition  de  M.  Aubert  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Si  deux  triangles  ABC,  A'B'C  inscrits  dans  une  conk^ue  sont 
homologiques j  et  si  l'on  prend  un  point  I  sur  la  conique,  les  points 
de  concours  a,  j3,  y  ^^-^  droites  BC  et  lA',  GA  et  IB',  AB  et 
IC  sont  situes  sur  une  même  droite  L  passant  par  le  centre  d'ho- 
mologie  D. 

En  effet,  considérons  les  trois  hexagones  lA'ABCC,  IB'BCAA', 
IC'CABB';  ils  ont  un  sommet  commun  I  et  chacun  des  autres  som- 
mets se  déduit  de  ceux  de  l'hexagone  précédent  par  une  permutation 
circulaire  effectuée  sur  les  lettres.  Les  trois  droites  de  Pascal  corres- 
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pondanies 

lA'    A' A    AB  I       I   IB'    B'B    BC  I       j   ÎC    C  C     GA  1 
BG     GG'     IG'  i  '     i  GA    AA'    W  \/     \  AB     BB'     ÎB'   | 

sont 

aDy,     ^Da,     yDS. 

Ghacuiie  d'elles  ayant  deux  points  communs  avec  chacune  des  deux 
autres,  ces  trois  droites  coïncident  et,  par  suite,  les  points  a,  ,3,  v,  D  sont 
en  ligne  droite. 

Ge  théorème  a  de  nombreuses  conséquences;  nous  signalerons  seule- 
ment son  application  à  la  construction  d'une  conique  donnée  par  cinq 
points  I,  A,  B,  A',  B'. 

Par  le  point  de  concours  D  de  AA'  et  BB',  menons  une  droite  quel- 
conque L  et  soient  a,  p,  y  les  points  oii  L  rencontre  lA',  IB'  et  AB.  Les 
droites  aB  et  p  A  donnent  un  point  G  de  la  conique,  et  les  droites  CD  et 
ïy  en  donnent  un  autre  G/. 

En  conservant  le  môme  point  I,  on  peut  échanger  soit  simultanément, 
soit  séparément,  les  lettres  A  et  A'  d'une  part,  B  et  B'  de  l'autre.  Avec 
chacune  de  ces  nouvelles  combinaisons  de  points,  la  môme  droite  L 
i'ournit  deux  nouveaux  points  de  la  conique;  on  obtient  donc  huit  points 
de  la  conique  à  l'aide  de  cette  droite  L. 

1188.  On  a  souvent  à  déterminer  une  conique  par  des  conditions 
autres  que  celles  de  passer  par  des  points  ou  de  toucher  certaines 
droites. 

On  dit  qu'une  condition  osi  simple  lorsque  la  recherche  d'une  conique 
assujettie  à  remplir  cette  condition  et  à  passer  .en  outre  par  quatre 
points  est  un  problème  déterminé. 

Il  est  évident,  d'après  cela,  que  donner  un  point  ou  une  tangente 
équivaut  à  une  condition  simple  (1186),  et  qu'il  faut  cinq  conditions 
simples  pour  déterminer  une  conique. 

Une  tangente  et  son  point  de  contact  \  aient  deux  conditions  ;  par  suite, 
il  en  est  de  môme  d'une  asymptote  ;  une  parallèle  à  une  asymptote  ne 
vaut  qu'une  condition,  puisque  cela  revient  à  donner  un  point  situé  à 
linfmi  sur  cette  parallèle. 

U7i  point  p  du  plan  et  sa  polaire  P  valent  deux  conditions  ;  car,  si  l'on 
donne  en  outre  trois  points  a,  h.  <?,  de  la  conique,  on  aura  trois  nouveaux 
points  r/,  h\  c\  de  la  courbe  en  prenant  les  conjugués  harmoniques  de 
a^  Z>,  c,  par  rapport  aux  segmenta  interceptés  sur  les  droites /><^,p/^,/:'c, 
entre  le  point/?  et  sa  polaire  P.  —  Un  point  du  plan  et  un  point  de  sa 
polaire  équivalent  à  une  seule  condition. 
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Le  centre  vaut  deux  conditions,  puisque  c'est  le  pôle  de  la  droite  de 
l'infini. 

\]n  foyer  vaut  aussi  deux  conditions,  puisque  les  droites  qui  joignent 
ce  point  aux  deux  points  cycliques  du  plan  sont  tangentes  à  la  conique. 
On  peut  aussi  remarquer  qu'un  foyer /et  trois  points  a,  /;,  c,  déter- 
minent la  conique  :  la  directrice  coupe  en  effet  la  droite  ah  sur  la  bis- 
sectrice du  supplément  de  l'angle  afb  (1158),  etc. 

Un  axe  vaut  deux  conditions,  puisque,  si  l'on  do*ine  en  outre  trois 
points  de  la  conique,  on  a  trois  nouveaux  points  de  cette  courbe  en  pre- 
nant les  symétriques  des  premiers  par  rapport  à  l'axe.  Il  résulte  de  ià 
qu'un  sommet  équivaut  à  deux  conditions,  car,  si  l'on  donne  en  outre  la 
tangente  en  ce  point,  on  aura  par  là  même  un  axe  et  un  point,  c'est-à- 
dire  trois  conditions. 

Dire  qu'une  conique  est  une  parabole  équivaut  à  une  condition, 
puisque  c'est  donner  une  tangente  (la  droite  de  l'infini).  —  Dire  que 
la  conique  est  un  cercle  équivaut  à  deux  conditions,  puisque  c'est 
donner  deux  points  de  la  courbe  (les  deux  points  cycliques  du  plan). 
—  Savoir  qu'une  conique  est  une  hyperbole  équilatère  équivaut  à  une 
condition;  cela  résulte  de  ce  que  deux  points  A  et  B  et  une  asymptote  L 
( c'est-à-dire  quatre  conditions)  déterminent  une  hyperbole  équilatère. 
En  effet,  le  théorème  des  sécantes  donne  le  point  où  la  corde  AB  coupe 
l'autre  asymptote  qui  est  dès  lors  déterminée  puisqu'elle  est  perpendi- 
culaire à  la  première. 

1189.  A  tout  système  de  quatre  conditions  simples  répondent  une  infi- 
nité de  coniques  formant  un  groupe.  Soient  f/  et  v  les  nombres  des  co- 
niques du  groupe  qui  remplissent,  outre  les  quatre  conditions  données, 
celle  de  passer  par  un  point  donné  ou  de  loucher  une  droite  donnée.  Les 
nombres  p  et  v  ont  reçu  le  nom  de  caractéristiques  du  groupe  considéré. 

Il  résulte  des  solutions  données  aux  n'»»  1186  et  suivants  que  les  groupes 
de  coniques  passant  par  quatre  points,  passant  par  trois  points  et  tou- 
chant une  droite,  passant  par  deux  points  et  touchant  deux  droites,  pas- 
sant par  un  point  et  touchant  trois  droites,  touchant  quatre  droites,  ont 
respectivement  pour  caractéristiques 

(^z=rl,    v=2),        (2,4),       (4,4),       (4,2),       (2,     i). 

Les  propriétés  d'un  groupe  de  coniques  dépendent  essentiellement  des 
caractéristiques  de  ce  groupe,  et  l'étude  de  cette  dépendance  constitue 
une  belle  théorie  créée  tout  récemment  par  M.  Chastes  et  par  ses  conti- 
nuateurs, de  Jonquières,  Zeuthen,  etc.  Nous  ne  saurions  exposer  même 
les  principes  de  cette  théorie  sans  sortir  de  notre  cadre  ;  nous  nous  bor- 
nerons à  offrir  au  lecteur  un  exemple  très-simple. 

Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  fixe  L,  par  rapport  aux  coniques  du 
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groupe  qui  a  pour  caractéristiques  ^i  et  v^  est  une  ligne  de  P ordre  v.  En 
effet,  la  droite  L  ne  peut  rencontrer  le  lieu  qu'autant  qu'elle  contient  son 
pôle,  c'est-à-dire  que  lorsqu'elle  touche  Time  des  coniques  du  système; 
or  le  nombre  des  coniques  du  groupe  qui  touchent  une  droite  quelconque, 
et  par  suite  la  droite  donnée,  est  par  hypothèse  égal  à  v. 

On  conclut  de  là,  en  supposant  la  droite  L  à  l'infini,  que  le  lieu  des 
centres  des  coniques  passant  par  cjuatre  points  donnés  est  de  Tordre  ^, 
c'est-à-dire  est  une  conique,  et  que  le  lieu  des  centres  des  coniques  tan- 
gentes à  quatre  droites  est  de  l'ordre  i,  c'est-à-dire  est  une  ligne  droite; 
nous  avons  déjà  trouvé  ces  deux  théorèmes  par  une  autre  voie. 

il90.   Construire  les  points  communs  à  deux  coniques  1  et  1', 

On  commencera  par  chercher  les  pôles  doubles  (1171).  Pour  cela,  on 
construira  une  conique  auxiliaire  G,  lieu  des  points  de  rencontre  des  po- 
laires par  rapport  à  2  et  à  S^  des  divers  points  d'une  droite  L  choisie  à 
volonté.  On  construira  de  même  une  seconde  conique  auxiliaire  G',  définie 
de  la  même  manière  relativement  à  une  seconde  droite  L'  prise  aussi  ar- 
bitrairement. Ces  deux  coniques  G  et  G'  auront  évidemment  en  commun 
le  point  w  d'intersection  des  polaires  par  rapport  à  2  et  à  2'  du  point  de 
rencontre  des  droites  L  et  L^  ;  elles  auront  donc  trois  autres  points  com- 
muns; ces  points  seront  les  pôles  doubles/?,  p\  p".  En  effet,  soit  m  î'un 
de  ces  points  communs;  puisqu'il  appartient  à  la  conique  G,  il  sera  à  la 
rencontre  des  polaires  d'un  certain  point  n  de  L  et,  par  suite,  inverse- 
ment, les  polaires  de  m  passeront  par  /?;  de  même,  puisque  m  apparti(  nt 
à  la  conique  G',  ses  polaires  passeront  par  un  certain  point  n'  delà  droite 
L';  donc  les  polaires  du  point //^  coïncideront  l'une  et  l'autre  avec  ia 
droite  w/,  ce  qui  démontre  que  m  est  un  pôle  double. 

Cela  posé,  deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

Si  les  coniques  auxiliaires  G  et  G' n'ont  que  deux  points  communs  réels 
w  et/^»,  il  n'y  aura  qu'un  pôle  double  réel .  On  déterminera  alors  les  deux  cordes 
comm.unes  qui  passent  par  ce  point;  leurs  intersections  avec  l'une  des 
coniques  seront  les  points  demandés  ;  deux  d'entre  eux  seulement  seront 
iéels(ll7l).  Pouravoirles  deux  cordes  communes,  on  prendra  deux  points 
à  volonté^/  et  v\  on  cherchera  le  point  commun  u'  aux  deux  polaires  de  u 
et  le  point  commun  p'  aux  deux  polaires  de  p;  les  cordes  communes  de- 
mandées diviseront  harmoniquement  les  deux  angles  upu\  vpv  ;  en 
effet,  la  polaire  de  u  par  rapport  au  système  des  deux  cordes  communes 
passe  (1171)  par  i^  ;  cette  polaire  est  donc  pu\  et,  par  suite,  pu  et  piC 
sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  deux  cordes  communes. 

Si  les  coniques  auxiliaires  G  et  G'  ont  quatre  points  communs  réels 
03,  p,p\  p\  il  y  a  trois  pôles  doubles  réels  p-,p  ^p"\  par  chacun  d'eux  passe 
un  couple  de  cordes  communes,  et  l'un  de  ces  couples  au  moins  est  réel; 
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on  le  déterminera  comme  ci-dessus,  et  l'on  prendra  les  intersections  des 
droites  du  couple  avec  l'une  des  coniques;  les  quatre  points  seront  tous 
réels  ou  tous  imaginaires. 

On  voit  que  la  solution  consiste  à  réduire  la  question  à  la  recherche 
analogue  pour  deux  autres  coniques  qui  passent  par  un  point  connu.  On 
remplace  ainsi  un  problème  du  quatrième  degré  par  un  problème  du 
troisième;  au  fond,  on  ne  fait  pas  autre  chose  en  Géométrie  analytique, 
puisqu'on  y  ramène  la  question  à  la  résolution  d'une  équation  du  troi- 
sième degré  connue  sous  le  nom  ^équation  en\, 

La  recherche  des  tangentes  communes  s'effectue  par  des  tracés  corré- 
latifs des  précédents  et  qu'il  suffit,  dès  lors,  d'indiquer  d'une  manière 
rapide. 

Autour  d'un  point  pris  à  volonté,  on  fait  tourner  une  droite  dont  on 
prend  les  pôles  par  rapport  à  2  et  à  2';  la  droite  qui  joint  ces  pôles  enve- 
loppe une  conique  auxiliaire.  Un  second  point,  choisi  aussi  d'une  manière 
arbitraire,  donne  d'une  manière  analogue  une  seconde  conique.  Ces  deux 
coniques  auxiliaires  touchent  l'une  et  l'autre  la  droite  ts  passant  par  les 
|)ôles  de  la  ligne  qui  unit  les  deux  points  choisis  ;  elles  ont  donc  trois 
autres  tangentes  communes,  dont  l'une  au  moins  est  réelle  :  ce  sont  les 
})olaires  doubles  P,  F,  P''. 

On  pourrait  d'ailleurs  obtenir  ces  polaires  doubles  en  déterminant 
d'abord  les  pôles  doubles  p^  p\  p'\  comme  au  problème  précédent,  puis 
prenant  leurs  polaires  par  rapport  à  l'une  des  coniques  données  2  et  2'. 

Cela  posé,  il  peut  se  présenter  deux  cas  : 

Si  une  seule  P  des  polaires  doubles  est  réelle,  on  déterminera  les  deux 
ombilics  placés  sur  cette  droite,  et  par  ces  ombilics  on  mènera  à  l'une 
des  coniques  données  des  tangentes,  dont  deux  seulement  seront  réelles. 
Pour  trouver  ces  ombilics,  on  prend  deux  droites  arbitraires  U  et  V,  on 
cherche  la  droite  U'  qui  joint  les  pôles  de  U  et  la  droite  V  qui  joint  les 
pôles  de  V;  les  deux  ombilics  devront  diviser  harmoniquemeiit  chacun 
des  deux  segments  interceptés  sur  P  par  U  et  U'  et  par  V  et  V. 

Si  les  trois  polaires  doubles  P,P',P",  sont  réelles,  chacune  d'elles  con- 
tiendra un  couple  d'ombilics;  l'un  au  moins  de  ces  couples  sera  réel,  et  on 
le  déterminera  comme  ci-dessus;  puis,  de  ces  points,  on  mènera  à  l'une 
des  coniques  données  des  tangentes  qui  seront  toutes  les  quatre  réelles 
ou  toutes  les  quatre  imaginaires. 

1191.  Mener  une  normale  à  une  cojiique  C  par  un  point  P  donné  dans 
son  plan  {fg.  602). 

MT  étant  une  tangente  à  la  conique  et  OM  le  diamètre  qui  aboutit  au 
point  de  contact  M,  abaissons  du  point  P  la  perpendiculaire  sur  MT,  et 
prenons  le  point  Q  où  cette  perpendiculaire  rencontre  OM.  Quand  le  point 
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M  décrit  la  conique,  la  perpendiculaire  qui  tourne  autour  de  P  et  le  dia- 
mètre OM  qui  tourne  autour  du  centre  0  de  la  conique  décrivent  deux 
faisceaux  qui  sont  homograpliiques,  puisque  chacun  d'eux  est  homogra- 
phique  du  faisceau  formé  par  la  rotation  du  diamètre  conjugué  de  OM.  Le 
lieu  du  pointQ  est  donc  une  conique  H  (IlSl)  qui  passe  par  les  points  0 
et  P,  qui  touche  au  point  P  le  rayon  homologue  de  OP,  c'est-à-dire  la 
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perpendiculaire  abaissée  de  P  sur  la  tangente  à  la  conique  C  au  point  où 
OP  rencontre  cette  conique,  et  qui  touche  au  point  0  le  rayon  homologue 
de  PO,  c'est-à-dire  le  diamètre  qui  aboutit  au  point  de  contact  de  la  tan- 
gente perpendiculaire  à  PO.  Enfin,  cette  conique  H  est  une  hyperbole  équi- 
latère  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  la  conique  C;  on  voit 
en  effet  que,  quand  OM  coïncide  avec  l'un  des  axes,  le  point  Q  passe  à 
l'infini  sur  cet  axe.  Cela  posé,  si  M,  est  le  pied  d'une  normale  menée  du 
point  P  sur  la  conique  G,  PM,  est  perpendiculaire  à  la  tangente  au  point 
Ml  ;  ce  pied  M,  appartient  donc  au  lieu  H.  On  aura  donc  les  pieds  des  nor- 
males en  cherchant  les  points  communs  à  la  conique  proposée  G  et  à  l'hy- 
perbole H,  qui  est  bien  déterminée,  puisqu'on  en  connaît  deux  points,  les 
tangentes  en  ces  points  et  les  directions  des  asymptotes.  Le  problème  a 
quatre  solutions  qui  peuvent  se  réduire  à  deux.  En  particulier,  quand  le 
point  P  est  sur  l'un  des  axes,  l'hyperbole  se  décompose  en  deux  droites 
rectangulaires  dont  l'une  est  cet  axe  même.  Dans  le  ca^  où  la  conique 
proposée  G  est  une  parabole,  l'axe  de  cette  parabole  est  une  asymptote  de 
l'hyperbole  équilatère  H,  qui  est  ainsi  bien  déterminée,  puisqu'on  connaît 
en  outre  un  de  ses  points  P  et  la  tangente  en  ce  point  ;  les  deux  courbes 
C  et  H  ont  alors,  en  commun,  outre  un  point  à  l'infini,  trois  points  dont 
l'un  au  moins  est  réel;  d'où  il  suit  que  le  problème  a  trois  solutions  ou 
une  seule.  Enfin,  quand  le  point  P  est  sur  l'axe  de  la  parabole  G,  l'hyper- 
bole H  se  réduit  à  deux  droites  dont  l'une  est  cet  axe  lui-même  et  l'autre, 
la  perpendiculaire  à  cet  axe  située  à  une  distance  du  point  P  égale  au 
paramètre  (1045). 

L'emploi  de  cette  hyperbole  équilatère  pour  résoudre  le  problème  des 
normales  remonte  à  Apollonius.  En  transformant  la  solution  précédente 
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par  polaires  réciproques,  la  conique  donnée  étant  prise  pour  directrice, 
on  tomberait  sur  une  nouvelle  solution,  dans  laquelle  les  pieds  des  nor- 
males seraient  les  points  oii  la  conique  G  est  touchée  par  les  tangentes 
communes  à  cette  conique  et  à  une  parabole  aisée  à  déterminer.  Ajoutons 
enfin  qu'en  prenant  pour  inconnues,  non  les  pieds  des  normales,  mais  les 
points  où  la  conique  G  est  rencontrée  par  les  perpendiculaires  menées  de 
l'un  de  ses  sommets  sur  les  quatre  normales,  on  trouverait  ces  points  par 
la  rencontre  de  la  conique  donnée  et  d'un  cercle (t^o^VJoachimsthal./o?^/^- 
nalde  Crelle,  t.  XLVIII;  et  Smith,  Annales  de  Tortolini,  i^  série,  t.  \\\). 

Nous  devons  encore  signaler  sur  ce  sujet  une  proposition  remarquable 
due  à  Joacliimsthal. 

iSl  d\ui  point  on  mène  des  normales  à  une  ellipse^  trois  des  points 
d'incidence  N,  P,  Q,  et  le  point  Wi  diamétralement  opposé  au  qua- 
trième M  sont  sur  un  même  cercle. 

En  effet,  d'après  le  théorème  de  Desargùes,  l'ellipse,  l'hyperbole 
d'Apollonius  et  le  système  des  cordes  communes  MN  et  PQ  déterminent 
sur  chacun  des  axes  de  l'ellipse  une  involution  ;  et,  comme  dans 
chacune  de  ces  involutions  le  point  conjugué  de  l'infini  est  évidemment 
le  centre  0  de  l'ellipse,  on  a,  en  désignant  par  Ai  et  Bi  les  points  où 
les  axes  coupent  MN  et  par  A2  et  B2  les  points  où  les  axes  coupent  PQ, 

OB.OB'  =  OB1.OB2,    OA.OA'  -  OA1.OA2; 

d'où,  par  division, 

OBt    OB.2  _  //^ 
OAi  'OAs"^^-^' 

ce  qui  exprime  que  le  produit  des  coefficients  angulaires  des  deux 
cordes  MN  et  PQ  est  égal  à  —  ;  mais  le  produit  des  coefficients  angu- 
laires des  deux  cordes  supplémentaires  NM  et  NMi  est  (Jii6,  1147)  égal 

/;2 
à •  Donc  les  cordes  PQ  etNMi  ont  des  coefficients  an2;ulaires 

<r<r2  <  1  o 

égaux  et  de  signes  contraires  ;  en  d'autres  termes,  ces  cordes  sont  éga- 
lement inclinées  sur  les  axes  de  l'ellipse.  Par  suite  (1175),  les  points  P, 
Q,  N  et  Ml  sont  sur  un  même  cercle. 
Le  théorème  et  la  démonstration  subsistent  pour  l'hyperbole. 

QUELQUES    PROBLÈMES    RELATIFS    A    LA    PARABOLE 
ET   A   l'hyperbole   ÉQUILATÈRE. 

1192-  Construire  une  parabole  connaissant  deux  tangentes  Ap,  A  y 
et  la  corde  de  contact  Qy  if  S'  6<^^)» 
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Ce  problème  se  présente  souvent  en  Mallicmaliqiies  appliquées  et 
notamment  en  Statique  graphique. 

La  théorie  des  diamètres  fournit  un  premier  tracé  par  points  et  tan- 
gentes :  on  joint  le  point  A  au  milieu  0  de  la  corde  Py  ;  le  milieu  I  de 
AO  est  un  point  de  la  courbe  et  la  tangente  en  ce  point  I  est  parallèle 
à  Py-  On  continuera  en  opérant  de  même  sur  les  angles  circonscrits 
formés  par  la  nouvelle  tangente  et  les  deux  tangentes  primitives. 

Un  autre  tracé  fort  simple  résulte  du  théorème  suivant  :  Si,  par  un 
point  quelconque  M  de  la  corde  de  contact  pv  (^'if^^^  angle  (BAy  cir- 
conscrit à  une  parabole,  on  mène  des  parallèles  ]\IB,  MC  aux  côtés  de 
cet  angle,  la  diagonale  BC  du  quadrilatère  ABMC  cdnsi  formé  est  tan- 
gente à  la  parabole.  En  outre,  on  obtient  le  point  de  contact  ce  de  cette 
tangente  BG  en  prenant  G  a  =  Oi  B,  Oi  désignant  le  point  oit  BG  rencontre 
la  médiane  AO  du  triangle  ^  A  y.  En  effet,  on  sait  (  Moi)  que,  pour  qu'une 
droite  mobile  BG  soit  tangente  à  une  parabole,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle 
détermine  sur  deux  tangentes  fixes,  A  y  et  A[^,  des  segments  homo- 
logues proportionnels,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 


BA 


AC 


Or  cette  condition  est  ici  remplie,  car  les  deux  rapports  précédents  sont 

respectivement  égaux  à 

yB     BM 

MG '  G  p ' 
dont  l'égaUté  résulte  de  la  simiUtude  des  triangles  MB  y,  (:iGM. 

Fio-.  6o3. 


La  première  partie  de  l'énoncé  se  trouve  ainsi  établie.  Pour  démon- 


LIVRE    YIII.    —    LES    COLHBES    USUELLES.  L\6o 

Irer  la  seconde,  il  suffit  d'appliquer  le  théorème  que  nous  venons  de 
rappeler  aux  deux  tangentes  Ba,  By  coupées  par  la  tangente  AC  et  aux 
deux  tangentes  G^  et  G  a  coupées  par  la  tangente  AB.  On  obtient  ainsi 
les  deux  proportions 

7A  _  BG       ?A       CB 

AB  "  Ga'     AG  ~^  Ba 

qui,  si  l'on  désigne  par  Oi,  yi  ^^  Pi  l^s  points  où  BG  rencontre  AO  et  les 
parallèles  à  AO  menées  par  y  et  p,  peuvent  être  remplacées  par 

Y_iO,  ^  BG       [BiQi  ^  GB, 
OiB         Ga'      OiG         hoc' 

on  en  conclut,  en  observant  que  yi  Oi  =  Oi  fii,  la  relation 


0,B        GOi 

Ga    ~   aB  ' 

d'où  l'on  déduit 

OiB 

GOi  -f-0,B 

GB 

Ga 

Ga-f-aB 

GB 

ou 

Ga==OiB. 

C.    Q.    F.    D. 

On  peut  aisément  déterminer  les  éléments  fondamentaux  de  la  para- 
bole, c'est-à-dire  le  foyer  F  et  la  directrice  A. 

Le  tracé  que  l'on  donne  habituellement  pour  déterminer  le  foyer  F 
consiste  à  prendre  l'intersection  delà  droite  yF  symétrique  de  yyi  par 
rapport  à  y  A  et  de  la  droite  pF  symétrique  de  p^i  par  rapport  à  pA; 
c'est  une  conséquence  immédiate  de  l'égale  inclinaison  de  la  tangente  à 
la  parabole  sur  le  rayon  vecteur  et  la  parallèle  à  l'axe.  M.  Maurice 
d'Ocagne  a  fait  observer  {Génie  cml,  tome  IX,  page  91)  que  ce  tracé 
devenait  illusoire  lorsque  l'angle  y  A  [3  formée  par  les  tangentes  données 
est  droit,  et  il  a  proposé  la  solution  suivante  qui  convient  à  tous  les  cas  : 
Elevez  en  k  et  ^  des  perpendiculaires  sur  A  ^,  en  A  et  ^  des  perpendi- 
culaires sur  A  y  ;  le  fojer  F  sera  la  projection  du  point  A  sur  celle  des 
diagonales  du  parallélogramme  ainsi  formé  qui  ne  passe  pas  par  A. 
Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  la  démonstration  de  ce  tracé,  attendu 
qu'il  noas  semble  préférable,  pour  la  détermination  du  foyer  et  de  la 
directrice,  de  recourir  au  théorème  suivant  : 

Si  un  triangle  ABC  a  ses  côtés  tangents  à  une  parabole^  le  cercle  cir- 
conscrit passe  par  le  foyer  F  et  le  point  de  concours  H  des  hauteurs  est 
sur  la  directrice  A.  En  effet,  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole,  con- 
tenant les  projections  du  foyer  F  sur  les  tangentes,  est  la  droite  de 
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Simson  (169,  ii°)  relativement  au  triangle  ABC  et  au  point  F;  ce  point  F 
appartient  donc  au  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  La  seconde 
partie  de  l'énoncé  résulte  de  ce  que  la  droite  do  Simson  est  équi- 
distante  des  points  F  et  H  (i). 

Si  l'on  applique  successivement  ce  théorème  au  cas  où  la  tangente 
variable  BaC  se  confond  avec  l'une  et  l'autre  des  tangentes  fixes 
données  ABy,  ACp,  on  voit  que  : 

T.e  foyer  F   est  le  second  point  d'intersection  de  deux  cercles  dont 

(^)  Cette  propriété  de  la  droite  de  Simson  a  été  seulement  énoncée  au 
n°  169.  Voici  sa  démonstration  {Jig.  6o4)  : 

Remarquons  d'abord  que  si  l'on  prolonge  la  hauteur  CHR  jusqu'à  sa  ren- 
contre G  avec  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  on  a  PvG  =:  RH;  car,  les 
angles  RAG,  PiAH  étant  l'un  et  l'autre  égaux  à  HCD,  sont  égaux  entre  eux;  les 
triangles  rectangles  ARG,  ARH  sont  donc  égaux  et,  par  suite,  RG  est  égal  à  RH. 
Cela  posé,  soit  F  un  point  quelconque  du  cercle  circonsciit,   N  et  L  les  pro- 


jections  de  F  sur  AB  et  AC,  enfin  E  et  K  les  points  où  FG  rencontre  le  côté 
AB  et  la  droite  de  Simson  NL.  Le  quadrilatère  AFLN  est  inscriptible,  puisque 
des  points  N  et  L  on  voit  AF  sous  un  angle  droit;  on  en  conclut  l'égalité  des 
angles  FNK,  FAC;  mais  ce  dernier  angle  a  même  mesure  que  FGC,  lequel  est 
égal  à  INFK  puisque  FN  et  CG  sont  parallèles.  Donc  les  angles  FiNK,  NFK  sont 
égaux  et,  par  suite,  les  droites  KF  et  KN  sont  égales.  On  déduit  de  là,  puisque 
le  triangle  FNE  est  rectangle  «n  N,  que  K  est  le  milieu  de  l'hypothénuse  FE 
et  que  l'angle  KINE  est  égal  à  KEN  ou  encore  à  HER,  vu  la  symétrie  de  EH  et 
de  EG  par  rapport  à  AB.  D'après  cela,  la  droite  de  Simson  NKL  est  parallèle 
à  EH  et  passe  par  le  milieu  K  de  FE;  elle  doit  donc  passer  par  le  milieu  I 
deFH. 
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l'un  passe  par  ^  et  touche  en  A  la  droite  A  y  et  dont  Vautre  passe  par  v 
et  touche  en  A  la  droite  A^. 

La  directrice  A  est  la  diagonale  ne  passant  pas  par  A,  du  parallc- 
logramme  formé  en  menant  par  k  et  ^^  des  perpendiculaires  à  K^^  et 
par  A  et  y  des  perpendiculaires  ci  A  p.  D'ailleurs,  dès  qu'on  a  le  foyer  F, 
la  directrice  A  s'ensuit,  puisqu'elle  doit  contenir  les  symétriques  de  F 
par  rapport  aux  deux  tangentes  données. 

1193.  Construire  une  liyperhole  équilatère  dont  on  donne  quatre 
points. 

La  solution  est  fondée  sur  la  proposition  suivante  {fîg.  6o5)  : 

Quand  un  triangle  ABC  est  inscrit  dans  une  hyperbole  équilatère,  le 
point  de  concours  H  des  hauteurs  est  situé  sur  Vhjperhole  et  le  cercle 
des  neuf  points  passe  par  le  centre  w  de  la  courbe. 

En  effet,  soit  D  le  second  point  d'intersection  de  l'hyperbole  et  de  la 
hauteur  issue  du  point  C  ;  la  première  partie  de  l'énoncé  revient  à  dire 
que  le  point  D  n'est  autre  que  H.  Or.  menons  AF  parallèle  à  l'une  des 
asymptotes  et  DE  parallèle  à  l'autre;  désignons  d'ailleurs  par  K  le  point 

Fift-.  6o5. 


commun  à  AF  et  à  CD  et  par  I  le  point  commun  à  DE  et  à  AB.  Le 
théorème  de  Pascal,  appliqué  à  l'hexagone  ABCDEF  dont  les  derniers 
sommets  sont  à  Finfmi,  montre  que  IK  est  parallèle  à  BG;  mais  AD  est 
perpendiculaire  à  IK.  puisque  I  est  le  point  de  concours  des  hauteurs 
(lu  triangle  ADK;  donc  AD  est  perpendiculaire  à  BC,  et  le  point  D  ne 
diffère  pas  du  point  de  concours  H  des  hauteurs  du  triangle  ABC. 

Considérons  la  deuxième  partie  de  l'énoncé  {fig.  606);  soient  Ai,  Bj, 
(-1  les  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC;  désignons  par  P  et  Q  les 
projections  de  B  et  C  sur  la  parallèle  menée  par  A  à  l'une  des  asymp- 
totes de  l'hyperbole,  de  sorte  que  les  projetantes  BP,  CQ  sont  paral- 
lèles à  l'autre  asymptote;  enfin  soient  A'  et  C  les  points  où  AC  coupe 
R.  et  DE  C.  —  Tr.  de  Géom.  (Il*  Partie).  3o 
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les  asymptotes.  Le  point  Bi  sera,  d'après  la  propriété  des  sécantes  ;!e 
l'hyperbole,  à  la  fois  le  milieu  de  AG  et  celui  de  A' G';  ce  sera  donc 
le  centre  d'homothétie  des  deux  triangles  à  côtés  parallèles  ACQ,  A'wG'  ; 
donc  coBi  passe  par  Q  et,  de  même,  wCi  passe  par  P.  Gela  posé,  il 

Fig.  fioO, 


est  aisé  de  voir  que  les  angles  sous  lesquels  on  voit  du  point  A  et  du 
point  w  la  droite  BiCi  sont  égaux  ou  supplémentaires  (ils  sont  supplé- 
mentaires sur  notre  figure  où  co  et  A  sont  placés  du  même  côté  de  Bi  Gi); 
donc  les  angles  sous  lesquels  on  voit  Bid  du  point  Ai  et  du  point  w 
sont  aussi  égaux  ou  supplémentaires  et,  par  suite,  le  point  w  appartient 
à  la  circonférence  de  cercle  passant  par  Ai,  Bi,  Ci. 

Chacune  des  deux  parties  du  théorème  précédent  fournit  un  mode  de 
solution  du  problème  qui  consiste  à  construire  une  hyperbole  passant 
par  quatre  points  donnés  A,  B,  C,  D. 

D'après  la  première  partie,  on  construira  le  point  de  concours  H  des 
hauteurs  de  l'un  quelconque  des  quatre  triangles  ayant  pour  sommets 
trois  des  points  donnés,  et  l'on  sera  ainsi  ramené  à  la  construction  d'une 
conique  dont  on  connaît  cinq  points  A,  B,  C,  D,  H.  Le  problème  a  une 
infinité  de  solutions,  si  l'un  des  quatre  points  donnés  est  le  point  de  ren- 
contre des  hauteurs  du  triangle  formé  par  les  trois  autres. 

D'après  la  seconde  partie,  on  déterminera  le  point  commun  aux  cercles 
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des  neuf  points  relatifs  aux  quatre  triangles  que  l'on  peut  former  avec 
les  points  donnés.  Ce  point  w  sera  le  centre  de  l'hyperbole  dont  on 
obtiendra  un  cinquième  point,  en  prenant  le  symétrique  par  rapport  au 
centre  de  l'un  des  points  donnés.  Il  y  a  indétermination  dans  le  cas  déjà 
cité,  les  quatre  cercles  des  neuf  points  coïncidant. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  trouver  les  asymptotes  de  l'hyperbole;  du 
milieu  Bi  de  AG  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  àBiw,  on  décrira 
un  cercle  qui  coupera  AG  aux  points  A'  et  G'  où  les  asymptotes  ren- 
contrent ce  côté. 


III.  -  THÉORIE  DES  SURFACES  DU  SECOND  ORDRE. 

PÔLE   ET    PLAN   POLAIRE. 

1194.  On  nomme  surfaces  du  second  ordre  les  surfaces  dont  toute 
section  plane  est  une  conique  réelle  ou  imaginaire;  d'où  il  suit  qu'une 
droite  quelconque  a,  avec  une  telle  surface,  deux  points  communs 
réels  ou  imaginaires,  à  moins  qu'elle  n'appartienne  tout  entière  à  îa 
surface. 

Si,  par  un  point  quelconque  p  de  l'espace,  on  mène  une  droite  quel- 
conque L,  et  si  Von  prend  sur  cette  droite  le  conjugué  Jiarmonique  p'  de  p 
par  rapport  aux  deux  points  m  et  m'  communs  à  la  droite  h  et  à  une 
surface  du  second  ordre  2,/^  lieu  des  points  p\  quand  L  se  déplace  autour 
(le  p,  est  un  plan  fixe  w. 

Observons  d'abord  que,  si  l'on  mène  deux  plans  quelconques  par  p,  et 
si  l'on  prend  les  polaires  de  p  par  rapport  aux  deux  coniques  que  ces 
plans  déterminent  sur  la  surface  2,  ces  deux  polaires  ont  un  point  com- 
mun :  c'est  le  conjugué  harmonique  de  p  qui  est  situé  sur  l'intersection 
des  deux  plans.  Gela  posé,  concevons  par  le  point  p  deux  plans  fixes  a 
et  p  arbitraires  et  un  plan  quelconque  7  contenant  la  droite  L;  soient  A, 
B.  G  les  polaires  de  p  par  rapport  aux  coniques  que  les  plans  «,^,7,  dé- 
terminent sur  la  surface  2.  Le  point  p'  est  situé  sur  G  ;  d'ailleurs,  d'après 
l'observation  ci-dessus,  la  droite  G  rencontre  les  droites  fixes  A  et  B  qui 
se  rencontrent  elles-mêmes.  Donc  le  point  /?'est  constamment  situé  dans 
le  plan  fixe  rs  des  deux  droites  A  et  B. 

Le  plan  rs  est  dit  le  plan  polaire  du  point  p^  et  le  point  p  est  dit  le 
pôle  du  plan  w,  par  rapport  à  la  surface  2. 

Le  plan  polaire  dhin  point  de  la  surface  2  est  le  plan  tangent  en 
ce  point,  puisque  ce  plan  tangent  contient  toutes  les  tangentes  en  p  aux 
sections  faites  par  ce  point,  c'est-à-dire  toutes  les  polaires  de  p  par  rap- 
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port  à  ces  sections:  inversement,  tonl  plan  tangent  a  pour  pôle  son  point 
(le  contact. 

La  courbe  de  contact  de  tout  cône  circonscrit  à  la  surface  1  est  la  eo- 
nicjue  suivant  laquelle  le  phui  polcure  u  du  sommet  p  coupe  la  suT^jace  : 
si  cette  conique  est  réelle,  le  point  p  est  (\\i' extérieur  à  la  surface;  si 
elle  est  imaginaire,  le  cône  cesse  d'exister,  et  le  point  p  est  dit  inté- 
rieur. —  Par  une  droite  donnée,  on  ne  peut  donc  mener  que  deux  plans 
tangents  à  une  surface  du  second  ordre  2  ;  car  les  plans  tangents  qu'on 
peut  mener  à  une  surface  par  une  droite  donnée  sont  les  plans  tangents 
menés  par  cette  droite  au  cône  qui  a  pour  sommet  un  point  quelconque 
de  cette  droite,  et  qui  est  circonscrit  à  la  surface.  —  Il  résulte  de  là  que 
les  surfaces  du  second  ordre  sont  de  la  deuxième  classe,  en  entendant  par 
classe  d'une  surface  le  nombre  des  plans  tangents  qu'on  peut  mener  à 
cette  surface  par  une  droite. 

1 195.  Le  plan  polaire  de  tout  point  dhin  plan  passe  par  le  pôle  de  ce 
plan,  et,  réciproquement,  le  pôle  de  tout  plan  passant  par  un  point  est  sur 
le  plan  pohure  de  ce  point.  Par  suite,  les  plans  polaires  de  tous  les  points 
dhuie  droite  L  passent  par  une  droite  L',  et,  inversement,  les  pôles  de 
tous  les  plans  passant  par  une  droite  L'  sont  sur  une  droite  L.  Deux 
droites  L  et  L',  telles  que  l'une  contient  les  pôles  des  plans  passant  par 
l'autre,  sont  dites  conjuguées.  A  toute  droite  L  répond  une  droite  con- 
juguée L',  et  une  seule;  on  l'obtient  en  joignant  les  pôles  de  deux  plans 
menés  à  volonté  par  L,  et  en  particulier  en  joignant  les  points  de  contact 
des  plans  tangents  conduits  par  L. 

Le  pôle  d'une  droite  L  par  rapport  à  la  section  faite  dans  la  surface  par 
un  plan  a  contenant  la  droite  L  coïncide  avec  le  pôle  par  rapport  à  la 
surface  du  plan  que  déterminent  la  droite  L  et  le  pôle  a  du  plan  a;  il 
appartient  donc  à  la  conjuguée  U  de  L.  Donc,  si  Von  coupe  une  surface 
du  second  ordre  1  par  une  série  de  plans  contenant  une  même  droite  L, 
les  pôles  de  cette  droite  L  par  rapport  aux  diverses  sections  sont  sur 
une  droite  U  qui  contient  encore  les  pôles  de  tous  ces  plans  sécants  par 
7  apport  à  la  surface  et,  en  particulier,  les  points  de  contact  des  deux 
plans  tangents  conduits  par  la  droite  primitive  L. 

Lorsque  quatre  points  sont  en  ligne  droite,  leurs  plans  polaires  for- 
ment un  faisceau  dont  le  rapport  anharmonique  est  égal  à  celui  des 
quatre  points. 

Lorsque  (puilre  droites  concoarrmtes  sont  situées  dans  un  même  plan, 
/eu/s  conjuguées  forment  un  faisceau  plan  qui  a  même  rapport  anhar- 
i:ioniquc  que  le  faisceau  primitif. 

1196.  Deux  points  sont  dits  conjugués  par  rapport  à  une  surface  du  se- 
cond ordre,  lorsque  le  plan  polaire  de  Tun  passe  par  l'autre.  Plasieui-s 
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couples  de  points  conjugués  sur  une  même  droite  forment  une  involutiort^ 
dont  les  points  doubles  sont  les  points  communs  à  la  droite  et  à  la 
surface. 

Deux  plans  sont  dits  conjugués  par  rapport  à  une  surface  du  second 
ordre  lorsque  le  pôle  de  l'un  est  situé  sur  l'autre.  Plusieurs  couples  de 
plans  conjugués  passant  par  une  même  droite  forment  un  faisceau  de 
plans  en  imolution  (c'est-à-dire  un  faisceau  que  toute  transversale  coupe 
suivant  une  suite  de  points  en  involution)  ;  les  plans  doubles  sont  les 
deux  plans  tangents  menés  par  la  droite;  il  suit  de  là  que,  par  une  droite 
quelconque,  on  peut  toujours  mener  deux  plans  conjugués  rectangulaires. 

Une  droite  et  un  plan  sont  dits  conjugués  par  rapport  à  une  surface  du 
second  ordre  lorsque  la  droite  passe  par  le  pôle  du  plan.  Quand  un  pian 
et  une  droite  sont  conjugués,  le  plan  contient  évidemment  la  conjuguée 
de  la  droite. 

Tout  point  p  de  Vespace  est  le  sommet  cVune  infinité  d'angles  trièdrcs 
dont  chaque  arête  est  conjuguée  a  la  face  opposée  ;  car  il  suffit,  pour  avoir 
un  tel  trièdre,  de  joindre  le  point  p  à  trois  points  <?,  h^  c^  choisis  dans 
le  plan  polaire  ct  de  /?,  de  façon  que  chaque  sommet  du  triangle  ahc  soit 
le  pôle  du  côté  opposé  par  rapport  à  la  conique  que  le  plan  w  détermine 
sur  la  surface.  Un  tel  trièdre  prend  le  nom  de  trièdre  polaire. 

PLANS   DIAMÉTRAUX,    DIAMÈTRES,    CENTRE;    SECTIONS   PARALLÈLES. 

1 107 .  Dans  toute  surface  du  second  ordre,  le  lieu  des  milieux  des  cordes 
parallèles  à  une  direction  donnée  est  un  plan  :  c'est  le  plan  polaire  des 
points  à  l'infini  communs  à  toutes  ces  parallèles.  On  donne  à  ce  plan  le 
nom  de  plan  diamétral  conjugué  à  la  direction  des  cordes. 

Le  pôle  du  plan  à  Vinfini  est  évidemment  commun  à  tous  les  plans 
diamétraux  ;  on  le  nomme  centre  de  la  surface. 

Toute  corde  passant  par  le  centre  a  son  milieu  en  ce  point  et  prend  le 
nom  de  diamètre. 

Un  diamètre  et  un  plan  diamétral  sont  dits  conjugués  lorsque  le  dia- 
mètre passe  par  le  pôle  du  plan  diamétral  (1196).  A  chaque  diamètre 
répond  un  seul  plan  diamétral  conjugué,  et  réciproquement. 

1198.  Le  centre  est  le  sommet  d'une  infinité  d'angles  trièdres  polaires 
(  1 196  ) ,  c'est-à-dire  de  trièdres  dont  chaque  arête  est  le  diamètre  conjugué 
du  plan  diamétral  déterminé  par  les  deux  autres.  Les  trois  arêtes  forment 
un  système  de  trois  diamètres  conjugués  deux  à  deux,  et  les  trois  faces 
un  système  de  trois  plans  diamétraux  conjugués  deux  à  deux. 

1 199.  Si  Von  coupe  une  surface  du  second  ordre  2  par  une  série  de  plans 
parallèles  cr.^^  a.^. ...,  c'est-à-dire  par  une  série  de  plans  ayant  unedroitecom- 
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mune  L  à  l'infini,  les  centres  des  sections  seront  les  pôles  de  cette  droite  L 
|)ar  rapport  à  ces  sections  :  ils  seront  donc  (119o;  tous  situés  sur  une 
même  droite  L'  qui  contient  aussi  les  pôles  des  plans  a,,  a^,. . .,  par  rap- 
port à  la  surface  ;  cette  droite  est  le  diamètre  conjugué  du  plan  diamétral  a 
jjarallèle  aux  plans  considérés,  puisqu'elle  renferme  à  la  fois  le  centre  de 
la  section  faite  parce  plan  a  et  le  pôle  de  ce  plan.  Les  deux  plans  tangents 
parallèles  aux  plans  considérés  auront  leurs  pôles,  c'est-à-dire  leurs  points 
de  contact,  sur  cette  droite  L',  d'où  Ton  voit  que  tout  plan  tangent  à  une 
mrface  du  second  ordre  est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  du  dia- 
mètre qui  passe  par  le  point  de  contact.  Enfin,  si  l'on  mène  deux  plans 
conjugués  quelconques  par  le  diamètre  L',  le  premier  coupera  les  plans  a,, 
ûc^,  . . . ,  suivant  des  droites  A,,  Aj, . . .,  parallèles  entre  elles;  le  second 
coupera  les  mêmes  plans  suivant  des  droites  A',,  A',,,  . . . ,  parallèles  entre 
elles;  d'ailleurs  les  couples  (Aj,  A',),  (Aj,  A'J,....  seront  des  diamètres  con- 
jugués des  sections  C,^  G^,...,  faites  par  les  plans  7.p  ^2,  ....  Ainsi, à  chaque 
système  de  diamètres  conjugués  dans  la  conique  G,  répondra,  dans  chacune 
des  coniques  G^, . . . ,  un  système  de  diamètres  conjugués  respectivement 
parallèles  à  ceux  de  Gj.  Donc  les  sections  G,,  Gj,...,  faites  par  des  plans 
parallèles  dans  une  surface  du  second  ordre,  sont  semblables  et  scmbla- 
hlcment  placées, 

PLANS  PRINCIPAUX  ET  SECTIONS  CIRCULAIRES. 

1200.  Un  plan  diamétral  est  dit  principal  lorsqu'il  est  perpendiculaire 
aux  cordes  qu'il  divise  en  deux  parties  égales;  le  diamètre  parallèle  à  ces 
cordes,  c'est-à-dire  le  diamètre  conjugué  du  plan  principal,  prend  le  nom 
k^axe. 

La  recherche  des  plans  principaux  et  celle  des  sections  circulaires  dé- 
pendent des  mêmes  principes.  Mais,  avant  d'aborder  ce  double  problème, 
nous  devons  généraliser  quelques  idées  émises  en  Géométrie  plane. 

On  sait  qu'un  plan  coupe  une  sphère  suivant  un  cercle  dont  le  rayon  r 

est  égal  à  

•\/ï<'-d\ 

R  désignant  le  rayon  de  la  sphère  et  d  la  distance  du  centre  au  plan 
sécant.  Si  d  est  plus  grand  que  R,  le  cercle  cesse  d'exister;  mais,  pour 
généraliser  et  en  vertu  de  considérations  que  nous  avons  déjà  indiquées 
plusieurs  fois,  on  dit  dans  ce  cas  que  la  section  est  un  cercle  imaginaire 
dont  le  rayon  a  encore  pour  carré  la  quantité  R^  —  r/^,  qui  est  alors  néga- 
tive. Il  est  clair  que  les  formules  où  entre  le  carré  du  rayon  d'un  cercle 
et  les  propositions  géométriques  qui  en  sont  la  traduction  subsistent  dans 
ie  cas  où  le  carré  du  rayon  devient  négatif;  mais,  les  points  ou  les  droites 
que  l'on  considère  dans  ces  théorèmes  n'ayant  plus  dans  le  second  cas 
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les  mêmes  positions  que  dans  le  premier,  il  faudrait,  si  l'on  excluait  la 
considération  du  cercle  imaginaire,  employer  dans  les  deux  cas  des 
énoncés  différents,  qu'aucun  lien  apparent  ne  rattacherait  l'un  à  l'autre, 
tandis  que  l'emploi  du  cercle  imaginaire  permet  de  n'avoir  qu'un  théorème 
et  d'exprimer  la  propriété  dont  il  s'agit  dune  manière  plus  saisissante  et 
(iai  fait  image. 

Voici  un  exemple  très-simple  qui  fera  bien  comprendre  notre  idée  : 
On  sait  que  la  polaire  P  d'un  point  p  par  rapport  à  un  cercle  de 
centre  o  est  la  droite  menée  perpendiculairement  au  diamètre  op  par  le 
point  p'  de  ce  diamètre  que  détermine  la  relation 

(i)  op.op'^r\ 

et  l'on  a  démontré  que  les  polaires  des  divers  points  d'une  droite  L  pas- 
sent par  un  même  point.  Dans  cette  définition  de  la  polaire,  aussi  bien  que 
dans  la  démonstration  du  théorème  cité,  le  cercle  n'a  aucune  part,  et  l'on 
ne  fait  intervenir  en  somme  que  les  points  o  et  /?  et  la  quantité  r^.  La 
proposition  subsiste  donc  dans  le  cas  où  r^  est  négatif;  seulement,  alors, 
il  n'y  a  en  réalité  plus  de  cercle;  la  droite  P,  toujours  définie  par  la  rela- 
tion (i),  n'est  plus,  par  rapport  au  point  o,  du  même  côté  que  le  point/?, 
et  le  théorème  prend  la  forme  suivante  :  Si,  par  les  divers  points  p  d'une 
droite  L,  on  mène  à  un  point  fixe  o  des  rayons  po  sur  lesquels  on  marque 
des  points  p'  déterminés  par  la  relation  (i),  les  perpendiculaires  éle- 
vées par  ces  points  p'  sur  les  rayons  correspondants  passeront  par  un 
point  fixe.  On  voit  combien  cet  énoncé  est  lourd,  et  combien  il  est  à  la 
fois  plus  simple  et  plus  clair  d'exprimer  le  même  fait  en  conservant 
l'énoncé  primitif,  à  la  condition  de  dire  que  le  cercle  est  alors  imaginaire 
et  de  donner  à  la  droite  P  le  nom  de  polaire  du  point  p  par  rapport  à  ce 
cercle  imaginaire.  Bien  que  se  rapportant  à  un  cercle  imaginaire,  la  propo- 
sition n'en  aura  pas  moins  une  signification  parfaitement  précise  et  portant 
en  définitive  sur  des  choses  réelles. 

La  formule  (i)  est  susceptible  d'une  interprétation  géométrique  fort  utile. 

Supposons  7-^  négatif,  et  soit  r'^  sa  valeur  absolue.  Menons  par  o  une 
droite  perpendiculaire  au  plan  et  égale  à  /;  ^  étant  l'extrémité  de  cette 
perpendiculaire,  on  aura 

op.op'  =-.  os^^ 

ce  qui  prouve  que  l'angle  psp'  est  droit.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Si,  par  le  centre  o  d  hui  cercle  imaginaire,  on  mène  une  droite  os  per- 
pendiculaire au  plan  du  cercle  et  égale  à  son  rayon  supposé  réel,  la 
droite  qui  joint  le  point  s  à  un  point  quelconque  p  du  plan  du  cercle  est 
perpendiculaire  au  plan  qui  passe  par  le  point  s  et  par  la  polaire  P  du 
point  p  par  rapport  au  cercle  imaginfws. 
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1201.  Nous  avons  vu  (M  11)  que  tous  les  cercles  d'un  plan  coupent 
la  droite  à  l'infini  de  ce  plan  aux  deux  mêmes  points  imaginaires.  On  con- 
clut de  là  que  toutes  les  sphères  coupent  le  plan  à  l'infini  suivant  un 
môme  cercle  imaginaiie  qu'on  nomme  le  cercle  imaginaire  à  V infini. 
Soient,  en  effet,  G  et  C  les  cercles  déterminés  par  le  plan  à  l'infini  dans 
deux  sphères  quelconques  2  et  2';  pour  prouver  que  ces  cercles  coïnci- 
dent, il  suffit  de  montrer  que  tout  plan  tt  les  coupe  aux  deux  mômes  points. 
Or,  le  plan  t.  donne  dans  les  deux  sphères  deux  cercles  A  et  A',  qui  coupent 
la  droite  de  l'infini  du  plan  tt  aux  deux  points  cycliques  de  ce  plan  ;  ces 
deux  points,  appartenant  au  cercle  A  et  au  plan  de  l'infini,  appartiennent 
au  cercle  G,  et  l'on  voit  de  même  qu'ils  sont  sur  le  cercle  G'. 

Lorscjuiine  droite  P  et  un  point  p  sont  pôle  et  polaire  par  rapport  au 
cercle  imaginaire  à  l'infini,  la  djrnte  ciiii  joint  un  point  cjnelconqiie  q  dr 
r espace  au  point  p  est  perpendiculaire  au  plan  mené  par  ce  point  q  et 
par  la  droite  P.  En  effet,  soient  o  le  centre  d'un  cercle  imaginaire,  in- 
tersection d'une  sphère  fixe  et  d'un  plan  ct,  /?,  le  point  où  la  droite  cpp 
perce  le  plan  ct,  P,  la  polaire  de  /;>,  par  rapport  au  cercle  imaginaire, 
s  l'extrémité  d'une  droite  menée  par  o  perpendiculairement  au  plan  rs  et 
égale  au  rayon  du  cercle  imaginaire  supposé  réel.  La  droite  sp^  sera 
(  Î200)  perpendiculaire  au  plan  déterminé  par  s  et  P,,  et  cette  perpen- 
dicularité  subsistera  lorsque  le  plan  rs  se  déplacera  en  s'éloignant  indéfi- 
niment du  centre  de  la  sphère  ;  mais,  à  la  limite,  les  droites  cjp^  et  sp^ 
sont  parallèles,  et  il  en  est  de  même  des  plans  déterminés  par  la  droite  P, 
et  par  chacun  des  points  s  et/;,.  Donc  la  droite  cip  est  perpendiculaire  au 
plan  de  la  droite  P  et  du  point  q, 

1Î202.  Nous  pouvons  maintenant  aborder  la  recherche  des  plans  prin- 
cipaux et  des  sections  circulaires  dans  les  surfaces  du  second  ordre. 

Considérons  une  surface  du  second  ordre  2  et  la  conique  G  réelle  ou 
imaginaire  suivant  laquelle  le  plan  à  l'infini  coupe  cette  surface.  Le  cercK^ 
imaginaire  à  l'infini  G'  rencontre  cette  conique  en  quatre  points  imagi- 
naires conjugués  deux  à  deux,  a  et  h,  c  et  d.  Les  deux  lignes  G  et  G'  ont 
donc  trois  couples  de  cordes  communes 

( cû)^  cd ) ,  ( r/c,  bd  ) ,  ( ad^  bc  ) , 

dont  le  premier  est  seul  réel,  et  un  triangle  autopolaire  commun  ppp" 
dont  les  trois  sommets  sont  réels  (1171  ). 

Désignons  par  I  le  centre  de  la  surface  2.  La  droite  \p  est  le  diamètre 
conjugué  du  plan  diamétral  I///?"  (1197);  d'ailleurs  cette  droite  et  ce  plan 
sont  rectangulaires  (  1201  )  ;  donc  \p  est  un  axe  et  \p'f  est  le  plan  prin- 
cipal correspondant  à  cet  axe.  On  prouverait  de  même  que  \p'  et  \pp\ 
Ip"*  et  \pp'  jouissent  de  la  même  propriété,  d'où  résulte,  pour  les  surfaces 
du  second  ordre,  l'existence  de  trois  plans  principaux  réels. 
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Désignons  par  m  un  point  quelconque  de  l'espace  situé  à  distance  Unie, 
et  considérons  l'un  des  six  plans  déterminés  par  le  point  m  et  chacune 
des  cordes  communes,  le  plan  niab  [)ar  exemple.  Ce  plan  détermine  dans 
la  surface  2  une  conique  qui  rencontre  la  conique  G  aux  deux  points  a 
et  b\  par  suite,  cette  conique  est  un  cercle,  attendu  que  les  points  a  et  b 
sont  les  points  cycliques  du  plan  inab.  Donc,  par  un  point  quelconque  m 
de  l'espace  passent  six  plans  niab^  mcd^  mac^  mbd^  mad^  mhc^  donnant 
des  sections  circulaires,  mais  dont  les  deux  premiers  sont  seuls  réels.  Les 
deux  plans  d'un  même  système  mab  et  nicd^  mac  et  mbd^  mad  et  mbc^  se 
coupent  respectivement  suivant  les  droites  w/?,  mp\  mp\  qui  sont  paral- 
lèles aux  axes  ;  ils  sont  donc  respectivement  perpendiculaires  aux  plans 
principaux  [p'p"^lp"py  \pp'. 

On  donne  en  particulier  le  nom  de  plans  cycliques  aux  trois  couples  de 
pians  lab  etlc^/,  I<7cet  \hd^  lad  et  \bc^  qui  donnent  des  sections  circu- 
laires et  qui  passent  respectivement  par  les  axes  I/;,  \p\  \p".  On  obtient 
toutes  les  sections  circulaires  de  la  surface  en  coupant  cette  surface  par 
des  plans  parallèles  aux  six  plans  cycliques.  Il  y  a  donc  six  séries  de  sec- 
tions circulaires;  le  lieu  des  centres  de  chaque  série  est  le  diamètre  con- 
jugué du  plan  cyclique  auquel  sont  parallèles  les  plans  de  la  série  con- 
sidérée, et  l'on  donne  le  nom  d'ombilics  aux  points  où  chacun  de  ces 
diamètres  rencontre  la  surface. 

Les  deux  plans  cycliques  qui  passent  par  un  même  axe  ont  pour  plans 
bissecteurs  les  deux  plans  principaux  qui  contiennent  cet  axe.  Ainsi,  les 
plans  cycliques ï«^,  lcd,ont  pour  plans  bissecteurs  les  plans  principaux 
lpp\  Ipp"  ;  cela  résulte  de  ce  que  les  cordes  ab  et  cd  divisent  harmoni- 
quement  l'angle/?'/^/?",  de  sorte  que  l'angle  dièdre  droit  (lab,  Icd)  est  di- 
visé harmoniquement  par  les  plans  lpp\  lpp"> 

Des  trois  couples  de  plans  cycliques,  un  seul  [lab,  Icd)  est  réel  ;  il  n'y  a 
donc  que  deux  séries  réelles  de  sections  circulaires  et,  par  suite,  que 
quatre  ombilics  réels. 

CÔNES   DU    SECOND   ORDRE    ET   CONIQUES   SPHERIQUES. 

1203.  Dans  le  cône,  le  plan  polaire  rs  de  tout  point  p  de  l'espace  con- 
tient le  sommet  s,  et  si  le  point  p  se  déplace  sur  ps,  le  plan  polaire  w  ne 
change  pas  ;  aussi  convient-il  de  donner  à  ce  plan  cr  le  nom  de  plan  po- 
laire de  la  droite  ps  et,  à  cette  droite,  le  nom  de  polaire  du  plan  w.  Si  la 
droite  ps  tourne  autour  du  sommet  s  dans  un  plan,  son  plan  polaire  t7 
tourne  autour  de  la  polaire  de  ce  pian  ;  cela  résulte  de  ce  que  les  traces 
de/?^  et  de  cr  sur  un  plan  quelconque  sont  constamment  pôle  et  polaire 
par  rapport  à  la  conique  que  ce  plan  détermine  dans  le  cône. 

Tout  plan  qui  ne  passe  pas  par  le  sommet  a  ce  sommet  pour  pôle  ;  le 
sommet  est  donc  le  pôle  du  plan  de  l'infini,  c'est-à-dire  le  centre  de  la 
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surface.  Désormais,  quand  nous  parlerons  de  droites  et  de  plans  conjugués 
par  rapport  à  un  cône  du  second  ordre,  nous  entendrons  toujours  qu'il 
s'agit  de  plans  et  de  droites  passant  par  le  sommet.  Ainsi  nous  dirons  que  : 
ï°  une  droite  et  un  plan  sont  conjugués  par  rapport  au  cône  lorsqu'ils 
passent  par  le  sommet  et  que  la  droite  est  la  polaire  du  plan  ;  2°  deux 
plans  sont  conjugués  par  rapport  au  cône  quand  ils  passent  parle  sommet 
et  que  chacun  d'eux  contient  la  polaire  de  l'autre  ;  3°  deux  droites  sont 
conjuguées  par  rapport  au  cône  quand  elles  passent  par  le  sommet  et  que 
chacune  d'elles  est  située  dans  le  plan  polaire  de  l'autre. 

Quand  deux  plans  ou  deux  droites  sont  conjuguées,  leurs  traces  sur  un 
plan  quelconque  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  conique  que  ce  plan 
détermine  dans  le  cône. 

Quand  un  cône  est  circonscrit  a  une  surface  du  second  ordre,  les  droites 
et  les  plans  conjugués  par  rapport  au  cône  sont  aussi  conjugués  par  rap- 
port à  la  surface;  car,  d'abord,  leurs  traces  sur  le  plan  de  la  conique  de 
contact  sont  conjuguées  par  rapport  à  cette  conique,  et,  de  plus,  ce  plan 
est  le  plan  polaire  du  sommet  du  cône  par  rapport  à  la  surface. 

Les  sections  dhui  cône  du  second  ordre  par  des  plans  parallèles  sont 
senddables  (1199),  et  le  lieu  des  centres  est  la  polaire  du  plan  a  mené 
par  ie  sommet  du  cône  parallèlement  aux  plans  sécants.  Ces  sections 
sont  des  ellipses,  des  paraboles  ou  des  hyperboles,  suivant  que  le  plana 
ne  contient  pas  de  génératrices,  en  renferme  une  seule  ou  en  contient 
deux. 

Une  droite  passant  par  le  sommet  d'un  cône  du  second  ordre  est  dite 
intérieure  ou  extérieure  au  cône,  suivant  que  sa  trace  sur  un  plan  quel- 
conque qui  ne  passe  pas  par  le  sommet  est  intérieure  ou  extérieure  à  la 
conique  que  ce  plan  détermine  dans  le  cône.  Un  point  de  l'espace  est  dit 
intérieur  ou  extérieur  au  cône,  suivant  que  la  droite  qui  unit  ce  point  au 
sommet  est  elle-même  intérieure  ou  extérieure. 

1204.  Le  sommet  d'un  cône  du  second  ordre  est  le  sommet  d'une  infinité 
de  trièdres  polaires  (1196),  c'est-à-dire  de  trièdres  tels  que  chaque  arête  est 
la  polaire  de  la  face  opposée.  Les  trois  arêtes  forment  un  système  de  trois 
diamètres  conjugués  ;  l'un  de  ces  diamètres  est  intérieur  au  cône  et  les 
deux  autres  sont  extérieurs;  cela  résulte  de  ce  que  la  trace  du  trièdre 
sur  un  plan  quelconque  est  un  triangle  polaire  par  rapport  à  la  conique 
section  du  cône  par  ce  plan,  et  un  tel  triangle  a  toujours  un  sommet  inté- 
rieur et  deux  sommets  extérieurs  à  la  conique. 

L'un  de  ces  trièdres  polaires  est  trirectangle  ;  ses  arêtes  sont  les  trois 
axes  du  cône;  l'un  est  intérieur  et  les  deux  autres  sont  extérieurs. 

Tout  plan  perpendiculaire  à  l'un  des  axes  détermine  dans  le  cône  une 
conique  qui  a  son  centre  sur  cet  axe  et  ses  axes  parallèles  aux  deux  autres 
axes  du  cône.  Tout  plan  perpendiculaire  à  l'axe  intérieur  du  cône  donne 
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une  ellipse,  et  tout  plan  perpendiculaire  à  l'un  des  deux  auires  axes  donne 
une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  deux  génératrices 
du  cône  parallèles  au  plan  sécant.  On  nomme  axe  principal  du  cône 
Taxe  intérieur  ;  grand  axe  celui  qui  est  parallèle  au  grand  axe  de  î'el- 
lipse  suivant  laquelle  le  cône  est  coupé  par  un  plan  normal  à  l'axe 
principal  ;  petit  axe  celui  qui  est  parallèle  au  petit  axe  de  la  même  ellipse  ; 
on  appelle  plan  de  la  grande  section  le  plan  de  l'axe  principal  et  du  grand 
cixe  ;  plan  de  la  petite  section  le  plan  de  l'axe  principal  et  du  petit  axe  ; 
jjlan  prlncipcU  le  plan  du  grand  et  du  petit  axe.  Le  plan  principal  ne 
coupe  le  cône  suivant  aucune  arête;  de  tous  les  plans  conduits  par  l'axe 
principal,  le  plan  de  la  grande  section  et  le  plan  de  la  petite  section  sont 
ceux  qui  coupent  le  cône  suivant  les  deux  arêtes  qui  font  entre  elles  res- 
pectivement langle  maximum  et  l'angle  minimum.  Les  plans  tangentsau 
cône  menés  par  le  grand  axe  le  touchent  suivant  les  deux  arêtes  contenues 
dans  le  plan  de  la  petite  section  ;  les  plans  tangents  conduits  par  le  petit 
axe  touchent  le  cône  suivant  les  deux  arêtes  contenues  dans  le  plan  delà 
grande  section  ;  enfin,  par  l'axe  principal,  on  ne  peut  mener  aucun  plan 
tangent  au  cône. 

Le  cowQ  est  de  révolution  quand  la  section  par  un  plan  perpendiculaire 
à  l'axe  intérieur  est  un  cercle. 

[^l(ys.  Il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  au  n°  1202,  sur  les  sections  circu- 
laires des  surfaces  du  second  ordre,  que  tout  cône  du  second  ordre  admet 
deux  plans  cycliques  réels  passant  par  l'un  des  axes  et  également  inclinés 
sur  les  plans  principaux  qui  contiennent  cet  axe.  Tout  cône  du  second 
ordre,  admettant,  d'après  cela,  deux  séries  de  sections  circulaires,  peut 
être  considéré  de  deux  manières  comme  un  cône  à  base  circulaire.  Les 
projiriélés  des  sections  circulaires  des  côfiesdu  second  ordre  ont  déjà  été 
étudiées  aux  n"*'  875,. . . ,  880.  Ajoutons  seulement  ici  que  les  deux  plans 
cycliques  passent,  comme  on  le  reconnaît  immédiatement,  par  le  grand 
axe  et,  par  suite,  sont  perpendiculaires  au  plan  de  la  petite  section. 

j206.  Si  par  le  sommet  d'un  cône  du  second  ordre  on  mène  des  droites 
perpendiculaires  à  tous  les  plans  tangents,  on  obtient  un  second  cône  de 
môme  sommet  et  qui  est  dit  supplémentaire  du  premier.  Le  cône  supplé- 
mentaire d'un  cône  du  second  ordre  est  aussi  du  second  ordre  ;  en  d'autres 
termes,  tout  plan  mené  par  le  sommet  ne  peut  le  couper  que  suivantdeux 
arêtes;  car,  si  un  tel  plan  le  coupait  suivant  trois  arêtes,  ces  arêtes  seraient 
normales  à  trois  plans  tangents  au  cône  proposé,  lesquels  plans  passeraient 
par  une  même  droite  perpendiculaire  au  plan  des  trois  arêtes,  ce  qui  est 
absurde,  puisque  par  une  droite  on  ne  peut  mener  que  deux  plans  tan- 
gents à  un  cône  du  second  ordre.  Si  un  cône  S'  est  supplémentaire  d\in 
cône  2  du  secotid  ordre,  inversement  1  est  supplémentaire  de  l'.  En  effet, 
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deux  arêtes  infiniment  voisines  du  cône  l'  sont  perpendiculaires  à  deux 
plans  tangents  au  cône  sinfinimentvoisins  ;  le  plan  de  ces  deux  arêtes  est 
donc  perpendiculaire  à  l'intersection  de  ces  deux  plans  tangents  ;  en  d'au- 
tres termes,  les  plans  tangents  à  2' sont  perpendiculaires  aux  arêtes  de  2. 

On  aperçoit  immédiatement  que  :  i^  à  une  arête  de  l  et  aiiplan  tangent 
conduit  par  cette  arête,  répondent  dans  2'  un  plan  tangent  et  son  arête 
de  contact  ;  i°  à  une  droite  et  à  son  plan  polaire  par  rapport  à  2,  7  é pon- 
dent un  plan  et  sa  polcdre  par  rapport  «  2'  ;  3°«  deux  droites  conjuguée^ 
de  2,  répondent  deux  plans  conjugués  de  2'  ;  4°  ^^  deux  droites  menées 
arbitrairement  par  le  sommet  de  2 ,  répondent  dans  il  deux  plans  /(usant 
entre  eux  un  angle  supplémentaire  de  celui  des  deux  droites;  S'*  aux  trois 
axes  de  2,  répondent  les  trois  plans  diamétraux  conjugués  rectangulaires 
de  2';  à  l'axe  principal  de  2,  répond  le  plan  principal  de  2',  et  les  deux 
cônes  ont  même  axe  principal  et  môme  plan  principal  ;  mais  le  plan  de  la 
grande  section  de  l'un  est  le  plan  de  la  petite  section  de  l'autre,  de  sorte 
que  le  grand  axe  de  l'un  est  le  petit  axe  de  l'autre. 

Il  résulte  de  là  que  les  propriétés  des  cônes  du  second  degré  sont  dou- 
bles, comme  celles  des  trièdres  et  des  triangles  sphériques. 

1207.  Dans  tout  cône  du  second  ordre,  on  nomme  focales  les  deux 
droites  menées  par  le  sommet  perpendiculairement  aux  plans  cycliques 
du  cône  supplémentaire  ;  ces  deux  droites  sont  donc  situées  dans  le  plan 
(io  la  petite  section  du  cône  supplémentaire,  et  par  conséquent  dans  !o 
f)lan  de  la  grande  section  du  cône  considéré. 

Tout  plan  tir  peiyendiculaire  à  une  focale  F  coupe  le  cône  suivant  une 
conique  qui  a  pour  foyer  le  pied  f  de  cette  droite.  Il  suffit,  pour  établir 
ce  théorème,  de  prouver  que  tout  couple  de  droites  conjuguées  par  ra[)- 
port  à  la  conique  et  passant  par/  est  rectangulaire.  Or,  deux  droite- 
conjuguées  du  cône  supplémentaire,  comprises  dans  un  plan  cyclique  de 
ce  cône,  sont  rectangulaires,  puisqu'elles  sont  parallèles  à  deux  dia- 
mètres conjugués  de  la  section  circulaire  faite  par  un  plan  parallèle  è 
ce  plan  cyclique;  donc  deux  plans  conjugués  du  cône  primitif,  menés  par 
la  focale  F  qui  est  perpendiculaire  à  ce  plan  cyclique,  sont  aussi  rectan- 
gulaires. Le  plan  tt  coupe  donc  le  cône  suivant  une  conique,  et  les  deux 
plans  conjugués  suivant  deux  droites  rectangulaires  telles,  que  le  pôle  de 
Tune  par  rapport  à  cette  conique  soit  sur  l'autre. 

Puisque  dans  deux  cônes  supplémentaires  les  droites  focales  de  Van 
répondent  aux  plans  cycliques  de  Vautre,  à  chaque  propriété  des  focales 
répondra,  par  la  considération  du  cône  supplémentaire,  une  propriété  des 
plans  cycliques,  et  inversement.  Indiquons  les  plus  importantes  de  ces 
propriétés. 

1208.  Nous  savons  que  la  polaire  d'un  plan  cyclique  est  le  diamètre,  lieu 
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des  centres  des  sections  circulaires  parallèles  à  ce  plan  cyclique.  D'ailleurs, 
à  un  plan  cyclique  et  à  sa  polaire  répondent,  dans  le  cône  supplémentaire, 
une  ligne  focale  et  son  plan  polaire.  De  même  que  dans  les  coniques  on 
donne  le  nom  de  directrice  à  la  polaire  du  foyer,  on  donne  dans  les  cônes 
le  nom  de  plan  clircctear  au  plan  polaire  d'une  focale.  Ainsi,  un  cône  du 
second  ordre  a  deux  focales  et,  par  suite,  deux  plans  directeurs.  Cela  posé, 
voici  les  propriétés  fondamentales  des  plans  cycliques  et  des  focales  ;  les 
théorèmes  sont  disposés  sur  deux  colonnes;  de  cette  manière,  on  trouve 
à  côlé  l'une  de  l'autre  les  propositions  corrélatives,  c'est-à-dire  les  propo- 
sitions qui  résultent  Tune  de  l'autre  par  la  considération  du  cône  supplé- 
mentaire, et  il  suffit  chaque  fois  de  démontrer  l'une  de  ces  deux  propo- 
sitions. 


Dans  tout  cône  du  second  ordre, 
les  sinus  des  angles  que  chaque  plan 
tangent  fait  avec  un  plan  cyclique 
et  avec  la  polaire  de  ce  plan  cfclicjue 
ont  un  rapport  constant. 


Dans  tout  cône  du  second  o?  cire, 
les  sinus  des  angles  (pte  chaque  arête 
forme  avec  une  ligne  focale  et  avec 
le  plan  directeur  correspondant  ont 
un  l'apport  constant. 


En  elTel,  coupons  le  cône  par  un  plan  parallèle  à  un  plan  cyclique  et, 
du  centre  de  cette  section  circulaire,  qui  est  un  point  de  la  polaire  du 
plan  cyclique,  abaissons  une  perpendiculaire  sur  un  plan  tangent  au  cône. 
Le  sinus  de  l'angle  du  plan  tangent  et  du  plan  du  cercle  est  égal  à  cette 
perpendiculaire  divisée  par  le  rayon  du  cercle;  le  sinus  de  Tangle  du 
plan  tangent  et  de  l'axe  polaire  du  plan  cyclique  est  égal  à  la  même  per- 
pendiculaire divisée  par  la  distance  du  sommet  du  cône  au  centre  de  la 
section  circulaire.  Le  rapport  des  sinus  ne  dépend  donc  que  du  rayon 
du  cercle  et  delà  distance  de  son  centre  au  sommet,  et  nullement  du 
plan  tangent  considéré. 

Tout  plan  tangent  à  un  cône  du  \  Les  plans  menés  par  les  deux 
second  ordre  coupe  les  deux  plans  |  focales  cVun  cône  du  second  ordre 
cycliques  suivant  deux  droites  éga-  i  et  par  une  arête  quelconque  sont 
fe nient  inclinées  sur  V arête  de  con-  \  également  inclinés  sur  le  plan  tan^ 
lact.  I  gent  suivant  cette  arête. 

En  effet,  coupons  le  cône  par  deux  plans  parallèles  à  ses  deux  plans 
cycliques;  les  sections  seront  deux  cercles  situés  sur  une  même  sphère. 
Une  arête  quelconque  du  cône  coupe  ces  cercles,  et  les  tangentes  à  ces 
cercles  aux  points  de  rencontre  obtenus  sont  situées  dans  le  plan  tangent 
au  cône  suivant  l'arête  considérée  ;  ces  deux  droites  étant  tangentes  à 
une  même  sphère  et  comprises  dans  un  môme  plan  sont  également  incli- 
nées sur  la  corde  qui  unit  les  points  de  contact,  c'est-à-dire  sur  l'arête  du 
cône,  et,  comme  ces  droites  sont  parallèles  à  celles  suivant  lesquelles 
îe  plan  tangent  coupe  les  plans  cycliques,  le  théorème  est  démontré. 
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La  somme  (ou  la  différence]  des  \  La  somme  (ou  la  différence)  des 

an::^les    dièdres  que    cJiacjue   plan  !  angles  cpie  chaque  aréle  d^un  cône 

tangent  à  un  cône  da  second  ordre  \  du  second  ordre  forme  avec  les  deux 

jorme  avec  les  deux  plans  cycliques  i  focales  est  constcuite. 

est  constante,  î 

Dans  les  deux  cas  précédents,  nous  avons  démontré  le  théorème  de 
gauche  ;  ici ,  nous  démontrerons  le  théorème  de  droite.  Il  suffit  à  cet  effet  de 
considérer  ce  qui  se  passe  sur  une  sphère  ayant  pour  centre  le  sommet  du 
cône.  Une  nappe  du  cône  coupe  la  sphère  suivant  une  courbe  qu'on  nomme 
ellipse  spliérique,  et  les  deux  points  déterminés  sur  cette  portion  de  sphère 
par  les  focales  du  cône  sont  dits  \q^  foyers  de  cette  conique.  Cela  posé,  si 
M  est  un  point  de  cette  conique  sphérique  et  si  F  et  F'  sont  ses  foyers, 
il  suffit  de  prouver  que  la  somme  des  arcs  de  grand  cercle  FM  -h  F'M  est 
constante,  sachant,  d'après  le  théorème  précédent,  que  l'arc  de  grand 
cercle  tangent  à  la  conique  au  point  M  est  également  incliné  sur  les 
deux  ^'//T.v  vecteurs  MF  et  MF'.  Le  raisonnement  est  analogue  à  celui 
du  n*^  1007. 

Delà  résulte  un  nouveau  point  de  vue  sous  lequel  on  peut  considérer 
les  propositions  qui  précèdent  et,  en  général,  les  propriétés  des  cônes  du 
second  ordre  (Ghasles,  Mémoires  de  C  Acadénde  de  Bruxelles,  année  1 829). 

1209.  Une  conicjue  sphérique  est  l'ensemble  des  deux  courbes  fermées 
dites  ellipses  sphéricjues ,  suivant  lesquelles  un  cône  du  second  ordre  coupe 
une  sphère  ayant  le  sommet  pour  centre.  Ces  deux  courbes  sont  symé- 
triques par  rapport  à  chacun  des  trois  grands  cercles  suivant  lesquels  les 
plans  diamétraux  principaux  du  cône  coupent  la  sphère. 

Considérons  le  plan  principal  du  cône,  et  ne  prenons  que  l'hémisphère 
et  la  nappe  du  cône  situés  au-dessus  de  ce  plan.  Cette  nappe  déterminera 
sur  la  sphère  une  ellipse  sphérique  dont  le  centre  et  les  sommets  seront 
les  points  où  la  sphère  est  percée  par  l'axe  principal  et  par  les  généra- 
trices situées  dans  les  plans  de  la  grande  et  de  la  petite  section;  les  foyers 
répondront  aux  lignes  focales  ;  les  plans  cycliques  du  cône  couperont 
l'hémisphère  considéré  suivant  deux  demi-grands  cercles  ayant  le  grand 
axe  du  cône  pour  diamètre  commun  :  ce  grand  axe  est  compris  dans  le  plan 
du  plus  grand  arc  diamètre  de  Tellipse  sphérique,  et  ces  deux  demi-grands 
cercles,  dits  arcs  cycliques  de  l'ellipse  sphérique,  sont  perpendiculaires  au 
plus  petit  arc  diamètre  de  l'ellipse  et  ne  rencontrent  jamais  cette  courbe. 

Considérons  en  second  lieu  le  plan  de  la  petite  section  du  cône,  et  la 
partie  de  la  conique  sphérique  située  d'un  seul  côté  de  ce  plan  ;  elle 
est  composée  de  deux  branches,  moitiés  des  deux  ellipses  sphériques  et 
symétriques  par  rapport  au  plan  diamétral  perpendiculaire  à  l'axe  prin- 
cipal du  cône  ;  on  lui  donne  le  nom  d'hjperhole  sphérique.  Son  centre 
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est  le  point  où  le  grand  axe  du  cône  perce  l'hémisphère  qui  contient  la 
courbe,  et  ses  foyers,  intersections  de  cet  hémisphère  et  des  lignes  focales, 
se  trouvent  sur  l'arc  de  grand  cercle  qui  unit  les  deux  seuls  sommets  de 
la  courbe.  Pour  tout  point  M  de  l'hyperbole  sphérique,  c'est  la  différence 
(et  non  la  somme)  des  arcs  vecteurs  MF  et  MF'  qui  est  constante.  Quant 
aux  plans  cycliques  du  cône,  ils  coupent  l'hémisphère  suivant  deux  demi- 
grands  cercles  passant  par  le  centre  de  l'hyperbole  et  également  inclinés 
sur  l'arc  qui  joint  les  foyers  ;  ce  sont  les  arcs  cf cliques  de  l'hyperbole. 

Enfin,  si  l'on  considérait  l'hémisphère  situéd'un  côté  du  plan  delà  grande 
section  du  cône,  lequel  plan  contient  les  lignes  focales,  on  aurait  deux 
moitiés  de  demi-ellipses  sphériques  se  présentant  leurs  concavités  et  dont 
Tensemble  forme  une  troisième  espèce  de  courbe  sphérique.  Celte  courbe 
a  un  centre,  intersection  de  la  sphère  et  du  petit  axe  du  cône,  quatre  fof  ers 
situés  dans  le  plan  de  la  grande  section  du  cône,  et  deux  arcs  cf cliques 
situés  entre  les  deux  branches  de  la  courbe  et  perpendiculaires  à  l'arc  de 
grand  cercle  qui  joint  les  deux  sommets. 

Les  trois  courbes  que  nous  venons  de  considérer  sont  des  portions  de 
la  courbe  unique,  dite  conique  sphérique,  qui  est  l'intersection  complète 
de  la  sphère  et  du  cône. 

A  une  conique  sphérique  répond  une  conique  sphérique  supplémen- 
taire :  c'est  l'intersection  de  la  sphère  par  le  cône  supplémentaire  de  celui 
qui  produit  la  première  conique.  On  peut  aussi  parvenir  directement  à 
cette  conique  supplémentaire  en  la  considérant  comme  l'enveloppe  des  arcs 
de  grands  cercles  dont  les  plans  sont  normaux  aux  rayons  de  la  sphère 
menés  par  les  différents  points  de  la  conique  primitive. 

Les  arcs  cycliques  de  l'une  des  coniques  sont  dans  les  plans  diamétraux 
perpendiculaires  aux  diamètres  de  la  sphère  qui  passent  par  les  foyers  de 
l'autre  conique. 

Les  deux  théorèmes  relatifs  à  l'invariabilité  de  la  somme  ou  de  la  diffé- 
rence des  arcs  vecteurs  d'une  conique  sphérique,  et  à  l'égale  inclinaison 
de  l'arc  de  grand  cercle  tangent  sur  les  arcs  vecteurs,  sont  dusàM.  Magnus, 
de  Berlin  (Jnnales  de  Gergonne,  iSaS). 

1210.  Par  deux  sections  planes  quelconques  d'une  surface  du  second 
ordre,  on  peut  toujours  faille  passer  deux  cônes.  En  effet,  considérons  la 
droite  L'  conjuguée  de  l'intersection  L  des  deux  plans,  c'est-à-dire 
de  la  sécante  commune  aux  deux  courbes  ;  par  cette  droite  L'  et  par  un 
point  m  quelconque  de  l'une  des  courbes,  menons  un  plan,  et  soient/?  et  q 
les  points  communs  à  ce  plan  et  à  la  seconde  courbe  ;  du  point  s,  où  mp 
rencontre  L',  projetons  la  première  courbe  sur  le  plan  de  la  seconde  ; 
cette  seconde  courbe  et  la  projection  de  la  première  se  confondront,  car 
ce  sont  des  coniques  ayant  trois  points  communs,  dont  deux,  situés  sur 
la  sécante  commune  L,  sont  des  points  de  contact.  Le  point  s  est  donc  le 
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sommet  d'un  cône  passant  par  les  deux  courbes,  etriïitersection  deL'et  de 
mq  serait  le  sommet  /  d'un  second  cône  jouissant  de  la  môme  propriété. 

Les  deux  cônes  se  touchent  aux  deux  points  qui  sont  communs  au:: 
deux  courbes  planes.  On  peut  montrer  quo,  réciproquement,  deux  côned 
du  second  ordre,  qui  ont  deux  plans  tangents  communs,  se  coupent  sui- 
vant deux  courbes  planes.  Plus  généralement,  deux  surjaccs  du  second 
ordre  qui  se  touchent  en  deux  points  a  et  h  se  coupent  suivant  deux 
courbes  planes.  En  effet,  c  étant  un  troisième  point  commun,  le  plan  abc 
coupe  les  deux  surfaces  suivant  deux  coniques  q\ii  se  confondent,  puis- 
qu'elles ont  trois  points  communs  a,  h^  r,  et  les  mêmes  tangentes  aux 
points  a  et  b.  Voilà  donc  une  conique  commune  aux  deux  surfaces.  Mais 
l'intersection  complète  de  deux  surfaces  du  second  ordre  est  du  quatrième 
ordre,  car  tout  plan  transversal,  donnant  une  conique  dans  chaque  sur- 
face, coupe  l'intersection  des  deux  surfaces  en  quatre  points  (réels  ou 
imaginaires).  Donc,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  l'intersection  se  compose 
de  la  conique  que  nous  avons  déjà  déterminée  et  d'une  seconde  conique. 

La  seconde  conique  passe,  comme  la  première,  par  les  points  <7  et  6; 
car  on  verrait,  comme  ci -dessus,  que,  si  d  est  un  point  de  l'intersection 
non  situé  sur  la  première  conique,  le  plan  abd  coupe  les  deux  surfaces 
suivant  une  conique  commune  qui,  par  conséquent,  n'est  autre  que  la  se- 
conde conique  considérée. 

Toutefois,  lorsque  l'intersection  des  plans  tangents  en  /^  et  ^  se  con- 
fond avec  la  droite  ab^  cette  droite  appartient  auxdeuxsurf acesqui,  alors, 
ont  de  plus  en  commun  une  ligne  du  troisième  degré.  Ce  cas  d'exception 
au  théorème  de  Monge  a  été  signalé  par  M.  de  la  Gournerie,  dans  une 
lettre  à  Poncelet  (  Traité  des  propriétés  projectiles,  annotations  de  la 
seconde  édition). 

Il  résulte  du  théorème  précédent  que,  si  deux  surfaces  du  second  degré 
se  touchent  en  trois  points  a,  b^  c,  elles  se  raccordent  le  long  d'une  ligne 
plane.  L'intersection  des  deux  surfaces  doit,  en  effet,  se  composer  de 
deux  coniques  dont  les  plans  passent  à  la  fois  par  «,  ^,  c  ;  ces  deux  coniques 
coïncident  donc  et  forment  une  conique  double  suivant  laquelle  les  deux 
surfaces  sont  circonscrites  l'une  à  l'autre. 

SURFACES    RÉGLÉES    DU    SECOND    ORDRE. 

12H.  On  dit  que  ^qwjl  faisceaux  de  plans  (o8i)  sont  homographiciucs 
lorsqu'on  peut  trouver  deux  droites  sur  lesquelles  ils  tracent  deux  divi- 
sions homographiques  ;  une  droite  quelconque  est  alors  coupée  par  le 
premier  faisceau  suivant  une  division  homographique  de  celle  que  le 
second  faisceau  détermine  sur  une  seconde  droite  quelconque.  Le  rap- 
port anharmonique  de  quatre  plans  quelconques  du  premier  faisceau  est 
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égal  au  rapport  enharmonique  des  quatre  plans  homologues  de  l'autro 
faisceau,  etc. 

La  surface  réglée  y  lieu  des  intersections  des  plans  homologues  de  deux 
faisceaux  homographiqueSy  est  du  second  ordre;  car,  si  on  la  coupe  par 
un  plan  quelconque  w,  les  deux  faisceaux  de  plans  coupent  ce  plan  -> 
suivant  deux  faisceaux  de  droites  qui  sont  homographiques,  et  la  sectioîî 
de  la  surface  par  ce  plan  w  est  le  lieu  des  intersections  des  rayons  homo- 
logues de  ces  deux  faisceaux  de  droites,  c'est-à-dire  (1131)  une  conique. 
Il  existe  donc  des  surfaces  réglées  du  second  ordre. 

1212.  Réciproquement,  toute  surface  réglée  du  second  ordre  peut  être 
considérée  comme  le  lieu  des  intersections  des  plans  homologues  de  deur 
faisceaux  de  plans  homographicpies.  Nous  décomposerons  la  démonstra- 
tion en  plusieurs  parties,  et  elle  nous  permettra  de  mettre  en  évidence 
les  principales  propriétés  de  ces  surfaces  réglées. 

1°  Trois  droites  A,  B,  G,  appartenant  à  la  surface,  ne  peuvent  passer 
par  un  même  point  o,  à  moins  cfue  toutes  les  droites  de  la  surface  ne 
passent  par  ce  point.  Car,  toute  autre  droite  D  de  la  surface,  ne  passant 
pas  par  le  sommet  o  du  trièdre  formé  par  A,  B,  G,  aurait  au  moins  avec 
l'une  des  faces  de  ce  trièdre  un  point  commun  non  situé  sur  les  arêtes; 
par  suite,  le  plan  de  cette  face  aurait  en  commun  avec  la  surface  deux 
arêtes  du  trièdre  et  de  plus  un  point  extérieur  à  ces  arêtes,  de  sorte  que  1'» 
degré  de  la  section  serait  supérieur  au  second.  Les  surfaces  réglées  du 
second  ordre  se  partagent  donc  en  deux  groupes  :  l'un  relatif  aux  surfaces 
dont  toutes  les  génératrices  passent  par  un  même  point,  l'autre  relatif 
aux  surfaces  dont  trois  droites  ne  passent  jamais  par  un  même  point.  Les 
surfaces  du  premier  groupe  sont  les  cônes  et,  en  particulier,  les  cylindres, 
lorsque  le  point  de  concours  de  toutes  les  génératrices  est  à  l'infini.  Los 
cônes  du  second  degré  jouissent  évidemment  de  la  propriété  énoncée, 
car  toute  section  faite  par  un  plan  ne  contenant  pas  le  sommet  est  une 
conique  qui  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  intersections  des 
rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques;  les  plans  déter- 
minés par  les  génératrices  fixes  qui  aboutissent  aux  centres  de  ces  deux 
faisceaux  et  par  la  génératrice  variable  qui  aboutit  à  un  point  quelconqu- 
de  la  conique  sont  donc  homographiques.  Nous  n'avons  par  conséquent 
à  considérer  que  les  surfaces  réglées  proprement  <^//é?.y,  c'est-à-dire  celles 
dont  trois  droites  ne  passent  jamais  par  un  même  point. 

'4"*  Soit  G  l'une  des  génératrices  de  la  surface.  Tout  plan  passant  par 
G  donne  dans  la  surface  une  conique  qui  se  compose  nécessairement  d(^ 
la  droite  G  et  d'une  autre  droite.  Si  l'on  coupe  la  surface  par  une  série 
de  plans  y,  y',  7", . . . ,  passant  par  G,  on  obtiendra  donc  une  série  de  droitci, 
L,  L',  L",  . . . ,  qui  formeront  un  système  de  génératrices  rectilignes. Toutes 
ces  droites  rencontrent  G  en  des  points  différents,  sans  quoi,  par  un  mêm^s 
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point,  passeraient  trois  droites  de  la  surface;  par  suite,  deux  quelconques 
des  génératrices  L,L',L",  ...,  ne  sont  jamais  dans  un  même  plan.  Actuelie- 
luent,  par  l'une  L  de  ces  droites,  menons  une  série  de  plans).,  a',  V,  . . .; 
nous  obtiendrons  une  nouvelle  série  de  droites  G,  G^  G'',  . . . ,  dont  G  fera 
évidemment  partie  et  qui  formeront  un  second  système  de  génératrices 
rectilignes;  on  verra,  comme  ci-dessus,  que  deux  quelconques  de  ces 
génératrices  ne  sauraient  être  dans  un  même  plan.  Donc,  en  résumé,  ia 
surface  admet  deux  systèmes  (G)  et  (L)  de  génératrices  rcctilignes  ;  par 
un  point  quelconque  m  de  la  surface  passe  une  génératrice  de  c/iaque 
système  (ces  deux  génératrices  sont  fournies  par  les  plans  menés  par  m 
et  chacune  des  deux  droites  fixes  Q  et  L);  le  plan  de  ces  deux  généra- 
trices est  le  plan  tangent  en  m  à  la  surface.  Deux  génér^atrices  dhin 
même  système  ne  sont  jamais  dans  un  même  plan  ;  une  génératrice  quel- 
conque de  l'un  des  systèmes  rencontre  toutes  celles  de  r autre  système, 

3°  Puisque  trois  droites  suffisent  pour  régler  le  mouvement  d'une 
droite  mobile  assujettie  à  s'appuyer  sur  elles,  et  qu'une  génératrice  de 
l'un  des  systèmes  doit  rencontrer  toutes  celles  de  l'autre  système,  on 
voit  que  la  surface  peut  être  considérée  comme  engendrée  par  une  droite 
qui  rencontre  sans  cesse  trois  droites  fixes  L,  L',  L". 

4*"  Sur  l'une  L  de  ces  trois  droites  fixes, prenons  une  série  de  points  a^ 
/;,  (?,  r/,  ...  ;  par  chacun  de  ces  points  et  par  les  deux  autres  droites  fixes 
L' et  L"  menons  deux  plans;  nous  obtiendrons  ainsi  deux  faisceaux  de 
plans  homographiques  dont  L'  et  L"  seront  les  axes  et  tels,  que  les  inter- 
sections des  plans  homologues  rencontrent  les  trois  directrices  L,  L',  L", 
c'est-à-dire  soient  des  génératrices  de  la  surface.  La  surface  est  donc/6^ 
lieu  des  intersectUms  des  plans  homologues  de  deux  faisceaux  de  plans 
homographiques,  comme  nous  l'avons  annoncé. 

Nous  avons  vu  (i")  que  les  cônes  rentrent  dans  cette  définition;  ils  ré- 
pondent aux  cas  où  les  axes  des  deux  faisceaux  se  rencontrent;  quand  les 
axes  sont  parallèles,  les  cônes  deviennent  des  cylindres. 

1213.  Voici  encore  d'autres  propriétés  importantes  des  surfaces  réglées 
proprement  dites  du  second  ordre. 

Le  faisceau  de  plans  passant  par  L"  rencontre  les  deux  autres  direc- 
trices L  et  h'  et  détermine  sur  elles  deux  divisions  homographiques  ;  les 
droites  qui  joignent  les  points  homologues  de  ces  deux  divisions  s'ap- 
puient à  la  fois  sur  L,  L',  L"  ;  ce  sont  des  génératrices  de  la  surface. 
Donc  toute  surface  réglée  du  second  ordre  est  le  lieu  des  droites  qui  dii>i' 
sent  homographiquement  deux  droites  fixes. 

Tout  plan  passant  par  un  point  quelconque  m  de  la  surface,  et  qui  ne 
contient  aucune  des  deux  génératrices  G  et  L  passant  par  ce  point,  coupe 
la  surface  suivant  une  conique  qui  passe  par  m  et  qui  ne  se  réduit  pas  à 
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deux  droites ,  sans  quoi  la  section  serait  d'un  degré  supérieur  au 
second. 

Chaque  point  d'une  section  plane  résulte  de  l'intersection  du  plan  sécant 
et  d'une  génératrice  de  la  surface  ;  toute  section  plane  d'une  surface  réglée 
du  second  ordre  est  donc  réelle.  Par  suite,  en  appliquant  cette  remarque 
au  plan  polaire  w  d'un  point  quelconque  p  de  l'espace,  on  voit  que  tout 
point  de  P  espace  est  le  sommet  (F  un  cône  réel  circonscrit  a  la  surface. 

Le  plan  de  l'infini  détermine  une  section  réelle  qui  est  :  ou  une  co- 
nique ordinaire,  ou  un  système  de  deux  droites;  la  surface  prend  dans  le 
premier  cas  le  nom  ^ hyperholoïde  à  une  nappe  et,  dans  le  second,  le 
nom  de  paraboloïde  hyperbolique. 

HYPERBOLOÏDE    A    UNE    NAPPE. 

1244.  Nous  avons  nommé  hyperboloïde  à  une  nappe  {fig,  607)  celle 
des  deux  surfaces  réglées  proprement  dites  du  second  ordre  que  le  plan 

Fig.  607. 


de  l'infini  coupe  suivant  une  conique  G  qui  ne  se  réduit  pas  à  deux  droites. 
Le  plan  de  l'infini  n'étant  pas  tangent  à  la  surface  ne  contient  pas  son 
propre  pôle;  ce  pôle,  c'est-à-dire  le  centre  de  la  surface,  est  donc  à  dis- 
tance finie.  Si  Ton  transporte  à  ce  centre  o  et  parallèlement  à  elles-mêmes 
toutes  les  génératrices  de  la  surface,  les  droites  ainsi  transportées  con- 
servent leurs  mêmes  points  à  l'infini  ;  on  obtient  donc  un  cône  ayant  pour 
sommet  o  et  pour  base  la  conique  G,  et,  comme  le  point  o  est  le  pôle 
du  plan  de  la  conique  G,  on  voit  que  ce  cône  est  tangent  à  la  surface 
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tout  ie  long  de  Ja  conique  C  située  à  l'infini  ;  ce  cône,  enveloppe  des  plans 
tan,2;ents  à  l'infini  de  la  surface^  ou,  comme  on  dit  plus  rapidement,  des 
pions  asymptoiiqucs  à  la  surface,  prend  le  nom  de  cône  asymptote  de 
l'hyperboloïde.  La  surface  est  tout  entière  à  l'extérieur  de  ce  cône,  sans 
i[uoi  il  y  aurait  des  génératrices  qui  le  couperaient  à  distance  finie. 

Par  chaque  point  de  la  conique  C  passent  deux  génératrices,  une  de 
chaque  système;  donc,  à  chaque  génératiice  cVun  système,  répond  dans 
Vautre  système  une  génératrice  paraUèlc,  et,  par  suite,  chaque  généra- 
trice du  cône  asymptote  est  parallèle  à  deux  génératrices  de  la  sui^face. 

Trois  génératrices  d'huit  même  système  ne  sauraient  être  parallèles  a 
un  même  plan,  sans  quoi  les  trois  génératrices  correspondantes  du  cône 
asymptote  seraient  dans  un  même  plan,  ce  qui  est  absurde,  puisque  le 
cône  est  du  second  ordre. 

1215.  Les  sections  planes  de  la  surface  peuvent  être  des  hyperboles,  des 
paraboles  ou  des  ellipses  suivantles  positions  du  plan  sécant;  car,  suivant 
que  ce  plan  coupe  ia  conique  C  en  deux  points,  la  touche  ou  ne  la  ren- 
contre pas,  le  nombre  des  points  à  Finfini  dans  la  section  est  2,  i  ou  o. 
D'ailleurs,  les  sections  V  et  P,  de  la  surf  ace  et  du  cône  asymptote  par  un 
même  plan  quelconque  cr  sont  semblables,  semblablement  placées  et  con- 
centriques. En  effet,  soient  D  et  D'  deux  diamètres  conjugués  de  la  sec- 
tion P  faite  par  le  plan  w  dans  la  surface;  les  plans  déterminés  par  le 
centre  o  de  l'hyperboloïde  et  par  chacune  des  droites  D  et  D'  seront 
diamétraux  conjugués  par  rapport  à  cet  hyperboloïde  ;  donc  ils  le  seront 
aussi  par  rapport  au  cône,  puisque  (1203)  le  cône  et  la  surface  ont  les 
mêmes  systèmes  de  droites  et  de  plans  conjugués;  par  suite,  les  intersec- 
tions de  ces  deux  plans  par  le  plan  t?,  c'est-à-dire  les  droites  D  et  D' 
elles-mêmes,  seront  deux  diamètres  conjugués  de  la  section  P,  faite  par 
le  plan  w  dans  le  cône  asymptote.  En  particulier,  les  plans  cycliques  du 
cône  asymptote  coupent  donc  V hyperboloïde  suivant  des  cercles  ;  on  les 
nomme  plans  cycliques  de  Thyperboloïde;  tout  plan  parallèle  à  un  plan 
cyclique  donne  une  section  circulaire  (1199). 

1216.  Puisqu'à  tout  diamètre  de  l'hyperboloïde  répond  le  même  plan 
diamétral,  soit  dans  cet  hyperboloïde,  soit  dans  le  cône  asymptote,  l'hy- 
perboloïde et  le  cône  ont  les  mêmes  systèmes  de  diamètres  conjugués,  et, 
par  suite,  les  mêmes  axes  et  les  mêmes  plans  principaux.  Des  trois  axes, 
l'un  02  est  donc  intérieur  (1201),  et  les  deux  autres  ox^i  oy  sont  exté- 
rieurs et  coupent  seuls  la  surface;  il  y  a  donc  deux  sommets  imaginaires 
et  quatre  sommets  réels;  le  plan  principal  xoy  coupe  la  surface  suivant 
une  ellipse  qu'on  nomme  ellipse  de  gorge,  et  les  plans  principaux  xoz  et 
roz  la  coupent  suivant  des  hyperboles.  Toute  section  par  un  plan  paral- 
lèle au  plan  xoy  est  une  ellipse  semblable  à  l'ellipse  de  gorge  et  dont  le.^ 


LIVRE    VIII.     —    LES    COURBES    USUELLES.  ^85 

sommets  sont  situés  sur  les  hyperboles  principales;  de  là,  découle  un 
mode  de  génération  fort  simple  de  la  surface. 

Dans  Tespace,  on  nomme  coordonnées  d'un  point  M  par  rapport  à  trois 
axes  rectangulaires  ox,  o/,  oz,  les  nombres  qui  mesurent  les  projections 
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du  segment  OM  sur  les  trois  axes,  chacun  de  ces  nombres  étant  précédé 
du  signe  --h  ou  du  signe  —,  suivant  que  les  projections  du  point  M  tom- 
bent sur  les  parties  positives  ox^  07,  oz,  des  axes  ou  sur  les  parties  op- 
posées ox\  ox\  oz'.  En  désignant  par  .r,  jr,  z,  les  trois  coordonnées  d'un 
point  quelconque  M  de  l'hyperboloïde  [fig.  608),  on  a  jc  =  0'P,jk  =  PM, 
z:=  00'.  Soit  A'B' l'ellipse  obtenue  en  coupant  la  surface  par  le  plan  mené 
par  M  parallèlement  au  plan  xoy  de  Tellipse  de  gorge  AB  ;  désignons  par  a 
et  b  les  demi-axes  de  l'ellipse  de  gorge  et  par  c  la  valeur  absolue  du  demi- 
axe  imaginaire  commun  aux  deux  hyperboles  principales  AA'  et  BB'.  Nous 
aui  ons,  puisque  le  point  M  appartient  à  l'ellipse  A'B', 

O'V      O'B'' 

et,  puisque  le  point  A'  appartient  à  l'hyperbole  AA'  et  le  point  B'  à  l'hy- 
perbole BB', 
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L'élimination  de  O'A'  et  de  O'B'  entre  ces  trois  équations  donne  la  re- 
lation 

^    -i!  _  ^1  - 


entre  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface;  c'est  \ équa- 
tion de  l'hyperboloïde. 
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4217.  Si  l'on  projette  toutes  les  gcitératrices  d'an  liyperboloïde  su?'  un 
plan  diamétral  quelconque  rz  à  l'aide  de  projetantes  parallèles  au  dia- 
mètre D  conjugué  du  plan  zx,  les  projections  des  génératrices  sont  tan- 
gentes à  la  section  V  faite  dans  la  surface  par  le  plan  cr.  En  effet,  soienf 
G  une  génératrice  quelconque  et  /?i  le  point  où  elle  rencontre  la  courbe  P. 
Le  plan  tangent  au  point  m  est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  du 
diamètre  qui  aboutit  en  w,  lequel  plan  diamétral  contient  D;  donc  le  plan 
tangent  en  m^  passant  par  la  génératrice  G  et  étant  parallèle  à  D,  est 
précisément  le  plan  projetant  de  cette  génératrice;  par  suite,  la  projec- 
lion  de  cette  génératrice  est  l'intersection  du  plan  w  et  du  plan  tangent 
à  la  surface,  c'est-à-dire  est  la  tangente  en  m  à  la  courbe  P. 

En  particulier,  les  projections  orthogonales  des  génératrices  sur  les  plans 
principaux  enveloppent  ^ellipse  de  gorge  et  les  hyperboles  principales. 

1218.  Quand  les  deux  axes  réels  ont  la  même  longueur,  l'ellipse  de 
gorge  devient  un  cercle,  et  la  surface,  lieu  des  cercles  dont  les  plans 
sont  perpendiculaires  à  l'axe  oz  et  dont  les  centres  sont  sur  cet  axe,  est 
de  révolution  ;  cet  hyperboloïde  de  révolution  résulte  de  la  rotation  de 
l'hyperbole  principale  autour  de  son  axe  non  transverse. 

P A  R \ B 0  L  OÏ D  E    HYPERBOLIQUE. 

12'J9.  Nous  avons  di^^^Xê  paraboloïde  hyperbolique  (y%.  609)  celle  des 
deux  surfaces  réglées  proprement  dites  du  second  ordre  qui  a  une  gêné- 

Fig.  609. 


ratrice  de  chaque  système  Gj  et  L^  dans  le  plan  de  l'infini.  Cette  surface 
est  donc  tangente  à  ce  plan  de  l'infini  et,  par  suite,  le  pôle  de  ce  plan,  c'est- 
à-dire  le  centre  de  la  surface,  est  à  l'infini.  L'un  des  plans  principaux  passe 
alors  à  l'infini  ainsi  qu-e  les  deux  axes  qu'il  contient,  et  il  ne  reste  à  d  s- 
tance  finie  qu'un  seul  axe  et  les  deux  plans  principaux  qui  passent  par  cet 
axe,  auquel  tous  les  diamètres  deviennent  d'ailleurs  parallèles. 
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Tout  plan  passant  par  Vaxe  donne  dans  la  sinj'ace  une  conique  symé- 
trique par  rapport  à  cet  axe  et  dont  le  second  axe  disparaît  à  l'infini; 
cette  conique  est  donc  une  parabole.  Toutes  ces  paraboles  ont  leur  som- 
met en  un  même  point  commun  à  l'axe  et  à  la  surface,  qu'on  nomme 
sommet  de  la  surface. 

Toute  section  par  un  plan  w  parallèle  à  l  ^axe  est  une  parabole  égale 
a  celle  que  détermine  le  plan  vs'  mené  par  Vaxe  parallèlement  au  plan 
proposé.  En  effet,  d'abord  la  section  par  le  plan  rz  est  une  parabole,  puis- 
qu'elle est  semblable  à  la  section  faite  par  le  plan  js'  ;  puis  ces  deux  pa- 
raboles sont  égales,  attendu  que  l'un  des  cônes  qu'on  peut  mener  par  ces 
deux  courbes  (1210)  dégénère  en  un  cylindre  dont  ces  courbes  sont 
deux  sections  parallèles. 

1220.  Les  sections  par  des  plans  non  parallèles  à  l'axe  sont  des  hyper- 
boles, puisque  ces  plans  coupent  les  génératrices  G,  et  L,  situées  à  l'infini 
en  deux  points.  Étudions  spécialement  les  sections  hyperboliques  dont 
les  plans  sont  normaux  à  l'axe.  Désignons  par  o  le  sommet,  par  ox  la 
partie  de  l'axe  située  à  droite  de  o  et  par  ox*  la  partie  de  Taxe  située  à 
gauche.  Le  plan  perpendiculaire  à  Taxe  mené  par  le  sommet  o  est  tangent 
à  la  surface,  puisqu'il  est  conjugué  à  la  direction  ox\  il  contient  donc 
deux  génératrices  que  nous  nommerons  og  et  o/,  et  c'est  à  ces  deux 
droites  que  se  réduit  ici  la  section  hyperbolique.  L'hyperbole  obtenue  en 
coupant  par  tout  autre  plan  normal  à  l'axe  doit  donc  avoir  ses  asymptotes 
parallèles  à  o^et  à  ol\  ces  asymptotes  sont  donc  les  intersections  du  plan 
considéré  et  des  deux  plans  fixes  gox^  lox\  par  suite,  si  l'on  désigne  par 
or  et  oz  la  bissectrice  de  l'angle  gol  et  celle  de  son  supplément,  les 
pians  «ojr-,  vox^  devront  contenir  les  axes  de  toutes  ces  hyperboles,  de 
sorte  que  ces  plans  sont  les  plans  principaux;  ils  coupent  la  surface 
suivant  deux  paraboles  ayant  même  sommet  o,  et  pour  axe  l'une  oj:, 
l'autre  ox'  \  car,  si  ces  paraboles  principales  étaient  tournées  du  même 
côté,  par  exemple  toutes  les  deux  à  droite  de  o,  les  sections  hyperboliques 
faites  par  des  plans  normaux  à  l'axe  et  à  droite  de  o  auraient  quatre 
sommets  réels,  ce  qui  est  absurde.  Ainsi,  en  résumé,  les  hyperboles  ob- 
tenues en  coupant  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  sont  situées  :  à 
droite  du  sommet,  dans  l'un  des  angles  formés  par  les  plans  ^o^,  lox  (et 
dans  son  opposé);  et, à  gauche  du  sommet,  dans  le  supplément  de  cet 
angle  (et  dans  son  opposé). 

1221.  Tout  plan  parallèle  à  l'un  des  plans  principaux  coupant  la  sur- 
face suivant  une  parabole  égale  à  celle  que  détermine  ce  plan  princi- 
]!al,  on  voit  que  la  surface  peut  être  engendrée  par  Vune  des  paraboles 
principales  glissant  parallèlement  à  elle-même  de  façon  que  son  sommet 
décrive  l'autre  parabole  principale;  ce  mode  de  génération  est  celui  qvii 
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révèle  le  plus  nettement  la  forme  de  la  surface.  Ajoutons  qu'en  projection 
orthogonale  sur  un  plan  principal,  les  génératrices  enveloppent  la  para- 
bole principale  correspondante. 

Soient/;»  et/V  les  paramètres  des  paraboles  principales  BOB',  COC; 
cherchons  l'équation  du  paraboîoïde,  c'est-à-dire  la   relation  entre  le.s 

Fi*^.  6io, 


constantes  données  p  et/?'  et  les  coordonnées  variables  .r  =  01,  7  =  PM, 
z  -  IP,  d'un  point  quelconque  M  de  cette  surface  (y%.  6  lo  ).  La  section  faite 
par  le  plan  mené  par  M  parallèlement  au  plan  xoy  étant  une  parabole  IZg 
égale  à  la  parabole  BOB',  on  a,  puisque  M  appartient  à  cette  parabole /C^i?, 

j2  =  2/?.CP  =  2/;.KI 

et,  puisque  le  point  G  appartient  à  la  parabole  COC, 

z^=:=2//.K0; 


on  en  déduit 
c'est-à-dire 


•^--^-'-  2(Kl--K0)-20I, 
P      F 


12^2.  Le  plan  gox,  coupant  la  surface  suivant  une  première  généra- 
trice og-,  doit  la  couper  encore  suivant  une  génératrice  du  système  op- 
posé; et  cette  seconde  génératrice  doit  être  à  l'infini,  sans  quoi  l'axe  ox 
rencontrerait  la  surface  en  deux  points  à  distance  finie;  c'est  donc  la 
génératrice  L^.  Or  toute  autre  génératrice  G  du  même  système  que  og^esl 
dans  un  môme  plan  c  avecL,;  les  deux  plans  cr  ^Kgox  ayant  leur  inter- 
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section  L,  à  l'infini  sont  parallèles;  donc  G  est  parallèle  au  plan  ^o.r.  Ainsi, 
toutes  les  génératrices  d'un  système  sont  parallèles  au  plan  gox^  et 
l'on  verrait  de  même  que  toutes  Us  génératrices  de  Vautre  système  sont 
parallèles  au  plan  lox.  Les  deux  plans  fixes  gox^  lox^  prennent  le  nom  de 
plans  directeurs  de  la  surface.  Il  résulte  du  n°  i220  que  les  plans  prin- 
cipaux divisent  en  deux  parties  égales  les  angles  dièdres  formés  par  les 
plans  directeurs. 

Toutes  les  génératrices  d'un  système  étant  parallèles  à  un  même  plan, 
ces  droites  divisent  deux  génératrices  quelconques  de  l'autre  système  en 
parties  proportionnelles,  et  la  surface  peut  être  considérée  comme  ^/?^^//- 
(Irée  par  une  di^oite  mobile  j  or  niant  sur  deux  droites  fixes  deux  divisions 
Jiomographiciues  semblables.  Cette  propriété  est  très-utile  dans  les  ap- 
plications; on  l'utilise  aussi  pour  construire  des  modèles  en  fil  de  la 
surface. 

SURFACES    DU     SECOND    ORDRE    NON    REGLEES. 

1223.  Il  nous  reste  à  étudier  les  surfaces  non  réglées  du  second  ordre. 

Tout  plan  tangent  a  à  Tune  quelconque  de  ces  surfaces  en  un  point  a 
n'a  en  commun  avec  cette  surface  que  le  point  a\  car,  s'il  en  avait  un 
autre  b,  la  droite  ab  serait  commune  au  plan  a  et  au  plan  polaire  jB  de  ^; 
elle  serait  donc  sa  propre  polaire,  et  chacun  de  ses  points  étant  à  lui- 
même  son  conjugué  serait  sur  la  surface.  Il  y  aurait  donc  sur  la  surface 
une  droite  ab.,  et,  par  suite,  il  y  en  aurait  une  infinité. 

Il  suit  de  là  que,  si  l'on  mène  de  part  et  d'autre  d'un  plan  tangent  a 
deux  plans  parallèles  et  infiniment  voisins,  un  seul  de  ces  deux  plans 
rencontrera  la  surface.  Il  y  a  donc  dans  l'espace  des  plans  qui  ne  ren- 
contrent pas  la  surface,  des  plans  qui  la  coupent,  et  des  plans  qui  n'ont 
qu'un  point  commun  avec  elle;  les  pôles  de  ces  plans  sont  pour  les  pre- 
miers intérieurs  à  la  surface,  pour  les  seconds  extérieurs,  et  pour  les 
derniers  situés  sur  la  surface. 

On  classe  les  surfaces  non  réglées  du  second  ordre  par  la  considération 
du  plan  tangent  à  l'infini.  Ce  plan  peut  être  extérieur  à  la  surface,  la 
toucher  ou  la  couper  suivant  une  conique  qui  diffère  de  deux  droites.  De 
là,  trois  surfaces  distinctes  auxquelles  on  donne  les  noms  suivants  : 

n'ayant  aucun  point  à  lin-)  ^,,. 

1      (n,i ^F.lhpscde. 

Surfaces    du    secootll^  ,  i         -     i  • 

Uangenle  au    plan    de  lin-/ 
ordre  sur  lesquelles'     ,.    .  \  Paraboloïde  elliptique. 

on  ne  peut  placer  j  ,*    •■■•••••    •    •  •    '  '  '. 

^         ^  iconpee  jîar  leplan  de  1  innni  i 

aucune  droite.         1         ,        ,  .  i  •  f  rr         ?    i  -  i    ^    i 

F     suivant  une  conique  ordi-^  UjperhotoLde  a  deux  nappes, 

naire ; 

Nous  allons  décrire  successivement  ces  trois  suriaces. 
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ELLIPSOÏDE. 


1224.  L'ellipsoïde  {fig,  6n  )  n'ayant  aucun  point  à  l'infini  n'admet 
que  des  sections  planes  elliptiques.  Le  centre  est  intérieur  à  la  surface, 
ety  par  suite,  les  trois  axes  rencontrent  la  surface  chacun  en  deux  points 
réels;  ces  trois  axes  ont  généralement  des  longueurs  différentes;  combi- 
nés deux  à  deux,  ils  forment  les  axes  des  trois  ellipses  principales.  Les 
sections  par  des  plans  parallèles  à  un  plan  principal  sont  des  ellipses  sem- 
blables à  Tellipse  principale  correspondante,  et  dont  les  sommets  sont 
situés  sur  les  deux  autres  ellipses  principales  :  de  là  un  mode  de  géné- 
ration très-expressif  de  la  surface. 

Fig.  6ii. 


Les  deux  plans  cycliques  passent  évidemment  par  l'axe  moyen  ;  leurs 
traces  sur  le  plan  des  deux  autres  axes  sont  les  diamètres  communs  à 
l'ellipse  principale  située  dans  ce  plan  el  au  cercle  concentrique  décrit 
avec  un  rayon  égal  à  l'axe  moyen.  Tout  plan  parallèle  à  un  plan  cyclique 
coupe  l'ellipsoïde  suivant  un  cercle  ;  le  lieu  des  centres  des  sections  cir- 
culaires est  formé  de  deux  diamètres  de  l'ellipse  principale,  qui  a  pour 
axes  l'axe  maximum  et  l'axe  minimum  ;  ces  diamètres,  qui  sont  respecti- 
vement conjugués  aux  traces  des  deux  plans  cycliques,  rencontrent  l'ellipse 
en  quatre  points  réels  :  ce  soniles ombilics. 

En  désignant  par  «,  b,  c  les  longueurs  des  trois  axes,  et  prenant  res- 
pectivement ces  axes  pour  axes  des  x,  des  y  et  des  z,  on  trouve,  en  rai- 
sonnant comme  au  n*"  1216,  pour  l'équation  de  l'ellipsoïde, 

(i^       h'       c' 
Il  sufiit,  dans  les  formules  du  n"  1216,  de  changer  r^  en  ~  c"^. 
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l-z'^}.  Soient  oa\  ob\  oc',  un  système  de  trois  demi-diamètres  conjugués, 
el  oa,  ob,  oc,  les  trois  demi-axes.  Conservons  le  diamètre  oc'  et  substi- 
tuons à  on'  et  ob'  deux  autres  diamètres  oa"  et  ou"  conjugués  entre  eux 
dans  le  plan  a'ob',  et  dont  l'un  oa"  soit  l'intersection  de  ce  plan  avec  le 
plan  aob\  on  aura 

oa'   -\-  ob'   —  oa"   -h  ob"   . 

Les  trois  droites  oa",  ob',  oc',  formeront  encore  un  système  de  diamètres 
conjugués,  et  le  plan  b"oc'  contiendra  l'axe  oc,  puisque  oa"  est  dans  le 
plan  principal  aob.  Conservons  maintenant  oa",  et  remplaçons  ob"  et  oc'  par 
deux  nouveaux  diamètres  conjugués  situés  dans  le  plan  c'ob",  dont  Tun, 
ob^ ,  soit  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan  aob  ;  alors,  oa"  et  ob^  se  trou- 
vant l'un  et  l'autre  dans  le  plan  principal  aob,  le  conjugué  de  ob^  ne  sera 
autre  que  l'axe  oc,  et  l'on  aura 

ob"   -h  oc'   --^  ob^  -+-  oc  . 

Enfin,  la  comparaison  du  système  actuel  oa",  ob^,  oc,  avec  le  système 
oa,  ob,  oc,  donne 

oa"   -t-  ob^   =  oa   -f-  ob  , 

et,  en  ajoutant  les  trois  relations  précédentes,  on  obtient 

oa'   -i-  ob'   -7-  oc'    —  on   -h  ob    H-  oc  ; 

ce  qui  donne  la  généralisation  du  premier  des  théorèmes  d'Apollonius 

(ii47): 

La  somme  des  carrés  de  trois  diamètres  conjugués  quelconques  est 
constante. 

Le  second  théorème  d'Apollonius  se  généralise  de  même  : 
Le  volume  du  parallélipipède  construit  sur  trois  diamètres  conjugués 
{juelconques  est  constant. 
En  effet,  on  a  évidemment 

vol.  [oa',  ob',  oc')  =  vol.  (oa",  ob",oc'), 

puisque  ces  deux  corps  ont  la  même  hauteur  et  des  bases  équivalentes 
comme  parallélogrammes  construits  sur  les  deux  systèmes  de  diamètres 
conjugués  oa'  et  ob',  oa"  ^i  ob" ^  de  la  section  faite  par  le  plan  a'ob' .  On  a 
de  même 

vol.  ( od' ,  ob" ,  oc'  )  =  vol.  {od' ,  ob^ ,oc)  =  vol.  (o^/,  ob,  oc), 

d'où  résulte 

yo\.{oa',ob',oc']  ^-  \o\.(oa,ob,oc). 
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1226.  Si  deux  des  axes  sont  égaux,  l'ellipsoïde  devient  de  révolution 
autour  du  troisième  axe.  Enfin,  si  les  trois  axes  sont  égaux,  l'ellipsoïde 
se  réduit  à  une  sphère. 

PARABOLOÏDE    ELLIPTIQUE. 

1i27.  Le  paraboloïde  elliptique  [fg.  612)  est  tangent  au  plan  de  Tin- 
fini.  Son  centre  est  donc  à  l'infini,  ainsi  que  l'un  des  plans  principaux  et 
les  deux  axes  qu'il  contient.  11  ne  reste  à  distance  finie  qu'un  seul  axe  et 
les  deux  plans  principaux  qui  passent  par  cet  axe,  auquel  tous  les  dia- 
mètres sont  d'ailleurs  parallèles. 

Fig.  612. 


Toute  section  passant  par  l'axe  est  tangente  à  la  droite  de  l'infini; 
c/est  une  parabole  ayant  pour  axe  l'axe  même  de  la  surface  et  pour  som- 
met le  point  où  cet  axe  rencontre  le  paraboloïde,  c'est-à-dire  le  sommet 
de  cette  surface.  Toute  section  par  un  plan  parallèle  à  Vaxe  est  une 
l)arahole  égale  à  celle  que  déterminerait  un  plan  parallèle  passant  par 
l'axe. 

Les  sections  par  les  plans  non  parallèles  à  Vaxe  sont  des  ellipses, 
puisque  ces  sections  n'ont  aucun  point  commun  à  l'infini.  Les  ellipses  dont 
les  plans  sont  normaux  à  l'axe  ont  leurs  sommets  sur  les  deux  paraboles 
j)rincipales  qui,  par  suite,  sont  situées  Vuneet  Vautre  dhin  même  côté  du 
plan  tangent  au  sommet.  Enfin,  la  surf  ace  peut  être  engendrée  par  Vune 
des  paraboles  principales  glissant  parallèlement  à  elle-même  de  façon 
que  son  sommet  décrive  Vautre  parabole  principale. 

Tous  ces  résultais  s'aperçoivent  aisément  après  ce  qui  a  été  dit  (1219 
et  suiv.)  sur  le  paraboloïde  hyperbolique. 

En  prenant  pour  axe  des  x  l'axe  commun  des  deux  paraboles  princi- 
fales  et  pour  axes  des  y  et  des  z  les  tangentes  au  sommet  de  ces  para- 
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boles,  puis  raisonnant  comme  au  n''  1221,  on  obtient,  pour  l'équation  du 
paraboloïde  elliptique, 

'- 1 ,  "  ?-jr, 

P       P 

Il  suffit  de  changer  dans  l'équation  du  paraboloïde  hyperbolique,  p'  en 

—  p'- 

Ajoutons  que  la  surface  admet  deux  séries  de  sections  circulaires  dont 
les  plans  sont  perpendiculaires  à  la  section  principale  de  moindre  para- 
mètre et  également  inclinés  sur  l'autre  section  principale. 

Si  les  deux  paraboles  principales  ont  même  paramètre,  le  paraboloïde 
devient  de  révolution. 

HYPERBOLOÏDE    A    DEUX    NAPPES. 

1228.L'hyperboloide  à  deux  nappes  (/7i,^  6i3),  étant  coupé  parle  plan  de 
l'infini  suivant  une  conique  ordinaire  C,  a  un  centre  o  placé  à  distance 

Fig.  6i3. 


^^tfV; 


finie  et  extérieur  à  la  surface.  Le  cône  qui  a  le  point  o  pour  sommet  et  la 
conique  C  pour  directrice  est  tangent  à  la  surface  tout  le  long  de  cette  co- 
nique à  l'infini  ;  on  le  nomme  cône  asymptote,  et  la  surface  étant  intérieure 
à  ce  cône  se  compose  de  deux  parties  ou  nappes  séparées,  situées  chacune 
dans  l'une  des  nappes  du  cône.  Les  diamètres  et  plans  diamétraux  conju- 
gués de  la  surface  sont  les  mêmes  que  ceux  du  cône  ;  elle  a  donc  les  mêmes 
axes  que  ce  cône;  Taxe  intérieur  au  cône  rencontre  donc  seul  la  surface 
qui  n'a  que  deux  sommets  réels.  Tout  plan  passant  par  l'axe  transverse 
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coupe  la  conique  C  Oe  l'infini  en  deux  points  et,  par  suite,  la  surface  sui- 
vant une  hyperbole  symétrique  par  rapport  à  cet  axe  et  ayant  pour  som- 
mets réels  les  deux  sommets  réels  de  la  surface;  ce  fait  met  mieux  en- 
core en  évidence  la  division  de  la  surface  en  deux  nappes. 

Les  sections  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  transverse  sont  des 
ellipses  semblables  dont  les  sommets  sont  situés  sur  les  deux  hyperboles 
principales  dont  les  plans  passent  par  l'axe.  Ces  ellipses  se  réduisent  à  un 
point  lorsque  le  plan  sécant  passe  par  l'un  ou  l'autre  sommet;  quand  le 
plan  sécant  est  entre  les  deux  sommets,  la  section  devient  imaginaire. 

Les  plans  cycliques  de  la  surface  sont  les  mêmes  que  ceux  du  cône 
asymptote. 

L'équation  de  la  surface  se  déduit  de  celle  del'hyperboloïde  à  unena[)pr 
en  changeant  b^  en  —  è^;  elle  est 

^  _  -r       ^  _ 

^  ~  >  ^^  <^"^' 

l'axe  des  x  étant  dirigé  suivant  l'axe  réel. 

Cette  surface  n'a  aucune  importance  au  point  de  vue  des  applications. 
Nous  avons  hâte  d'ailleurs  de  terminer  cette  esquisse  déjà  bien  longue 
de  la  théorie  des  surfaces  du  second  ordre.  Le  lecteur  qui  voudra  la  lire, 
la  plume  à  la  main,  en  restituant  les  figures  une  à  une,  n'éprouvera  au- 
cun embarras  pour  démontrer  les  points  secondaires  que  nous  n'avons 
fait  qu'énoncer.  Il  pourra  ensuite,  s'il  veut  pousser  plus  avant  cette  étude, 
consulter  avec  le  plus  grand  fruit  le  Supplément  sur  les  propriétés  pro- 
jectives  des  figures  dans  l'espace,  de  Poncelet;  les  Mémoires  ^q  M.  Chasles 
sur  les  cônes,  sur  les  coniques  sphériques  et  sur  les  surfaces  réglées,  et 
enfin  V Aperçu  historicjue. 


IV.  —  ÉTUDE  DE  QUELQUES  SURFACES  D'ORDRE  SUPÉRIEUR. 

SURFACES    POLAIRES    RÉCIPROQUES. 

1229.  La  méthode  des  polaires  réciproques  s'étend  aisément  aux  figures 
de  l'espace  ;  nous  nous  bornerons  à  quelques  indications  sur  ce  sujet  {voir 
Poncelet,  Traité  des  Propriétés  projectives^  t.  II). 

Deux  surfaces  sont  dites  polaires  réciproques  par  rapport  à  une  surface 
du  second  degré  o-,  lorsque  chacune  d'elles  est  le  lieu  des  pôles  des  plans 
tangents  à  Tautre,  les  pôles  étant  pris  relativement  à  la  surface  auxi- 
liaire <T. 

Pour  que  cette  définition  ne  soit  pas  contradictoire,  il  faut  prouver 
qi'.e,  si  une  surface  ^|>  est  le  lieu  des  pôles  des  plans  tangents  d'une  sur- 
face y,  réciproquement  la  surface  9  sera  le  lieu  des  pôles  des  plans  tan- 
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gents  à  la  surface  -]).  Or,  soient  f/,  /a',  p",  trois  plans  tangents  à  la  sur- 
face <p;  m,  m',  m",  leurs  points  de  contact,  et  /î,  n\  n",  leurs  pôles  par 
rapport  à  o-.  I.e  point  commun  aux  trois  plans  u,  p',  p'^,  a  pour  polaire  le 
plan  rin'n";  mais,  quand  m'  et  m"  tendent  vers  w,  il  en  est  de  même  du 
point  commun  aux  plans  f^,  p.',  p",  et  alors,  les  points  n'  et  //'  tendant 
vers  /?,  le  plan  nn'n"  tend  vers  le  plan  tangent  en  /z  à  la  surface  -^î^.  Donc 
le  point  m  de  la  surface  «p  est  le  pôle  du  plan  tangent  en  /?  à  la  sur- 
face •]>. 

1230.  Quand  deux  surfaces  sont  polaires  réciproques,  la  classe  de  Vune 
est  égale  au  degré  de  Vautre.  Car,  si  une  droite  quelconque  A  rencontre 
la  surface  'f  en  k  points,  à  ces  k  points  répondent  k  plans  polaires  pas- 
sant par  la  droite  B  conjuguée  (i196  )  de  la  droite  A  et  tangents  à  la  sur- 
face ^1^;  et  inversement,  aux  k  plans  menés  par  B  tangentiellement  à  la 
surface  ^|>,  répondent  k  points  communs  à  la  surface  «p  et  à  la  droite  A. 

Il  résulte  de  là  que  la  surface  polaire  réciproque  d^ une  surface  du  se- 
cond degré  est  une  surface  du  second  degré,  puisqu'une  surface  du  second 
ordre  est  de  seconde  classe  (H9I). 

1231.  Le  plus  souvent,  surtout  lorsqu'il  s'agit  de  transformer  des  pro- 
priétés métriques,  on  prend  une  sphère  pour  surface  auxiliaire.  Alors  le 
point  n'  de  la  surface  -^  correspondant  au  point  n  de  la  surface  <p  (Jîg,  617) 
s'obtient  en  abaissant  du  centre  ode  la  sphère  une  perpendiculaire  op  sur 
le  plan  tangent  en  n  à  la  surface  9  et  en  portant  sur  cette  perpendiculaire 
une  longueur  on'  telle  qu'on  ait 

op,on'  =  /■', 

r  étant  le  rayon  delasphère.  D'ailleurs,  comme  la  polarité  est  réciproque, 
le  plan  tangent  en  n'  à  la  surface  ^  est  à  son  tour  perpendiculaire  sur 
on  et  coupe  cette  droite  en  un  point  /?,  tel  que 

on.op^  ~  r^. 

Il  est  évident,  d'après  cela,  que,  si  l'on  considère  un  ellipsoïde  s  ayant 
pour  axes  «,  ^,  c,  sa  polaire  réciproque  par  rapport  à  une  sphère  concen- 
trique de  rayon  r  est  un  autre  ellipsoïde  dont  les  axes  sont  dirigés  sui- 
vant les  même  droites  que  ceux  du  premier  et  ont  respectivement  pour 

r"     r»     r^ 
longueurs  —7-7-7  — 
^  a      ù       c 

1232.  Nous  terminerons  ce  paragraphe  par  une  remarque  qui  nous  sera 
bientôt  utile  et  qui  se  rattache  à  la  théorie  des  pôles  et  des  polaires. 

Si,  cVun  point  quelconque  n  d'un  ellipsoïde,  on  abaisse  un  plan  nsr per- 
pendiculaire sur  l'un  des  axes  ox  de  cette  surface,  et  si  l'on  désigne  par 
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S  le  point  OÙ  ce  })lan  coupe  la  perpendiculaire  op  menée  du  centre  o  scr 
le  plan  pnt  tancent  en  n,  on  a  la  relation 

os .  op  ==  y? , 

a  étant  la  longueur  de  Vaxe  dirigé  suivant  ox  [fig.  6f  i). 
En  effet,  le  plan  nsr  a  pour  pôle,  par  rapport  à  l'ellipsoïde,  le  puint  t 


où  le  plan  tangent  en  n  coupe  Taxe  ox\  mais  ce  plan  a  le  même  pôle 
par  rapport  à  l'ellipsoïde  et  par  rapport  à  la  sphère  concentrique  de 
rayon  a.  Donc  le  plan  pnt  passant  par  t  doit  avoir  son  pôle  par  rapport 
à  la  sphère  dans  le  plan  nsr^  et,  comme  ce  pôle  doit  être  sur  op^  il  n'est 
autre  que  le  point  s^  ce  qui  entraîne  la  relation  ci-dessus. 


SUIl  FACES     APSIDALES. 


1233.  Deux  surfaces  <p  et  ^!>  sont  dites  apsidales  l'une  de  l'autre  par 
rapport  à  un  point  fixe  o,  lorsque  toute  sphère  ayant  o  pour  centre  lo^ 
coupe  suivant  deux  lignes  A  et  B,  telles  que  les  cônes  a  et  p  ayant  o  pour 
sommet  commun  et  les  lignes  A  et  B  pour  directrices  soient  (l^Ofi) 
supplémentaires  [fig,  6i5). 

Fig.  6i5. 


Deux  points  m  et  n  de  deux  surfaces  apsidales  sont  dits  correspon- 
dants lorsqu'ils  appartiennent  à  la  fois  à  deux  lignes  sphériques  corres- 
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poîidantes  A  et  B  et  à  deux  génératrices  correspondantes  des  deux  cônes 
supplémentaires  a  et  [5.  Ainsi,  m  étant  un  point  quelconque  de  la  sur- 
face ^,  on  décrira  une  sphère  du  point  o  comme  centre  et  avec  oni  pour 
rayon;  A  étant  l'intersection  de  la  surface  <p  et  de  la  sphère,  et  a  étant  le 
cône  ayant  o  pour  sommet  et  A  pour  directrice,  on  élèvera  par  le  point  o 
une  perpendiculaire  on  au  plan  qui  touche  le  cône  a  suivant  la  généra- 
trice om\  le  point  n  où  cette  perpendiculaire  rencontre  la  sphère  sera  le 
point  de  la  surface  -^  qui  correspond  au  point  m  de  la  surface  ^. 

THÉORÈiME. 

1231.  Les  plans  tangents  i^  et  v  aux  points  correspondants  m  et  n  de 
deux  surjaces  apsidalcs  «^  et  ^\  sont  perpendiculaires  au  plan  mon  et  per- 
pendiculaires entre  eux. 

En  effet,  la  tangente  ml  à  la  courbe  sphérique  A  (fig.  6i5)  est  à  angle 
droit  sur  le  rayon  om  de  la  sphère;  elle  est  aussi  à  angle  droit  sur  la 
droite  on^  puisque  on  est  perpendiculaire  au  plan  omT]  donc  cette  tan- 
gente est  perpendiculaire  au  plan  mon,et^  parsuite,  il  en  est  de  même  du 
plan  p  qui  contient  mT. 

On  voit  de  même  que  le  plan  v  est  perpendiculaire  au  plan  mon. 

Il  reste  à  montrer  que  les  plans  p  et  v  sont  perpendiculaires  entre  eux, 
ou  bien,  puisqu'ils  sont  l'un  et  l'autre  perpendiculaires  au  plan  mon,  que 
leurs  traces  sur  ce  dernier  plan  sont  rectangulaires.  Or,  soit  m^  (Jig.  616) 


¥iQ,  6i<i. 


rig,  617. 


î<n; Rr 


V^^"" 


\\    ,^ 


u  yx 


un  point  voisin  de  m  sur  la  section  de  la  surface  ^  par  le  plan  mon  qui 
est  pris  ici  pour  plan  de  la  figure  ;  la  droite  nm^  sera  à  la  limite  la  trace 
du  plan  pt,.  Soit  n^  le  point  de  la  surface  ^  qui  répond  à  /«,  ;  rabattons  le 
triangle  0/2/2,  en  onn^  sur  le  plan  de  la  figure,  par  une  rotation  autour 
de  on.  Le  plan  nn^n^  esta  la  limite  tangent  suivant  nn^  au  cône  de  révo- 
lution que  décrit  /2/?,  en  tournant  autour  de  no\  il  est  donc  perpendicu- 
laire au  plan  de  la  figure,  et,  par  suite,  nn^  est  à  la  limite  la  trace  du 
planv.  Pour  un  motif  analogue,  la  droite  oji^  peut  être  considérée  comme 
!a  projection  orthogonale  de  on^\  donc  l'angle  m^on^  est  droit  comme 
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étant  la  projection  d'un  angle  droit  mion^  dont  un  côté  om^  est  dans  le 
plan  de  projection.  Il  suit  de  là  que  le  triangle  non^  n'est  autre  que  le 
triangle  niom^  qui  aurait  tourné  de  90  degrés  autour  du  point  o  dans 
son  plan;  les  droites  /??/;/,,  nn^^  sont  donc  à  la  limite  perpendiculaires  Tune 
à  l'autre. 

Corollaires. 

1235,  i"  Les  normales  en  ?n  et  n  aux  surfaces  «p  et  ^  sont  contenues 
dans  le  pian  mc/n  et  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

2"*  Les  perpendiculaires  abaissées  du  point  o  sur  les  plans  tangents  pt 
et  V  sont  contenues  dans  le  plan  mon^  et  leurs  longueurs,  c'est-à-dire  les 
distances  du  point  o  aux  plans  u.  et  v,  sont  égales. 

3°  La  section  de  la  surface  ?p  par  le  plan  juoT  [Jig.  6i5)  a  pour  tan- 
gente en  m  l'intersection  du  plan  oniT  et  du  plan  a;  cette  intersection 
est  donc,  comme  chacun  de  ces  deux  plans,  perpendiculaire  au  plan  mon 
et  par  suite  à  la  droite  om.  Donc  la  droite  om  est  une  normale  à  cette 
section,  et  l'on  peut  donner  des  surfaces  apsidales  cette  définition,  que 
Mac-Cullag  prend  pour  point  de  départ  dans  le  tome  XVII  des  Transac- 
tions of  the  Royal  Irish  Académie  :  La  surface  apsidale^  dhine  surface 
donnée  ^  par  rapport  à  un  point  o  est  le  lieu  des  poi?its  obtenus  en  por- 
tant, à  paj'tir  de  0,  perpendiculawement  à  chaque  plan  passant  par  ce 
point,  des  longueurs  égales  aux  normales  abaissées  du  point  o  sur  la  sec- 
tion faite  dans  la  surface  cp  par  le  plan  considéré. 

THÉORÈME. 

1236.  Si  deux  surfaces  s  et  s'  sont  polaires  réciproques  par  rapport  à 
une  spJière  de  centre  0  ,  leurs  apsidales  '•p  et  (p',  relatives  eut  point  o, 
sont  polaires  réciproques  par  rapport  à  la  même  sphère  [fig,  617). 

En  effet,  soient  n  et  n'  deux  points  homologues  de  e  et  de  s',  et  m 
et  nt  les  points  correspondants  de  <p  et  de  ^' ,  Prenons  pour  plan  de  la 
figure  le  plan  norï ^  et  désignons  par  v,  v',  p.,  p',  les  plans  tangents  aux 
surfaces  £,  c  ^  f,  '/,  aux  points  /z,  n\  w,  m\  D'après  le  corollaire  (2''), 
puisque  on'  est  perpendiculaire  au  plan  v,  la  droite  0/72  est  située  dans  le 
plan  de  la  figure,  et  il  en  est  de  même  de  o/w',  puisque  le  plan  v'  est  per- 
pendiculaire à  on.  D'ailleurs,  si  l'on  abaisse  np  et  mq  perpendiculaires  à 
on'  et  à  om\  ces  lignes  seront  les  traces  des  plans  v  et  pt,  et  Ton  aura 
non-seulement  on'  —  om' ^  mais  encore  (même  corollaire)  op  =  oq.  Donc 

la  relation 

op.  on'  —  r^, 

où  r  est  le  rayon  de  la  sphère  auxiliaire,  équivaut  à 

oq.oni  — -  /-^ 
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ce  qui  prouve  que  les  surfaces  <p  et  ^/  sont  polaires  réciproques  par  rap- 
port à  la  sphère  de  centre  o  et  de  rayon  r. 

SURFACE    DES    ONDES. 

1237.  Supposons  qu'une  suite  d'ébranlements  périodiques  ait  lieu  en 
un  point  d'un  milieu  biréfringent  :  le  mouvement  vibratoire  se  propagera 
dans  toutes  les  directions  autour  de  ce  point,  et,  au  bout  de  l'unité  de 
temps,  le  premier  ébranlement  sera  parvenu  sur  une  certaine  surface 
que  Fresnel  a  considérée  le  premier  et  à  laquelle  on  donne  le  nom  de  sur- 
face des  ondes. 

Laissant  complètement  de  côté  le  point  de  vue  physique,  nous  allons 
ici  étudier  géométriquement  cette  surface  intéressante  et  signaler  les  par- 
ticularités curieuses  qu'offre  sa  forme. 

Nous  partirons  de  la  définition  suivante  : 

La  surface  des  ondes  est  la  surface  apsidale  ^  d^un  ellipsoïde  s,  par 
rapport  au  centre  de  cette  dernière  surface. 

Le  théorème  du  n°  1236  montre  que  la  polaire  réciproque  de  la  sur- 
face des  ondes  (^  par  rapport  à  une  sphère  concentrique  à  ^ellipsoïde  s 
est  encore  une  surface  des  ondes;  c'est  la  surface  apsidale  ^'  de  l'ellip- 
soïde s',  polaire  réciproque  de  l'ellipsoïde  primitifs. 

Le  théorème  du  n°  1234  permet  de  construire  le  plan  tangent  et  la  nor- 
male en  un  point  quelconque  de  la  surface  des  ondes. 

Enfin,  en  combinant  le  théorème  du  n"»  1236  et  les  corollaires  du  théo- 
rème du  n"  1234,  on  voit  que  la  surface  des  ondes  ^  peut  être  déduite  des 
ellipsoïdes  s  et  s'  de  la  manière  suivante  : 

i""  Si,  par  le  centre  de  V ellipsoïde  z,  on  élève  une  perpendiculaire  à 
chaque  plan  diamétral,  et  qu'on  porte  sur  cette  perpendiculaire,  à  partir 
du  centre,  des  longueurs  égales  aux  demi-axes  de  la  section  diamétrale 
considérée,  le  lieu  des  extrémités  de  ces  longueurs  est  la  surface  <^. 

2°  Si,  à  chaque  plan  diamétral  de  V ellipsoïde  z',  on  mène  des  plans  pa- 
rallèles  à  des  distances  de  ce  plan  égales  aux  longueurs  des  demi-axes  de 
la  section  diamétrale  considérée,  la  surface  <p  est  la  su? face  tangente  à 
tous  ces  plans. 

1238.  Étudions  maintenant  la  forme  de  la  surface  en  partant  de  la  pre- 
mière de  ces  deux  définitions. 

On  voit  d'abord  immédiatement  que  la  surface  <p  admet  le  même  centre 
o  et  les  mêmes  plans  principaux  xoy^  yoz^  zox^  c'est-à-dire  les  mêmes 
plans  de  symétrie  que  l'ellipsoïde  s.  Désignons  par  «,  b^  c,  les  longueurs 
des  trois  axes  de  cet  ellipsoïde  qui  sont  dirigés  respectivement  suivant  ox, 
or,  oz:  supposons  a^  b'^  c^  et  cherchons  les  sections  principales  de  la 
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surface  des  ondes,  c  est-à-dire  les  sections  de  cette  surface  par  les  plans 
principaux  xo/,  yoz^  zoœ. 

Pour  qu'un  point  de  la  surface  ^  soit  dans  le  plan  xoj,  il  faut  et  il 
suffît  que  le  plan  diamétral  correspondant  soit  perpendiculaire  au  plan 
xoy,  c'est-à-dire  passe  par  l'axe  oz;  mais  chacune  des  sections  diamé- 
trales passant  par  gz  a  pour  demi-axes  le  demi-axe  mineur  c  de  l'ellip- 
soïde et  l'un  des  demi-diamètres  de  l'ellipse  (ûb).  La  section  de  la  sur- 
face cp  se  compose  donc  du  cercle  qui  a  pour  centre  o  et  pour  rayon  c,  et 
de  l'ellipse  {ab)  qu'on  aurait  fait  tourner  de  90  degrés  autour  de  son 
centre;  d'ailleurs,  le  cercle  est  intérieur  à  l'ellipse,  puisque  son  rayon  c 
est  inférieur  à  la  fois  aux  deux  demi-axes  /^  et  «  de  l'ellipse  ;  nous  dési- 
gnerons le  cercle  par  C  et  l'ellipse  par  C. 

On  voit  d'une  manière  analogue  que  la  section  faite  par  le  plan  yoz  se 
compose  du  cercle  qui  a  pour  centre  o  et  pour  rayon  a,  et  de  l'ellipse  (  ^6") 

rig.  618. 


qui  aurait  tourné  de  90  degrés  autour  du  point  0;  ici,  c'est  l'ellipse  qui 
est  intérieure  au  cercle,  puisque  le  rayon  de  ce  cercle  est  plus  grand  que 
chacun  des  demi-axes  de  l'ellipse  ;  nous  désignerons  ce  cercle  et  cette 
ellipse  respectivement  par  A  et  A'. 

Enfin,  le  plan  zoj:  coupe  la  surface  «p  suivant  le  cercle  ayant  o  pour 
centre  et  b  pour  rayon,  et  suivant  l'ellipse  [ca)  qu'on  aurait  fait  tourner 
de  90  degrés  autour  du  point  o.  Ce  cercle,  que  nous  désignerons  par  B, 
et  cette  ellipse,  que  nous  désignerons  par  B',  se  coupent  en  quatre  points 
réels,  puisque  le  rayon  b  du  cercle  a  une  valeur  comprise  entre  les  va- 
leurs aeic  des  demi-axes  de  Tellipse.  Ces  points  reçoivent  le  nom  d'om- 
bilics de  la  surface  des  ondes. 

D'après  cela,  pour  se  rendre  compte  de  la  forme  de  la  surface,  en  se 
bornant,  bien  entendu,  à  la  partie  comprise  dans  le  trièdre  des  coordon- 
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nées  positives  ,  on  imaginera  que  ce  trièdre  soit  fenda  suivant  l'axo 
des/,  et  que  l'on  ait  rabattu  la  face  zof  en  zoj\  sur  le  plan  des  zx,  et  la 
face  .rof  en  ,vof^  sur  le  même  plan  des  zx.  Les  trois  faces  étant  ainsi  ap- 
pliquées sur  le  même  plan,  on  pourra  dessiner  avec  exactitude  les  trois 
couples  de  sections  principales  en  se  bornant  au  quart  de  chacune 
d'elles,  comme  on  le  voit  sur  lay/^.  6i8.  Il  suffit  dès  lors  de  ramener  par 
ia  pensée  les  trois  plans  dans  leur  position  primitive,  de  manière  à  re- 
former le  trièdre,  pour  acquérir  une  idée  nette  de  la  forme  de  la  surface 
telle  qu'on  la  voit  en  perspective  dans  hji^.  619;  on  aménagé  dans  cette 
figure  une  ouverture  qui  permet  de  voir  la  nappe  intérieure.  Quant  à  la 
//g\  620,  elle  représente  le  corps  solide  ou  noyau  qui  serait  recouvert  par 
la  nappe  intérieure  seul{\ 


¥i{r,    6li). 


Fiff.  620. 


THÉORÈME. 

1239.  La  sphère  qui  passe  par  un  point  quelconque  m  de  la  surface  et 
par  la  projection  q  du  centre  sur  le  plan  tangent  en  ce  point,  et  qui  a  son 
centre  sur  Vun  des  axes,  coupe  le  plan  principal  perpendiculaire  à  cet 
axe  suivant  le  cercle  principal  correspondant. 

Par  exemple,  la  sphère  qui  passe  par  ///  et  q  et  qui  a  son  centre  sur 
l'axe  ox  coupe  le  plan  yoz  suivant  le  cercle  A. 

En  effet,  soient  {fig.  621)  n  un  point  quelconque  de  l'ellipsoïde  i,p  la 
projection  du  centre  o  sur  le  plan  tangent  en  n,  et  ns  la  trace  sur  le  plan 
nop  (qui  est  ici  pris  pour  plan  de  la  figure)  du  plan  mené  par  n  perpen- 
diculairement à  Taxe  ox.  Faisons  tourner  la  figure  de  90  degrés  dans  son 
plan  autour  du  point  o,  de  manière  à  l'amener  en  omqg;  m  sera  un  point 
quelconque  de  la  surface  des  ondes  et  q  la  projection  du  centre  o  sur  le 
plan  tangent  en  ce  point.  Quant  à  la  droite  /w^,  nouvelle  position  de  nsy 


.')02  GÉOMÉTRIE    DAKS    l'e^PACK. 

elle  sera  perpendiculaire  à  ns  et,  par  suite,  parallèle  à  la  projection  de 
l'axe  ox  sur  le  plan  de  la  figure;  on  aura  d'ailleurs  (1232;  o^.oq  —  à^. 
Cela  posé,  imaginons  le  point  c  où  l'axe  ox  coupe  le  plan  mené  perpen- 
diculairement à  la  droite  qm  par  son  milieu  i\  c  sera  le  centre  de  la  sphère 
considérée;  soient  <i  sa  projection  sur  le  plan  de  la  figure  et  h  sa  distance 
à  ce  plan.  En  désignant  par  p  le  rayon  du  cercle  suivant  lequel  la  sphère 
coupe  le  plan  principal  zo/,  on  aura 

p^  --  cm  —  co  =  (/^^  H-  dnf  )  —  [h^  -+-  do^)  =  dm  —  do  , 

ou,  en  appelant  k  le  point  de  rencontre  de  mg  et  de  la  droite  id  qui  est 
parallèle  à  oq, 

p'^  =  dm  —  mk  =  \di   h-  im  )  ~\  ik  ■+  Jin  )  =  di  —  // 

=  (c//-f-  ik)  [di  —  ik)  =  [dk  -\-  'lik)  dk  =  og  (og -h gq]  =  og.oq, 

c'est-à-dire,  d'après  la  relation  ci-dessus,  p  =  «,  ce  qui  prouve  que  le 
cercle  d'intersection  n'est  autre  que  le  cercle  principal  A. 


1240.  Ce  théorème,  qu'un  géomètre  anglais,  M.  Ni\en,  a  trouvé  par 
l'analyse,  etdont  nous  venons  de  donner  une  démonstration  géométiique, 
fournit  une  nouvelle  solution  du  problème  du  plan  tangent  et  une  expli- 
cation simple  des  particularités  de  la  surface. 

Veut-on  le  plan  tangent  en  un  point  a//?  On  considérera  les  trois  sphères 
passant  par  le  point  m  et  par  chacun  des  cercles  principaux  A,  B,  C;  le 
second  point  commun  à  ces  trois  sphères  sera  le  point  q,  projection  du 
rentre  o  sur  le  plan  tangent  cherché,  qui,  par  suite,  n'est  autre  que  le 
plan  mené  par  q  à  angle  droit  sur  oq. 

Inversement,  un  plan  tangent  étant  donné,  veut-on  le  point  de  contact? 
Par  la  projection  q  du  centre  o  sur  le  plan  donné,  et  par  chacun  des  cercles 
principaux  A,  B,  C,  on  mènera  trois  sphères,  et  le  second  point  commun 
mÙG  ces  sphères  sera  le  point  de  contact  du  plan  tangent  considéré. 

1241.  Revenons  à  la  section  de  la  surface  par.  le  plan  zox,  laquelle  se 
compose  du  cercle  B  et  de  l'ellipse  B'  qui  ont  quatre  points  communs 
réels  tels  que  «,  et  quatre  tangentes  communes  réelles,  telles  que  t^»' 
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[fg.  6i8  ).  Cherchons  le  plan  tangent  en  u  à  la  surface  des  ondes.  La  pro- 
jection du  centre  o  sur  ce  plan  tangent  doit  être  le  second  point  commun 
aux  trois  sphères  passant  par  w  et  par  chacun  des  cercles  principaux  A,  B,C; 
mais,  comme  le  point  u  est  sur  le  cercle  B,  la  sphère  correspondant  à  ce 
cercle  est  indéterminée,  et  l'on  trouve  pour  la  projection  du  centre  sut 
le  plan  tangent,  non  pas  un  point,  mais  un  lieu  qui  est  le  cercle  dlntersec- 
tion  des  sphères  passant  par  u  et  par  chacun  des  cercles  A  et  G,  et  dont 
le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  zox.  Il  en  résulte  que  la  surface 
admet  au  point  u  une  infinité  de  plans  tangents  ayant  pour  enveloppe  un 
cône  dont  le  sommet  est  au  point  u  et  dont  les  tangentes  au  cercle  B  et 
à  l'ellipse  B'  sont  deux  génératrices  opposées. 

Considérons  en  second  lieu  la  tangente  commune  vw.  Le  plan  tt  élevé 
par  cette  ligne  perpendiculairement  au  plan  zox  est  évidemment  tangent 
à  la  surface  des  ondes  aux  points  v  et  w.  Il  est  facile  de  voir  que  le  plan  tt 
touche  la  surface  tout  le  long  du  cercle  décrit  dans  ce  plan  sur  vw  comme 
diamètre.  En  effet,  le  point  de  contact  du  plan  tt  doit  être  le  second  point 
commun  aux  trois  sphères  passant  par  la  projection  u  du  centre  o  sur  ce 
plan  et  par  chacun  des  trois  cercles  principaux  A,  B,  C;  mais,  le  point  i^ 
étant  sur  le  cercle  B,  la  sphère  relative  à  ce  cercle  est  indéterminée,  et 
l'on  trouve  pour  le  point  de  contact,  non  pas  un  point  unique,  mais  un 
lieu  qui  est  le  cercle  commun  aux  deux  sphères  déterminées  par  le  point 
if  et  par  chacun  des  cercles  A  et  C  ;  ce  cercle,  dont  le  plan  est  évidemment 

Fiiî.  622. 


perpendiculaire  au  plan  zox,  n'est  autre  que  le  cercle  décrit  dans  le  plan 
TT  sur  (w  comme  diamètre. 

Ainsi,  la  surface  des  ondes  a  quatre  points  coniques  et  quatre  cercles  de 
contact.  La/]o.  622  représente  la  section  de  la  surface  par  un  plan  pas- 
sant par  les  quatre  points  coniques  {'). 

(*)  M.  Mannheim  a  démontre  les  propriétés  principales  de  cette  surface  et 
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4242.  M.  Darboiix,  qui  a  étudié  {Comptes  rendus,  t.  XCII)  la  surface 
qu'on  obtient  quand  les  cercles  A,  B,  G  ont  des  positions  quelconques 
dans  l'espace,  a  déduit  du  théorème  de  M.  Niven  le  moyen  de  construire 
les  points  (et  par  suite  les  plans  tangents)  de  la  surface  des  ondes  sans 
passer  par  la  considération  de  l'ellipsoïde. 

0  étant  le  centre  de  la  surface  des  ondes  et  q  le  second  point  d'inter- 
section des  trois  sphères  passant  respectivement  par  les  cercles  A,  B,  C 
et  par  un  point  quelconque  m  de  la  surface,  l'angle  0<//«  est  droit;  et  il 
est  clair  que  cette  propriété  constitue  une  définition  de  la  surface;  car, 
si  m  est  un  point  quelconque  de  l'espace  et  </  le  second  point  commun 
aux  sphères  déterminées  par  m  et  par  les  cercles  A,  B,  C,  l'angle  Oqm 
n'est  plus  droit. 

Cela  posé,  prenons  deux  sphères  quelconques  passant  l'une  par  le 
cercle  A,  l'autre  par  le  cercle  B,  et  cherchons  les  points  de  la  surfaco 
(jii  sont  situés  sur  le  cercle  7  commun  à  ces  deux  sphères.  Il  résulte 
immédiatement  des  propriétés  des  axes  radicaux  que  toute  splière  pas- 
sant par  le  troisièrae  cercle  C  coupera  7  en  deux  points  p  et  y.',  tels  que 
la  droite  uu!  aille  passer  par  un  point  fixe  n  situé  sur  la  droite  commune 
aux  plans  des  cercles  C  et  7.  Si  le  point  p.  appartient  à  la  surface,  il 
faudra  que  l'angle  0|:/^w',  c'est-à-dire  l'angle  Ou.n^  soit  droit.  Donc  le 
point  'X  sera  sur  la  sphère  admettant  0^  pour  diamètre.  Cette  construc- 
tion donne  deux  points  sur  le  cercle  7. 

TORE. 

1243.  Le  tore  (895)  est  la  surface  apsidale  d'une  sphère  par  rapport 
à  un  point  quelconque  de  l'espace.  En  effet,  cette  surface  apsidale  est 
évidemment  de  révolution  autour  de  la  droite  oz  qui  joint  le  point 
considérée?  au  centre  de  la  sphère;  d'ailleurs,  comme  le  plan  tangent  à  la 
sphère  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  du  point  de  contact,  il  résulte 
du  mode  de  correspondance  (1233)  entre  les  points  de  deux  surfaces  ap- 
sidales  que  la  méridienne  de  cette  surface  de  révolution  n'est  autre  qu'un 
grand  cercle  de  la  sphère  qui  aurait  tourné  de  90  degrés  dans  son  plan 
autour  du  point  y. 

La  méridienne  complète  se  compose  de  deux  cercles  &>  et  w'  symétriques 
par  rapport  à  l'axe  oz\  le  point  0,  qui  est  sur  l'axe  et  qui  est  le  milieu  de 
ww',  est  le  centre  du  tore;  nous  désignerons  par  d\Q  rayon  moyen  ow  du 
tore  et  par  r  le  rayon  w/du  cercle  méridien  oj. 


obtenu  plusieurs  propriétés  nouvelles  par  d'élégantes  considérations  de  Géo- 
métrie cinématique  {Comptes  rendus,  1867  et  1874;  Congres  de  Ldle,  1874,  de 
JSautes,   1875,  et  du  Havre,  1877;  Cours  de  Géométrie  descriptive,  1880). 
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i244-.  Tout  plan  bitangent  P  coupe  le  tore  suivant  le  système  de  deux 
cercles.  (Y VON  Villârceau,  Comptes  rendus,  1848.) 

En  effet,  prenons  pour  plan  delà  figure  [fig.  628)  leplan  méridien  per- 
pendiculaire au^plan  P;  les  deux  points  de  contact /et  /'  seront  (887) 
situés  dans  ce  plan  méridien,  de  sorte  que  la  trace  du  plan  P  sera  la 
tangente  commune  intérieure  fof  aux  cercles  w  et  w'.  Désignons  par  M 
un  point  quelconque  de  la  section,  et  soit  gn  la  trace  du  parallèle  qui 
passe  par  ce  point  ;  le  point  M  se  projettera  en  m  sur  gn  eiff^  et  l'on  aura 

Fig.  623. 


oM  =  on^  puisque  oM  et  on  sont  deux  génératrices  du  cône  qui  a  pour 
sommet  le  point  o  et  pour  base  le  parallèle  gn.  Si  l'on  rabat  le  plan  P,  au- 
tour de/T',  sur  le  plan  de  la  figure,  le  point  M  viendra  donc  sur  la  per- 
pendiculaire élevée  au  point  m  sur  ^^' en  un  point  Mi  tel,  queoMi  =  on. 
Gela  posé,  prolongeons  /zw  jusqu'à  sa  rencontre  s  ayec/f  et  menons  oc 
perpendiculaire  sur  ww;  le  rapport  deoe  à  w/est  égal  à  celui  de^o  à  s  m 
ou  encore  à  celui  de  cm  à  w/z  et,  comme  (^f=^^n^  on  a  om—oe; 
l'égalité  des  triangles  rectangles  ocn,  omMi,  montre  alors  que  l'angle  ont, 
est  égal  à  oMim  et,  par  suite,  à  Mio/,  oA  étant  la  perpendiculaire  élevée 
par  o  sur  ff.  Si  Ton  prend  ok  =  r,  les  triangles  oXMi,  oo)n,  seront  donc 
égaux,  et  l'on  aura  Mi/-  =  ow  =  d.  On  voit  ainsi,  en  redressant  le  plan, 
que  la  section  se  compose  de  deux  cercles  dont  le  rayon  est  égal  au  rayon 
moyen  d  du  tore  et  dont  les  centres  sont  situés  de  port  et  d\nitre  de  o^  à 
une  distance  égale  à  r,  sur  la  perpendiculaire  menée  par  o  au  plan  de 
la  figure. 
Par  tout  point  du  tore  passent  donc  quatre  cercles  de  la  surface;  ce 
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sont  le  parallèle,  le  méridien,  et  deux  des  quatre  cercles  suivant  lesquels 
le  tore  est  coupé  par  les  plans  tangents  menés  par  ce  point  au  cône  1 
qu'engendre  la  droite /f  en  tournant  autour  de  l'axe  oz. 

1245.  Toute  sphère  bitangente  coupe  le  tore  suivant  un  système  de  deux 
cercles,  (Mannheim,  Nomelles  Annales,  i856.) 

En  effet,  prenons  pour  plan  de  la  figure  le  plan  du  centre  c  de  la 
sphère  et  de  l'axe  oz  du  tore.  Ce  plan  méridien  renferme  les  deux  points 
de  contact/;»  et/?',  puisque  les  normales  poi, p'tù\  en  ces  points  passent 
par  c  et  rencontrent  oz.  Les  points  p  et/?'  étant  d'ailleurs  deux  points 
antihomologues  des  cercles  w  et  w',  la  droite  pp'  passe  par  le  centre  de 
similitude  o.  Soient  P  et  Q  les  plans  tangents  au  cône  2  menés  par  la 
droite/?/?',  et  T  le  plan  tangent  commun  à  la  sphère  et  au  tore  au  point  /?; 
Tun  ô  des  deux  cercles  suivant  lesquels  le  plan  p  coupe  le  tore  passe  par 
/.'  et  p'  et  a  pour  tangente  en  p  l'intersection  L  des  plans  P  et  T;  mais 
le  cercle  c  que  le  plan  P  détermine  dans  la  sphère  passe  aussi  par  les 
points  p  et  /?'  et  a  pour  tangente  en  p  la  droite  L.  Donc  les  cercles  0  et  a- 
coïncident,  et  l'on  verrait  de  même  que  le  cercle  que  le  plan  Q  détermine 
dans  la  sphère  coïncide  avec  l'un  de  ceux  que  ce  plan  détermine  dans 
lo  tore. 

1246.  Nous  terminerons  ces  notions  sur  le  tore  par  la  solution  d'un 
problème  qui  se  présente  dans  les  applications  (Manniïedi,  Cours  de 
Géométrie  descriptive,  i88o)  : 

Etant  donné  un  tore  et  un  point  quelconque  S  de  l'espace,  mener  par 
le  point  S  des  droites  bitangentes  au  tore. 

Soit  SL  l'un  de  ces  rayons  bitangents  ;  en  tournant  autour  do  l'axe  de 
révolution  du  tore,  il  engendre  un  hyperboloïde  de  révolution  qui  touche 
le  tore  suivant  les  deux  parallèles  engendrés  par  la  rotation  des  points 
de  contact  de  la  droite  SL. 

Considérons  le  plan  méridien  qui  passe  par  le  point  donné  S.  Ce  plan 
coupe  le  tore  suivant  deux  cercles  Ci  et  C2  et  F  hyperboloïde  suivant  une 
hyperbole  passant  par  S  et  bitangente  à  chacun  des  cercles  Ci  et  C2. 
Soient  S/>,  S^  les  tangentes  menées  de  S  aux  cercles  Ci  et  C2;  prenons 
sur  S/?,  Sr  =  S<7,  en  sorte  que  pr  =  Sp  ~  Sq.  L'hyperbole  est  le  lieu 
des  points  pour  lesquels  la  différence  des  tangentes  menées  de  ces  points 
aux  cercles  Ci  et  C2  est  constante  et  égale  à  pr.  Si  donc  on  décrit,  dans 
lo  plan  méridien  considéré,  un  cercle  concentrique  à  Ci  et  passant  par  r, 
ce  eercle  coupera  C2  en  deux  points  a  ei  b  qui  seront  les  points  où  l'hy- 
perbole touche  le  cercle  C2.  Ces  points  appartiennent  aux  parallèles  de 
contact  du  tore  et  de  l'hyperboloïde.  Les  rayons  bitangents  demandés 
seront  donc  les  droites  qui,  passant  par  S,  s'appuient  sur  ces  deux  pa- 
rallèles, c'est-à-dire  les  génératrices  communes  aux  deux  cônes  qui  ont 
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le  point  donné  S  pour  sommet  commun  et,  pour  bases  respectives,  les 
parallèles  engendrés  par  <2  et  ^. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  voir  ce  que  devient  la  construction 
lorsque  le  point  S  s'éloigne  à  l'infini  dans  une  direction  donnée,  c'est- 
à-dire  lorsqu'il  s'agit  de  mener  au  tore  des  rayons  bitan^ents  et  parallèles 
à  une  droite  donnée. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 

SUR   LA  GÉOMÉTRIE   DANS    L'ESPACE, 


LIVRE    V. 

LE   PLAN. 


g§  î,  IL  —  Premières  notions  sur  le  plan.  —  Droites  et  plans 

parallèles. 

531.  Mener  par  un  point  donné  une  droite  qui  rencontre  deux  droites 
données  non  situées  dans  un  même  plan. 

532.  Mener  à  une  droite  donnée  une  parallèle  qui  s'appuie  sur  deux 
droites  données  non  situées  dans  un  même  plan. 

533.  Mener  par  un  point  donné  une  droite  qui  rencontre  une  droite  et 
un  cercle  non  situés  dans  un  même  plan. 

534.  Dans  tout  quadrilatère  gauche,  c'est-à-dire  dont  les  côtés  ne  sont 
pas  situés  dans  un  plan  unique,  les  milieux  des  côtés  sont  les  sommets 
d'un  parallélogramme. 

535.  Plusieurs  droites  étant  données  en  grandeur,  direction  et  sens,  si 
on  les  transporte  parallèlement  à  elles-mêmes,  de  telle  sorte  que  l'extré- 
mité de  chacune  d'elles  se  confonde  avec  l'origine  de  la  suivante,  la  droite 
qui  part  de  l'origine  de  la  première  et  aboutit  à  l'extrémité  de  la  der- 
nière prend  le  nom  de  résultante  des  droites  proposées;  celles-ci  sont 
dites  à  leur  tour  les  composantes  de  la  résultante.  Composer  des  droites, 
c'est  trouver  leur  résultante;  décomposer  une  droite,  c'est  trouver  des 
droites  qui  aient  pour  résultante  la  droite  donnée.  Ces  définitions  posées, 
démontrer  les  propositions  suivantes  : 

1°  La  résultante  de  plusieurs  droites  reste  la  même,  quel  que  soit  l'ordre 
dans  lequel  on  compose  ces  droites. 

2°  La  résultante  de  plusieurs  droites  n'est  pas  changée  quand  on  rem- 
place un  certain  nombre  d'entre  elles  par  leur  résultante. 

3°  Si,  sans  changer  la  direction  ni  le  sens  des  composantes,  on  altère 
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leur  grandeur  dans  un  certain  rapport,  la  résultante  conserve  sa  direction 
et  son  sens,  mais  sa  grandeur  est  altérée  dans  le  même  rapport. 

4°  Si ,  sans  altérer  la  grandeur  ni  la  direction  des  composantes,  on 
change  leur  sens,  la  résultante  conserve  sa  grandeur  et  sa  direction,  et 
change  de  sens. 

5°  Pour  décomposer  une  droite  D  en  deux  autres  dont  Tune  soit  une 
droite  donnée  <-/,  il  suffit  de  composer  D  avec  r/ prise  en  sens  contraire. 

536.  Une  droite  se  déplace  en  restant  parallèle  à  un  plan  donné  et  en 
s'appuyant  sur  deux  droites  non  situées  dans  un  même  plan  :  quel  est  le 
lieu  des  points  qui  divisent  la  droite  mobile  dans  un  rapport  donné? 

§§  III,  IV.  —  Droite  et  plan  perpendiculaires.  —  Projection  d'une 
droite  sur  un  plan.  —  Angle  d'une  droite  et  d'un  plan.  —  Plus 
courte  distance  de  deux  droites. 

537.  Mener,  dans  un  plan  donné  et  par  un  point  de  ce  plan,  une  droite  per- 
pendiculaire à  une  droite  donnée  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace. 

538.  Pour  qu'une  droite  soit  perpendiculaire  à  un  plan,  il  suffit  qu'elle 
soit  également  inclinée  sur  trois  droites  passant  par  son  pied  dans  ce  plan. 

539.  Étant  donnés  un  plan  P  et  deux  points  A.  et  B  situés  d'un  même 
côté  de  ce  plan,  trouver  sur  le  plan  P  un  point  tel,  que  la  somme  de  ses 
distances  aux  points  A  et  B  soit  minimum. 

540.  Étant  donnés  un  plan  P  et  deux  points  A  et  B  situés  de  part  et 
d'autre  de  ce  plan,  trouver  sur  le  plan  P  un  point  tel,  que  la  différence 
de  ses  distances  aux  points  A  et  B  soit  maximum. 

541 .  Étant  donnée  une  droite  D  et  deux  points  A  et  B  situés  comme 
on  voudra  dans  l'espace,  trouver  le  point  de  la  droite  D  qui  est  équi- 
distant  des  points  A  et  B. 

542.  Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  un  plan  quelconque  P,  trouver 
le  point  du  plan  P  qui  est  équidistant  des  trois  sommets  du  triangle  ABC. 

543.  Trouver  le  lieu  des  points  d'un  plan  dont  la  différence  des  carrés 
des  distances  à  deux  points  donnés  hors  de  ce  plan  est  constante. 

544.  Trouver  le  lieu  des  points  d'un  plan  d'où  Ton  voit  sous  un  angle 
droit  une  droite  située  hors  de  ce  plan. 

545.  La  projection  d'un  angle  droit  sur  un  plan  qui  n'est  parallèle  à 
aucun  de  ses  côtés,  est  un  angle  obtus  si  le  plan  de  projection  coupe  les 
deux  côtés  de  l'angle  droit  ou  leurs  deux  prolongements;  sinon,  cette 
projection  est  un  angle  aigu. 

546.  Si  par  l'une  des  diae:onales  d'un  parallélogramme  on  mène  un 
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plan  quelconque,  les  perpendiculaires  abaissées  sur  ce  plan  des  extré- 
mités de  l'autre  diagonale  sont  égales. 

547.  Deux  droites  égales  AB,  A'B',  étant  situées  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace,  trouver  une  droite  D  telle  qu'une  rotation  autour 
de  D  amène  simultanément  A  en  A'  et  B  en  B'. 

548.  Étant  donné  un  angle  AOB,  trouver  le  lieu  des  points  M  de  l'es- 
pace tels  que,  si  on  les  joint  au  sommet  0  de  l'angle,  la  somme  des  pro- 
jections de  la  droite  OM  sur  les  deux  côtés  de  l'angle  soit  constante. 

549.  Le  plan  mené  parallèlement  à  deux  droites  non  situées  dans  un 
même  plan,  par  le  milieu  de  leur  plus  courte  distance,  passe  par  les  mi- 
lieux de  toutes  les  droites  qui  joignent  un  point  de  la  première  droite  à 
un  point  de  la  seconde. 

550.  Lorsqu'une  droite  est  parallèle  à  un  plan,  la  plus  courte  distance 
de  cette  droite  à  toutes  les  droites  du  plan  qui  ne  lui  sont  pas  parallèles 
est  constante. 

551.  Entre  deux  droites  données  d'une  manière  quelconque  dans  l'es- 
pace, mener  une  droite  parallèle  à  un  plan  donné  et  ayant  une  longueur 
donnée. 

552.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  milieu  d'une  droite  de  longueur  con- 
stante, dont  les  extrémités  s'appuient  sur  deux  droites  rectangulaires  et 
non  situées  dans  un  même  plan. 

553.  Un  angle  AOB  tourne  dans  l'espace  autour  d'une  droite  ZZ'  pa- 
rallèle à  sa  bissectrice;  démontrer  que,  si  A'O'B'  est  une  seconde  position 
d'ailleurs  quelconque  de  cet  angle  :  i°  les  droites  OA  et  O'A'  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan,  non  plus  que  les  droites  OB  et  O'B';  2°  OA  et  O'B' 
sont  dans  un  même  plan,  et  il  en  est  de  même  de  O'A'  et  de  OB;  3°  trois 
quelconques  des  droites  OA,  OB,  O'A',  O'B',  ne  sont  pas  parallèles  à  un 
même  plan. 

554.  Soient  n  plans  tels  que  deux  quelconques  ne  soient  pas  parallèles, 
que  trois  quelconques  ne  soient  pas  parallèles  à  une  même  droite,  et 
enfin  que  quatre  quelconques  ne  passent  pas  par  un  même  point.  Prouver 

que  le  nombre  des  droites  d'intersection  de  ces  plans  est  égal  à  -  /?  (  /z  —  i), 

que  le  nombre  des   points  d'intersection  de  ces  droites  est   égal   à 

555.  Si  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  A  sur  deux 
plans  donnés  est  égale  à  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  d'un 
autre  point  B  sur  les  mêmes  plans,  cette  somme  reste  la  môme  pour  tout 
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autre  point  C  de  la  droite  Ai3.  —  Étendre  ce  théorème  au  cas  d'un  nombre 
quelconque  de  plans. 

oo6.  Soient  trois  points  A,  B,  C,  et  deux  plans  P  et  Q.  Si  la  somme  des 
deux  perpendiculaires  abaissées  de  chacun  de  ces  points  sur  les  deux  plans 
est  la  même  pour  les  trois  points,  cette  somme  restera  encore  la  même 
pour  tout  autre  point  du  plan  ABC.  —  Étendre  ce  théorème  au  cas  d'un 
nombre  quelconque  de  plans. 

§§  V,  VI,  VIL  —  Angles  dièdres.  —  Plans  perpendiculaires. 
Angles  polyèdres. 

557.  S),  par  un  point  0  de  l'espace,  on  mène  deux  parallèles  OA  et  OB 
à  un  plan  donné  P,  puis  par  le  même  point  0  deux  plans  respectivement 
perpendiculaires  à  OA  et  à  OB,  l'intersection  de  ces  plans  est  perpendi- 
culaire au  plan  P.  (('ette  proposition  est  utile  dans  les  applications.) 

558.  Si  l'on  projette  un  même  point  de  l'espace  sur  deux  plans  qui  se 
coupent,  les  perpendiculaires  abaissées  des  deux  projections  sur  l'inter- 
section des  deux  plans  la  rencontrent  au  même  point.  —  Réciproquement, 
si  cette  condition  est  remplie  pour  deux  points  des  deux  plans,  ces  points 
sont  les  projections  d'un  môme  point  de  l'espace. 

559.  Deux  droites  égales,  parallèles  et  de  même  sens,  ont  leurs  pro- 
jections sur  un  même  plan  égales,  parallèles  et  de  même  sens.  —  Réci- 
proque de  cette  proposition. 

560.  Toute  ligne  qui  se  projette,  sur  deux  plans  qui  se  coupent,  suivant 
une  ligne  droite, est  elle-même  une  ligne  droite. 

561.  La  projection,  sur  un  plan  ou  sur  un  axe,  de  la  résultante  de 
plusieurs  droites  est  la  résultante  des  projections  de  ces  droites.  (Foirlîx 
Question  535.) 

562.  Si  une  droite  est  également  inclinée  sur  les  deux  faces  d'unanglo 
dièdre,  ses  traces  sur  les  deux  faces  sont  également  distantes  de  l'arête 
de  l'angle  dièdre.  —  Réciproque. 

563.  Quel  est  le  lieu  des  points  équidistants  de  deux  plans  qui  se 
coupent  ? 

564.  Quel  est  le  lieu  des  points  de  l'espace  équidistants  de  deux 
droites  qui  se  coupent? 

565.  Les  perpendiculaires  abaissées  d'un  même  point  sur  des  plans  dont 
les  intersections  sont  parallèles  sont  dans  un  même  plan. 

566.  Deux  angles  dièdres  qui  ont  leurs  arêtes  parallèles  et  leurs  faces 
perpendiculaires  chacune  à  chacune  sont  égaux  ou  supplémentaires. 
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567.  Quel  est  le  lieu  des  points  équidistants  de  deux  plans  donnés  et 
de  deux  points  ou  de  deux  droites  données  situées  dans  un  même  plan? 

568.  Quel  est  le  lieu  des  points  tels,  que  la  somme  de  leurs  distances 
à  deux  plans  donnés  soit  égale  à  une  droite  donnée? 

o69.  Quel  est  le  lieu  des  points  tels,  que  la  somme  de  leurs  distances 
à  trois  plans  donnés  soit  égale  à  une  droite  donnée?  —  Étendre  ce  pro- 
blème au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  plans. 

570.  Trouver  sur  une  droite  donnée  un  point  tel,  que  la  somme  de  ses 
distances  à  deux  plans  qui  se  coupent  soient  un  minimum. 

571.  Montrer  que,  si  par  un  même  point  de  l'arête  d'un  angle  dièdre 
on  mène  dans  chaque  face  une  droite  faisant  un  angle  donné  a  avec  cette 
arête,  l'angle  rectiligne  ainsi  obtenu  ne  varie  pas  proportionnellement  à 
l'angle  dièdre,  à  moins  que  l'angle  a  ne  soit  droit. 

572.  Dans  tout  angle  trièdre,  les  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres 
se  coupent  suivant  une  même  droite.  — -  Quel  est  le  lieu  des  points  équi- 
distants des  trois  faces  d'un  angle  trièdre  indéfiniment  prolongées? 

573.  Dans  tout  angle  trièdre,  les  plans  menés  perpendiculairement  aux 
faces,  par  les  bissectrices  de  ces  faces,  se  coupent  suivant  une  même 
droite.  —  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  points  équidistants  des  trois 
arêtes  d'un  angle  trièdre  indéfiniment  prolongées? 

574.  Dans  tout  angle  trièdre,  les  plans  menés  par  les  arêtes  perpendi- 
culairement aux  faces  opposées  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

575.  Dans  tout  angle  trièdre,  les  plans  menés  par  les  arêtes  et  les  bis- 
sectrices des  faces  opposées  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

Remarque.  —  Les  quatre  théorèmes  précédents  sont  vrais  lorsque  le 
sommet  de  l'angle  trièdre  se  transporte  à  l'infini,  c'est-à-dire  lorsqu'il 
s'agit  de  trois  plans  dont  les  trois  intersections  deux  à  deux  sont  pa- 
rallèles. 

576.  Couper  un  angle  polyèdre  à  quatre  faces,  de  manière  que  la  sec- 
lion  soit  un  parallélogramme. 

577.  Si,  dans  le  plan  de  chaque  face  d'un  angle  trièdre  et  par  son  som- 
met, on  mène  une  perpendiculaire  à  l'arête  opposée,  les  trois  perpendicu- 
laires obtenues  sont  dans  un  même  plan. 

578.  Tout  plan  perpendiculaire  à  l'une  des  arêtes  d'un  angle  trièdre 
rectangle  coupe  cet  angle  trièdre  suivant  un  triangle  rectangle. 

579.  La  somme  des  angles  formés  par  les  arêtes  d'un  angle  trièdre  avec 
les  faces  opposées  est  comprise  entre  la  somme  des  faces  et  la  moitié  de 
cette  somme. 

580.  Si,  par  un  point  pris  dans  l'intérieur  d'un  angle  polyèdre,  on 
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abaisse  des  perpendiculaires  sur  toutes  ses  faces,  le  nouvel  angle  polyèdre 
ainsi  formé  est  supplémentaire  du  premier,  (/^o//- les  n°^  572,  573.) 

581.  Dans  tout  angle  polyèdre  convexe  de  n  faces,  la  somme  des  angles 
dièdres  est  comprise  entre  2/z  et  2  7z  —  4  angles  droits. 

582.  La  somme  des  angles  aigus  formés  avec  les  arêtes  d'un  trièdre 
trireclangle  prir  une  droite  située  dans  l'intérieur  du  trièdre  et  passant 
par  son  sommet  est  moindre  que  i8o°.  —  Peut-on  assigner  une  limite 
inférieure  de  la  même  somme? 

583.  A,  B,  C,  étant  trois  points  pris  à  volonté  sur  les  arêtes  d'un 
angle  trièdre  trirectangle  et  0  la  projection  du  sommet  S  de  cet  angle 
trièdre  sur  le  plan  ABC,  démontrer  que  le  triangle  ASB  est  moyen  propor- 
tionnel entre  les  triangles  ABC  et  OAB. 

581.  Étant  donné  le  triangle  suivant  lequel  la  feuille  de  dessin  est  ren- 
contrée par  un  angle  trièdre  ti  irectangle,  trouver,  par  des  constructions 
graphiques  exécutées  sur  le  plan  de  cette  feuille,  les  inclinaisons  des  trois 
arêtes  de  l'angle  trièdre  sur  ce  plan. 

585.  Couper  un  angle  trièdre  trirectangle  par  un  plan  tel,  que  la  sec- 
tion soit  un  triangle  égal  à  un  triangle  donné. 

APPENDICE  DU  CINQUIÈME  LIVRE. 

58().  Étant  donnés  un  quadrilatère  gauche  et  une  droite  qui  divise  deux 
de  ses  côtés  opposés  en  parties  proportionnelles,  trouver  une  droite  per- 
pendiculaire à  la  première  et  qui  divise  proportionnellement  les  deux 
autres  côtés  du  quadrilatère. 

587.  Dans  un  quadrilatère  gauche,  les  trois  droites  qui  joignent  les 
milieux  des  côtés  opposés  et  les  milieux  des  diagonales  se  coupent  mutuel- 
lement en  parties  égales. 

588.  Quand  un  plan  transversal  coupent  les  côtés  consécutifs  d'un  poly- 
gone gauche  ABCD. . .,  en  des  points  «,  i^,  c,. . .,  on  a,  en  grandeur  et 

en  signe,  la  relation 

r/A    /;B    rC 

r/ii'/rc'rD'  ■  "  ~ 

589.  Si  une  droite  ac  glisse  sur  deux  côtés  opposés  AB  et  CD  d'un  qua- 
drilatère gauche,  de  telle  sorte  qu'on  ait 

aX       .  rD 

Jetant  une  constante,  cette  droite  rencontre  toujours  trois  droites  fixes. 
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590.  Si  l'on  fait  tourner  deux  plans  rectangulaires  autour  de  deux 
droites  fixes  dans  l'espace,  leur  intersection  rencontre  toujours  trois  droites 
fixes.  — -  Dans  le  cas  où  les  deux  droites  fixes  se  coupent,  quel  est  le  lieu 
des  points  où  l'intersection  des  deux  plans  rectangulaires  rencontre  un 
plan  perpendiculaire  à  l'une  de  ces  droites  fixes? 

591.  Quand  on  a  mis  en  perspective  une  figure  plane  sur  un  tableau 
plan,  si  l'on  fait  tourner  le  tableau  autour  de  son  intersection  LT  avec  le 
plan  de  la  figure  donnée,  les  deux  figures  restent  toujours  en  perspec- 
tive, et  le  lieu  de  l'œil,  qui  change  de  position  dans  l'espace,  décrit  un 
cercle  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  LT. 

592.  Si  A,B,C  et  A',  B',  C,  sont  les  points  où  deux  droites  LetL'ren- 
contrent  les  plans  des  faces  d'un  trièdre  trirectangle  et  si  les  angles  sous 
lesquels  on  voit  du  sommet  du  trièdre  les  segments  AB,  BC,  CA,  sont  res- 
pectivement égaux  aux  angles  sous  lesquels  on  voit  les  segments  A'B', 
B'C,  C'A',  les  deux  droites  L  et  L'  sont  dans  un  même  plan  passant  par 
le  sommet  du  trièdre. 
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LIYRE  VI. 

LES    POLYÈDRES. 


§§  I,  IL  —  Du  prisme. 

o93.  1°  Le  volume  d'un  prisme  triangulaire  a  pour  mesure  la  moi  lié  du  pro- 
duitdel'aire  d'une  face  latéraleparla  distance  de  celte  face  à  l'arêle  opposée. 

2°  Si,  sur  trois  droites  parallèles  et  non  situées  dans  un  même  plan, 
on  prend  d'une  manière  quelconque  des  longueurs  égales  à  une  droite 
donnée,  le  volume  et  la  surface  latérale  du  prisme  triangulaire  ainsi 
formé  sont  constants. 

50 i.  Couper  un  cube  par  un  plan  de  manière  que  la  section  soit  un 
hexagone  régulier. 

595.  Deux  prismes  sont  égaux  :  i°  lorsqu'ils  ont  un  angle  dièdre  égal 
compris  entre  une  base  et  une  face  égales  chacune  à  chacune  et  sembla- 
blement  disposées;  i""  lorsqu'ils  ont  une  base  et  deux  faces  adjacentes- 
égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  disposées. 

596.  Deux  prismes  triangulaires  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  leurs  faces 
latérales  égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  disposées. 

597.  Vérifier  par  la  Géométrie  la  formule  qui  donne  le  cube  d'une 
somme  ou  d'une  différence  de  deux  parties. 

598.  On  donne  trois  droites  deux  à  deux  non  situées  dans  un  même 
plan,  et  l'on  demande  de  construire  un  parallélipipède  dont  trois  arêtes 
soient  sur  ces  trois  droites. 

599.  Dans  tout  prisme  quadrangulaire,  la  somme  des  carrés  des  arêtes 
surpasse  la  somme  des  carrés  des  diagonales  de  huit  fois  le  carré  de  la 
droite  qui  joint  les  milieux  communs  de  ces  diagonales  considérées  deux 
à  deux.  —  Application  au  parallélipipède  quelconque. 

600.  Dans  un  hexaèdre  quelconque,  la  somme  des  carrés  des  arêtes 
surpasse  la  somme  des  carrés  des  diagonales  de  quatre  fois  la  somme  des 
carrés  des  quatre  droites  qui  joignent  les  milieux  des  diagonales  du 
polyèdre  et  les  milieux  des  diagonales  de  deux  faces  opposées.  —  Appli- 
cation au  parallélipipède. 
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60i.  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  qui  partage  un  parallélipi- 
pède  en  deux  parties  équivalentes. 

602.  Dans  tout  prisme  triangulaire,  l'aire  de  la  plus  grande  face  est 
plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres. 

603.  De  tous  les  prismes  de  n  faces,  c'est  le  prisme  régulier  qui  a  : 

1''  La  plus  petite  aire  latérale,  les  bases  étant  équivalentes  et  les  hau- 
teurs égales  ; 

i""  La  plus  grande  base  et  le  plus  grand  volume,  les  aires  latérales  étant 
équivalentes  et  les  hauteurs  égales; 

3"*  La  plus  grande  hauteur  et  le  plus  grand  volume,  les  bases  et  les 
aires  latérales  étant  respectivement  équivalentes  ; 

4**  La  plus  petite  base  et  la  plus  grande  hauteur,  les  aires  latérales  et 
les  volumes  étant  respectivement  équivalents. 

604.  De  deux  prismes  réguliers,  celui  dont  le  nombre  de  faces  est  le 
plus  grand  possède  les  quatre  propriétés  énoncées  dans  le  numéro  pré- 
cédent. 

605.  De  tous  les  prismes  quadrangulaires,  c'est  le  cube  qui,  à  égalité 
d'aire,  possède  le  plus  grand  volume  et  qui,  à  égalité  de  volume,  possède 
la  plus  petite  aire. 

§§  III,  IV.  —  De  la  pyramide. 

606.  Démontrer  que  deux  tétraèdres  sont  égaux  :  i**  lorsqu'ils  ont  un 
angle  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  égales  chacune  à  chacune  et 
semblablement  disposées;  2°  lorsqu'ils  ont  une  face  égale  adjacente  à  trois 
angles  dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et  semblablement  disposés  ;  3° lors- 
qu'ils ont  trois  faces  égales  chacune  à  chacune  et  semblablement  dispo- 
sées; 4''  lorsqu'ils  ont  une  arête  égale  et  cinq  angles  dièdres  égaux  chacun 
à  chacun  et  semblablement  disposés. 

607.  Les  plans  menés  perpendiculairement  sur  les  milieux  des  arêtes 
d'un  tétraèdre  se  rencontrent  en  un  même  point. 

608.  Les  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  d'un  tétraèdre  se  ren- 
contrent en  un  même  point. 

609.  Les  perpendiculaires  élevées  sur  chaque  face  d'un  tétraèdre  par 
le  centre  du  cercle  circonscrit  à  la  face  considérée  se  rencontrent  en  un 
même  point. 

610.  Les  droites  qui  joignent  les  sommets  d'un  tétraèdre  aux  points 
d'intersection  des  médianes  des  faces  opposées  se  rencontrent  en  un  même 
point,  situé  au  quart  de  chacune  de  ces  droites  à  partir  de  la  face  ct)r- 
respondante.  {Voir  le  n''  718.) 
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611.  Les  (rois  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  d'un 
tétraèdre  se  coupent  mutuellement  en  parties  égales. 

612.  Trouver  dans  l'intérieur  d'un  tétraèdre  un  point  tel,  qu'en  le  joi- 
gnant aux  quatre  sommets  on  décompose  ce  tétraèdre  en  quatre  tétraèdres 
équivalents. 

(Ad.  Si  l'on  prend  un  point  0  dans  l'intérieur  d'un  tétraèdre  SABC,  et 
si  l'on  prolonge  les  droites  SO,  AO,  BO,  CO,  jusqu'à  la  rencontre  des 
faces  opposées  en  .v,  «,  ^,  c,  on  a  la  relation 

Os      On      Ob  _^  Or  _ 
__  _^  ^  ^  .^  ^^  _|_  c  ^  ~  ^  • 

G14.  Si  l'on  coupe  un  prisme  ou  une  pyramide  par  un  plan  non  paral- 
lèle à  la  base,  et  si  l'on  prolonge  les  côtés  de  la  section  jusqu'à  la  ren- 
contre des  côtés  correspondants  do  la  base,  les  points  d'intersection 
obtenus  sont  en  ligne  droite. 

615.  Étant  données  les  faces  d'un  tétraèdre,  trouver,  en  ne  se  servant 
que  du  compas,  la  longueur  de  la  hauteur  du  tétraèdre  et  le  pied  de  cette 
hauteur  sur  le  plan  de  la  base. 

616.  Deux  tétraèdres  qui  ont  un  angle  trièdre  égal  sont  entre  eux 
comme  les  produits  respectifs  des  arêtes  qui  comprennent  cet  angle.  — 
En  déduire  la  première  partie  du  théorème  du  n°  68i. 

617.  Deux  tétraèdres  qui  ont  une  arête  égale  et  les  angles  dièdres  cor- 
respondant à  cette  arête  égaux  chacun  à  chacun  sont  entre  eux  comme 
les  produits  des  faces  qui  comprennent  le  dièdre  égal. 

618.  Le  plan  bissecteur  de  l'angle  dièdre  d'un  tétraèdre  partage  l'arête 
opposée  en  deux  segments  proportionnels  aux  faces  qui  comprennent  Tangle 
dièdre.  —  Considérer  le  plan  bissecteur  de  l'angle  dièdre  extérieur. 

619.  Soient  le  tétraèdre  SABG  et  le  point  0  où  la  droite  SO  également 
inclinée  sur  les  trois  faces  latérales  (voir  la  question  572)  rencontre  la 
base  ABC  :  démontrer  que  les  triangles  OAB,  OBC,  OAC,  sont  proportion- 
nels aux  faces  latérales  correspondantes. 

620.  Le  plan  déterminé  par  une  arête  d'un  tétraèdre  et  le  milieu  de 
l'arête  opposée  partage  ce  tétraèdre  en  deux  tétraèdres  équivalents. 

621.  Si  par  la  droite  DE,  qui  joint  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées 
SA,  BCjd'un  tétraèdre  SABG,  on  mène  un  plan  quelconque  qui  coupe 
l'arête  SB  en  F  et  l'arête  AC  en  G,  la  droite  FG  est  divisée  par  la  droite 
DE  en  deux  parties  égales. 

622.  Tout  plan  conduit  par  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées  d'un 
tétraèdre  le  partage  en  deux  volumes  équivalents. 
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623.  On  donne  une  droite  sur  l'une  des  faces  d'un  tétraèdre,  et  l'on 
demande  de  mener  par  cette  droite  un  plan  qui  détermine  avec  les  faces 
de  ce  tétraèdre  un  autre  tétraèdre  qui  soit  au  premier  dans  un  rapport 
donné. 

6^4.  On  donne  une  droite  sur  l'une  des  faces  d'un  angle  trièdre,  et  l'on 
demande  de  mener  par  cette  droite  un  plan  qui  ferme  l'angle  trièdre  en 
déterminant  un  tétraèdre  de  volume  déterminé. 

62o.  Quelle  est  la  différence  des  volumes  d'un  tronc  de  pyramid^à  bases 
parallèles  et  d'un  prisme  de  même  hauteur  ayant  pour  base  la  demi-somme 
des  bases  du  tronc  de  pyramide?  —  Quelle  erreur  commet-on  en  remfila- 
çant  l'un  des  volumes  par  l'autre,  pour  une  hauteur  de  6  mètres  et  pour 
des  bases  du  tronc  de  pyramide  égales  à  3™'*,  y 5  et  à  2""^,  85  ? 

626.  Mener,  parallèlement  aune  droite  donnée  ou  par  un  point  donné, 
un  plan  qui  partage  un  tétraèdre  donné  en  deux  parties  équivalentes. 

627.  Trouver  l'expression  du  volume  d'un  tronc  de  pyramide  quel- 
conque à  bases  parallèles,  en  le  décomposant  en  troncs  de  pyramide  trian- 
gulaires. 

628.  Les  arêtes  latérales  d'une  pyramide  triangulaire  SABC  ont  pour 
longueurs  L,  M,  N  ;  on  coupe  cette  pyramide  par  un  plan  abc  non  pa- 
rallèle à  la  base,  qui  rencontre  les  arêtes  latérales  à  des  distances  du 
sommet  égales  à  /,  ni,  n  :  trouver  le  volume  du  tronc  de  pyramide  ainsi 
déterminé. 

629.  On  donne  deux  tétraèdres  SABC,  S'A'B'C,  tels,  que  les  droites 
qui  unissent  les  sommets  correspondants  concourent  en  un  même  point; 
démontrer  que,  si  les  faces  correspondantes  des  deux  tétraèdres  se 
coupent,  les  quatre  droites  d'intersection  sont  dans  un  même  plan. 

630.  Soit  un  tétraèdre  SABC  ;  par  un  point  0  pris  dans  la  face  SBC,  on 
mène  aux  arêtes  SA,  AB,  AC,  jusqu'aux  faces  ABC,  SAC,  SAB,  les  paral- 
lèles OD,  OE,  OF  :  démontrer  la  relation 

OD   ^OE      0F_ 
^A  ""  AB  ^  AC  ~  ^  • 

631.  Soit  un  tétraèdre  SABC  coupé  par  un  plan  quelconque  DEF;  me- 
nons les  diagonales  des  quadrilatères  ABDE,  BCFE,  ACFD  ;  ces  diagonales 
se  rencontrent  deux  à  deux  aux  points  G,  H,  K,  et  les  droites  SG,  SH, 
SK,  coupent  elles-mêmes  les  côtés  de  la  base  ABC  aux  points  L,  M,  N . 
Démontrer  :  1°  que  les  transversales  AM,  BN,  CL,  se  coupent  en  un  même 
point  0  de  la  base  ABC  ;  i""  que  les  transversales  SO,  AH,  BK,  CG,  se 
coupent  en  un  même  point  P  de  l'espace.—  Examiner  le  cas  où  la  section 
DEF  est  parallèle  à  la  base  ABC. 
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632.  Dans  un  tronc  de  pyramide  triangulaire  à  bases  non  parallèles, 
les  points  d'intersection  des  diagonales  des  trois  faces  latérales  et  les 
points  d'intersection  des  côlés  des  bases  prolongés  deux  à  deux  sont  dans 
un  môme  plan. 

633.  La  hauteur  d'un  tétraèdre  régulier  est  égale  à  la  somme  des  per- 
pendiculaires abaissées  d'un  point  pris  dans  l'intérieur  du  polyèdre  sur 
ses  quatre  faces.  —  Examiner  le  cas  où  le  point  est  choisi  extérieurement. 

634.  Si,  par  un  point  quelconque  pris  dans  l'espace,  on  fait  passer  plu- 
sieurs droites  parallèles  et  égales  aux  différents  côtés  d'un  polygone  ou 
plusieurs  polygones  parallèles  et  égaux  aux  différentes  faces  d'un  polyèdre 
quelconque,  la  somme  ahj^éhrique  des  produits  obtenus  en  multipliant  la 
longueur  ou  l'aire  de  chacun  des  éléments  ainsi  transportés  par  la  per- 
pendiculaire abaissée  sur  lui  d'un  autre  point  constant  de  l'espace  est 
égale  à  zéro.  —  Les  produits  considérés  sont  positifs  ou  négatifs,  suivant 
que  les  faces  transportées  laissent  ou  non  d'un  même  côté  le  centre  com- 
mun des  perpendiculaires. 

635.  Soit  le  tétraèdre  SABC;  menons  une  section  quelconque  DEF  pa- 
rallèle à  la  base  ABC,  et  joignons  les  milieux  des  côtés  de  cette  section 
aux  sommets  opposés  de  la  base  :  les  trois  droites  obtenues  se  croisent 
en  un  même  point  dont  on  demande  le  lieu. 

636.  Par  un  point  quelconque  pris  dans  Tintérieur  de  la  base  d'une  py- 
ramide régulière,  on  mène  à  celte  base  une  perpendiculaire  qui  rencontre 
toutes  les  faces  de  la  pyramide  ou  leurs  prolongements  :  démontrer  que  la 
somme  des  distances  des  points  de  rencontre  obtenus  à  la  base  de  la  pyra- 
mide est  constante.  —  Considérer  le  cas  où  le  pied  de  la  perpendiculaire 
élevée  à  la  base  est  extérieur  à  cette  base. 

637.  Étant  données  les  quatre  hauteurs  d'un  tétraèdre  et  les  distances 
d'un  point  à  trois  des  faces,  déterminer  la  dislance  de  ce  point  à  la  qua- 
trième face. 

638.  La  somme  des  distances  des  sommets  d'un  tétroèdre  à  un  plan 
est  égale  à  quatre  fois  la  distance  du  centre  de  gravité  du  tétraèdre  a 
ce  plan. 

639.  Quand,  dans  un  tétraèdre,  sur  les  trois  couples  d'arêtes  opposées, 
deux  sont  formés  d'arêtes  perpendiculaires,  la  môme  condition  est  remplie 
par  le  troisième  couple.  —  Conclure  de  là  qu'il  existe  une  infinité  de 
tétraèdres  à  arêtes  opposées  orthogonales. 

640.  Dans  tout  tétraèdre  à  arêtes  opposées  orthogonales  : 

i*'  Les  quatre  hauteurs  et  les  plus  courtes  distances  des  arêtes  oppo- 
sées se  coupent  en  un  même  point. 
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2"  Les  milieux  des  arêtes  et  les  pieds  des  plus  courtes  distances  des 
arêtes  opposées  sont  équidistants  du  point  de  concours  des  droites  qui 
joignent  les  sommets  au  centre  de  gravité  des  faces  opposées. 

641 .  Dans  tout  tétraèdre  à  arêtes  opposées  orthogonales  : 

1°  Les  produits  des  arêtes  opposées  sont  en  raison  inverse  des  plus 
courtes  distances  de  ces  arêtes; 

2°  Les  sommes  des  carrés  des  arêtes  opposées  sont  égales  entre  elles, 
et  la  somme  des  carrés  des  produits  des  arêtes  opposées  est  égale  à  quatre 
fois  la  somme  des  carrés  des  quatre  faces; 

3°  La  somme  des  six  dièdres  et  des  douze  angles  formés  par  chaque 
arête  avec  les  deux  faces  auxquelles  cette  arête  aboutit  est  égale  à  douze 
•  angles  droits. 

642.  Étant  donné  un  tétraèdre  SABC,  on  construit  sur  les  faces  SAB, 
SBC,  SAC,  trois  prismes  triangulaires  quelconques  dont  les  bases  supé- 
rieures se  rencontrent  en  0;  sur  la  base  ABC  du  tétraèdre,  on  construit 
alors  un  quatrième  prisme  triangulaire  en  prenant  ses  arêtes  latérales 
égales  et  parallèles  à  la  droite  SO  :  démontrer  que  le  volume  de  ce  der- 
nier prisme  est  équivalent  à  la  somme  des  volumes  des  trois  premiers 
prismes. 

643.  Mener  un  plan  parallèle  à  la  base  d'un  tétraèdre  donné,  de  ma- 
nière que  ce  plan  détermine  un  autre  tétraèdre  dont  l'aire  totale  soit  la 
moitié  de  celle  du  tétraèdre  donné. 

644.  Construire  un  tétraèdre,  connaissant  : 

i"  Les  trois  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  et  les 
angles  que  font  entre  elles  ces  trois  droites  ; 

2"  Un  point  de  chaque  arête; 

3"  La  base  et  les  longueurs  des  trois  droites  qui  joignent  les  milieux 
des  arêtes  opposées; 

4°  La  base  et  les  droites  qui  joignent  les  sommets  de  la  base  aux  points 
d'intersection  des  médianes  des  faces  opposées. 

645.  Trouver  le  volume  d'une  pyramide  triangulaire,  en  regardant 
cette  pyramide  comme  la  limite  de  la  somme  des  prismes  inscrits  dans 
cette  pyramide,  l'inscription  étant  effectuée  comme  au  n°  642. 

646.  Soit  une  pyramide  triangulaire  SABC.  Par  le  milieu  E  de  l'arête 
SB,  on  mène  le  plan  DEF  parallèle  à  la  base  ABC,  le  plan  EGH  parallèle 
à  la  face  ASC,  et  le  plan  EDH;  la  pyramide  SABC  se  trouve  ainsi  décom- 
posée en  deux  prismes  triangulaires  équivalents  et  en  deux  pyramides 
triangulaires  équivalentes.  On  peut  faire  subir  la  même  décomposition  à 
la  pyramide  SDEF,  et  continuer  ainsi  indéfiniment  :  en  déduire  le  volume 
de  la  pyramide  SABC. 
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Gi7.  Étant  donnée  une  pyramide  triangulaire  SABC,  à  quelle  distance 
de  la  base  ABC  doit-on  mener  un  plan  parallèle  abc^  pour  que  le  rapport 
des  volumes  de  la  pyramide  Sabc  et  du  tronc  de  pyramide  ABCabc  soit 
égal  à  /n"! 

6iS,  Étant  données  trois  droites  parallèles  non  situées  dans  un  même 
plan,  OM  porte  sur  l'une  d'elles  une  longueur  AB  donnée,  et  l'on  prend 
arbitrairement  un  point  G  sur  la  seconde  droite,  un  point  D  sur  la  troi- 
sième; démontrer  : 

1°  Que  le  volume  de  la  pyramide  triangulaire  ABGD  est  constant, 
quelles  que  soient  les  positions  des  points  G  et  D  et  la  parallèle  sur 
laquelle  on  porte  la  longueur  AB;  2^  que  ce  volume  est  proportionnel 
à  AB, 

6i9.  On  donne  l'arête  A  d'un  prisme  triangulaire  quelconque;  sur  l'une 
des  ai  êtes,  ori  prend  à  partir  de  la  base  une  longueur  a:;  sur  la  seconde 
arête,  on  prend  de  même  une  longueur  <r/,  et  sur  la  troisième  une  lon- 
gueur b.  Par  les  trois  points  ainsi  déterminés,  on  fait  passer  un  plan  qui 
divise  le  prisme  en  deux  parties.  Pour  quelle  valeur  de  .r  ces  parties 
sont-elles  équivalentes? 

650.  Trouver  le  volume  du  cor{)s  limité  par  quatre  plans  parallèles 
deux  à  deux,  une  face  parallélogramme  et  un  quadrilatère  gauche  ayant 
pour  plan  directeur  cette  face  parallélogramme. 

651.  Étant  donnés  quatre  polygones  plans  disposés  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace,  trouver  un  point  tel,  qu'en  le  donnant  pour 
sommet  commun  aux  pyramides  ayant  pour  bases  ces  polygones,  les  vo- 
lumes de  ces  pyramides  soient  entre  eux  comme  quatre  droites  ou  quatre 
nombres  donnés. 

652.  Couper  un  tétraèdre  par  un  plan  parallèle  à  deux  arêtes  opposées, 
de  manière  que  la  section  soit  maximum. 

653.  Par  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées  d'un 
tétraèdre,  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  plans  :  quel  est  celui  qui 
détermine  la  section  minimum? 

654.  Dans  une  pyramide  SABCD  dont  la  base  ABGD  est  un  trapèze, 
on  donne  la  face  SAD  en  grandeur  et  en  position,  son  inclinaison  sur  la 
base  ABGD,  la  direction  des  arêtes  parallèles  AB  et  CD,  les  angles  de  la 
base  SBC,  et  l'on  demande  de  construire  la  pyramide.  —  Même  problème, 
en  supposant  qu'on  donne  la  face  SAD  en  grandeur  et  en  position,  son 
inclinaison  sur  le  plan  donné  de  la  face  SBC  et  les  angles  de  cette  der- 
nière face. 

G55.  Étant  donné  un  prisme  triangulaire,  le  couper  par  un  plan  tel, 
que  la  section  soit  semblable  à  un  triangle  donné. 


QUESTIONS    PROPOSÉES.  523 

6o6.  Partager  une  pyramide  quadrangulaire  régulière  en  deux  parties 
équivalentes,  par  un  plan  menô  par  l'un  des  côtés  de  la  base. 

G57.  Construire  le  parallélipipède  circonscrit  à  une  pyramide  triangu- 
laire. 

658.  Le  volume  d'un  tétraèdre  est  le  tiers  du  volume  du  parallélipipède 
circonscrit, 

G59.  Trouver  le  volume  du  tétraèdre  régulier  par  la  considération  du 
parallélipipède  circonscrit. 

C60.  Tout  tétraèdre  n'a  qu'un  seul  parallélipipède  circonscrit;  mais 
tout  parallélipipède  correspond  à  deux  tétraèdres  inscrits,  qu'on  peut 
appeler  conjugués  et  qui  sont  équivalents;  l'un  de  ces  tétraèdres  étant 
donné,  construire  le  second. 

661.  CalculiT  le  volume  du  noyau  octaèdre  commun  aux  deux  tétraèdres 
conjugués  d'un  môme  parallélipipède. 

662.  Si  Ton  prolonge  indéfiniment  les  arêtes  de  l'un  des  tétraèdres 
conjugués  d'un  parallélipipède,  et  si  l'on  considère  quatre  de  ces  arêtes 
opposées  deux  à  deux,  il  existe  toujours  un  plan,  susceptible  de  deux 
inclinaisons  différentes,  qui,  en  se  mouvant  parallèlement  à  lui-même, 
coupe  ces  arêtes  en  quatre  points  situés  sur  une  même  circonférence. 
Dans  quelle  position  du  plan  sécant  le  diamètre  variable  de  cette  circon- 
férence est-il  minimum? 

6G3.  Si  l'on  prolonge  indéfiniment  les  arêtes  des  deux  tétraèdres  con- 
jugués d'un  parallélipipède,  et  si  l'on  considère  huit  de  ces  arêtes  situées 
dans  quatre  faces  du  parallélipipède  et  parallèles  entre  elles  deux  à  deux, 
il  existe  toujours  un  plan,  susceptible  de  deux  inclinaisons  différentes, 
qui,  en  se  mouvant  parallèlement  à  lui-même,  coupe  ces  arêtes  en  huit 
points  situés  sur  une  circonférence. 

664.  Par  un  point  S  pris  sur  le  prolongement  de  l'axe  d'un  prisme 
hexagonal  régulier  et  par  les  côtés  du  triangle  équilatéral  obtenu  en 
joignant  de  deux  en  deux  les  sommets  de  sa  base  supérieure,  on  fait 
passer  des  plans  qui  détachent  du  prisme  trois  tétraèdres  et  les  rem- 
placent par  un  tétraèdre  unique  reposant  sur  sa  base  supérieure  :  déter- 
miner la  position  du  point  S  qui  rend  minimum  l'aire  du  décaèdre  ainsi 
construit  (alvéole  des  abeilles). 

665.  Sur  une  première  droite  AA',  on  donne  deux  points  fixes  a  et  h\ 
sur  une  seconde  droite  quelconque  BB',  deux  points  mobiles  c  et  r/ restent 
à  une  distance  constante  :  chercher  pour  quelle  position  du  segment  cd 
Taire  de  la  pyramide  abcd  est  minimum. 
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§§  V,  VI.  —  Figures  symétriques.  —  Polyèdres  semblables. 

^66.  Déterminer  les  arêtes  d'un  parallélipipède  rectangle,  sachant 
qu'elles  sont  proportionnelles  aux  nombres  <7,  b^  c,  et  que  le  volume  du 
parallélipipède  est  V. 

667.  Chercher  le  rapport  des  volumes  de  deux  tétraèdres,  dont  l'un  a 
été  formé  en  menant  par  les  sommets  de  l'autre  des  plans  parallèles  aux 
faces  opposées. 

6G8.  Deux  tétraèdres  sont  semblables  :  i°  lorsqu'ils  ont  un  angle 
dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  semblables  chacune  à  chacune  et 
semblablement  disposées;  2°  lorsqu'ils  ont  une  face  semblable  adjacente 
à  trois  angles  dièdres  égaux  chacun  à  chacun  et  semblablement  disposés; 
3°  lorsqu'ils  ont  trois  faces  semblables  chacune  à  chacune  et  semblable- 
ment disposées;  4°  lorsqu'ils  ont  cinq  angles  dièdres  égaux  chacun  à  cha- 
cun et  semblablement  disposés. 

669.  Les  carrés  des  volumes  de  deux  polyèdres  semblables  sont  pro- 
portionnels aux  cubes  de  deux  faces  homologues. 

670.  Une  droite  comprise  entre  deux  faces  d'un  polyèdre  donné  est 
divisée  en  plusieurs  segments;  sur  chaque  segment,  considéré  comme 
l'homologue  de  la  droite  donnée,  on  construit  un  polyèdre  semblable  au 
polyèdre  donné  :  démontrer  que  l'aire  de  ce  polyèdre  est  égale  au  carré 
de  la  somme  des  racines  carrées  des  aires  des  polyèdres  segmentaires,  et 
que  son  volume  est  égal  au  cube  de  la  somme  des  racines  cubiques  des 
volumes  de  ces  mêmes  polyèdres. 

671.  Construire  deux  droites  qui  soient  dans  le  mômio  rapport  que 
deux  cubes  donnés. 

672.  Démontrer  que  le  tétraèdre  formé  en  joignant  les  points  de  ren- 
contre des  médianes  des  faces  d'un  tétraèdre  donné  est  semblable  au 
symétrique  de  ce  tétraèdre;  chercher  le  rapport  des  volumes  de  ces  deux 
tétraèdres. 

673.  On  nomme  centre  de  symétrie  d'un  système  de  points  un  point  0 
tel,  qu'en  le  joignant  à  un  point  quelconque  A  du  système  et  en  prolon- 
geant la  droite  AO  d'une  quantité  égale  à  elle-même,  le  point  A'  ainsi 
obtenu  soit  aussi  un  point  du  système  proposé.  —  Démontrer  d'après 
cela  que,  dans  tout  système  de  points  limité,  il  ne  peut  exister  qu'un 
centre  de  symétrie. 

674.  On  nomme  axe  de  symétrie  d'un  système  de  points  une  droite 
telle,  qu'en  faisant  tourner  le  système  d'un  certain  angle  autour  de  cette 
droite,  la  nouvelle  position  de  chaque  point  du  système  soit  l'ancienne 
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position  d'un  certain  point  du  même  système.  —  Démontrer  que  le  plus 
petit  des  angles  capables  de  restituer  ainsi  le  lieu  des  points  du  système, 
dans  la  rotation  de  ce  système  autour  d'un  axe  de  symétrie,  est  une 

partie  aliquote  -  de  36o  degrés.  Suivant  que  q  est  égal  à  2,  3,  4 ,  •  •  •  > 

Taxe  de  symétrie  est  binaire,  ternaire,  quaternaire,. . .  ;  q  est  Vordre  de 
symétrie. 

675.  On  nomme  plan  de  symétrie  d'un  système  de  peints  un  plan  tel, 
qu'en  abaissant  d'un  point  quelconque  du  système  une  perpendiculaire 
sur  ce  plan  et  en  prolongeant  cette  perpendiculaire  d'une  quantité  égale 
à  elle-même,  l'extrémité  ainsi  obtenue  soit  encore  un  point  du  système. 
—  Démontrer  que,  si  un  système  possède  divers  axes  et  divers  plans  de 
symétrie,  tous  ces  axes  et  tous  ces  plans  doivent  se  couper  en  un  même 
point. 

676.  Dans  tout  système  possédant  un  plan  et  un  centre  de  symétrie, 
la  droite  menée  par  le  centre  normalement  au  plan  est  un  axe  de  symétrie 
d'ordre  pair. 

677.  Lorsqu'un  système  possède  deux  plans  de  symétrie,  l'intersection 
de  ces  plans  est  un  axe  de  symétrie. 

678.  Un  système  dépourvu  d'axe  de  symétrie  ne  peut  posséder  à  la 
fois  un  centre  et  un  plan  de  symétrie. 

679.  Lorsqu'un  système  possède  deux  plans  de  symétrie  non  rectangu- 
laires, il  en  possède  un  troisième. 

680.  Lorsqu'un  système  possède  un  plan  P  de  symétrie  et  un  axe  L  do 
symétrie  oblique  à  ce  plan,  la  droite  L'  homologue  de  L  par  rapport  au 
plan  P  est  un  nouvel  axe  de  symétrie. 

681.  Lorsqu'il  existe  dans  un  système  deux  axes  de  symétrie  binaires, 
la  perpendiculaire  menée  au  plan  de  ces  axes  par  leur  point  d'intersection 
est  un  axe  de  symétrie. 

682.  Lorsqu'un  système  possède  trois  axes  quaternaires  rectangulaires 
entre  euxj  il  possède  en  même  temps  quatre  axes  ternaires. 

APPENDICE  DU  SIXIÈME  LIVRE. 

683.  Étudier  les  polyèdres  considérés  dans  le  VP  Livre,  sous  le  rapport 
de  leurs  centres,  de  leurs  axes  et  de  leurs  plans  de  symétrie. 

684.  Soit  un  polyèdre  divisé  en  P  autres  polyèdres  quelconques;  soient  S 
le  nombre  des  sommets  de  ces  différents  polyèdres  y  compris  le  premier, 
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F  le  nombre  de  leurs  faces,  A  le  nombre  de  leurs  arêtes;  on  aura  la 
formule 

A  4-  P  -I-  I  ^=  F  -+-  S. 

G8o.  En  se  reportant  à  Vexercice  précédent,  quelle  est  la  relation  entre 
les  nombres  d'arêtes,  de  faces  et  de  sommets  appartenant  à  la  surface 
extérieure  du  polyèdre  proposé,  et  les  nombres  d'éléments  analogues 
situés  à  l'intérieur  de  ce  polyèdre? 

680.  Étant  données  autant  de  droites  qu'on  voudra  passant  par  un  même 
point  0,  trouver  le  lieu  des  points  tels,  qu'en  abaissant  de  ces  points  des 
perpendiculaires  sur  les  droites  données,  la  somme  des  produits  des  dis- 
tances du  point  0  à  ces  perpendiculaires  par  des  droites  données  soit 
égale  à  un  carré  donné  w\ 

087.  Étant  donnés  autant  de  plans  qu'on  voudra  passant  par  un  même 
point,  trouver  le  lieu  des  points  tels,  que  la  somme  des  produits  de  leurs 
distances  aux  plans  donnés  par  des  droites  données  soit  constante. 

688.  La  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles  qu'une  droite  ou  un 
plan  forme  avec  trois  axes  ou  trois  plans  perpendiculaires  entre  eux  est 
égale  à  l'unité. 

089.  Le  carré  d'une  droite  ou  d'une  aire  plane  quelconque  est  égal  à 
la  somme  des  carrés  de  ses  projections  sur  trois  axes  ou  sur  trois  plans 
perpendiculaires  entre  eux, 

690.  Si  A  et  A'  sont  les  aires  de  deux  figures  situées  dans  un  même  plan, 
P  et  P',  Q  et  Q',  R  et  R',  les  projections  de  ces  deux  figures  sur  trois 
plans  perpendiculaires  entre  eux,  on  a 

AA'=PP'4-QQ'-+-RR'. 

691.  Étant  donnés  les  angles  que  deux  droites  ou  deux  plans  forment 
respectivement  avec  trois  axes  ou  trois  plans  rectangulaires,  trouver 
l'angle  de  ces  deux  droites  ou  de  ces  deux  plans. 

692.  Étant  données  les  projections  d'une  droite  ou  d'une  aire  plane  sur 
trois  axes  ou  sur  trois  plans  rectangulaires,  trouver  sa  projection  sur  un 
quatrième  axe  ou  un  quatrième  plan  qui  fait  des  angles  connus  avec  les 
trois  premiers. 

693.  La  somme  des  carrés  des  projections  d'autant  de  droites  ou  d'au- 
tant d'aires  planes  qu'on  voudra  sur  trois  axes  ou  sur  trois  plans  rectan- 
gulaires quelconques  est  constante. 

694.  Trouver  l'axe  ou  le  plan  sur  lequel  la  somme  des  projections  de 
droites  ou  d'aires  planes  données  est  un  maximum.  —Cette  même  somme 
est  constante  lorsqu'on  projette  sur  des  axes  ou  des  plans  faisant  le  môme 
angle  avec  l'axe  ou  le  plan  sur  lequel  la  projection  est  un  maximum. 
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695.  Dans  un  polygone  quelconque,  la  somme  des  projections  de  tous 
les  côtés  sur  un  axe  quelconque  est  égale  à  zéro.  —  Dans  tout  polygone 
convexe,  le  carré  d'un  côté  est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  tous  les 
autres,  moins  deux  fois  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  ces 
mômes  côtés  deux  à  deux  et  par  le  cosinus  de  l'angle  qu'ils  comprennent. 

696.  Dans  un  polyèdre  convexe  quelconque  :  i'^  la  somme  des  projec- 
tions de  toutes  les  faces  sur  un  plan  quelconque  est  égale  à  zéro;  a*"  le 
carré  de  l'une  des  faces  est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  toutes  les  autres, 
moins  deux  fois  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  ces  mômes 
faces  deux  à  deux  et  par  le  cosinus  du  dièdre  qu'elles  comprennent. 

697.  Lorsque  le  volume  d'un  tronc  de  prisme  et  l'une  des  bases  A 
restent  fixes,  le  plan  de  l'autre  baseB  passe  par  un  point  fixe,  et  l'aire  de 
cette  base  B  est  minimum  lorsque  son  plan  est  perpendiculaire  aux 
arêtes  du  tronc. 

698.  De  toutes  les  pyramides  de  n  faces  latérales,  qui  ont  même  hau- 
teur et  des  bases  équivalentes,  c'est  la  pyramide  régulière  qui  a  la  plus 
petite  aire  latérale.  —  De  toutes  les  pyramides  dont  la  base  a  n  côtés  et 
dont  les  aires  latérales  sont  équivalentes,  c'est  la  pyramide  régulière  qui 
a  le  plus  grand  volume. 

699.  De  tous  les  tétraèdres  dont  les  aires  sont  équivalentes,  le  tétraèdre 
régulier  a  le  plus  grand  volume. 

700.  La  base  d'un  tétraèdre  est  semblable  à  un  triangle  donné;  la 
somme  de  cette  base  et  d'une  face  latérale  est  constante;  enfin  les  deux 
autres  faces  sont  perpendiculaires  à  la  base  :  de  tous  les  tétraèdres  qui 
remplissent  ces  conditions,  celui  dont  la  base  équivaut  au  quart  de  la 
somme  donnée  a  le  plus  grand  volume. 

701.  La  base  ^  d'une  pyramide  a  n  côtés  et  est  semblable  à  un  polygone 
donné;  la  somme  p  -4-  a  de  cette  base  et  d'une  face  latérale  a  est  con- 
stante :  le  volume  de  la  pyramide  est  maximum  lorsque,  a  étant  égal 
à  ap,  la  face  latérale  a  est  perpendiculaire  à  la  base  p. 

702.  Trouver  :  r""  le  centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle;  i""  le  centre 
de  gravité  d'un  secteur  circulaire  (on  nomme  centre  de  gravité  cVune 
ligne  courbe  ou  crime  aire  terminée  par  une  ligne  courbe  la  limite  des 
positions  du  centre  de  gravité  du  contour  ou  de  l'aire  d'une  ligne  poly- 
gonale inscrite  ou  d'un  secteur  polygonal  inscrit). 

703.  Trouver  le  centre  de  gravité  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases  pa- 
rallèles. 

704.  La  somme  de  trois  faces  latérales  d'un  tétraèdre  étant  donnée,  son 
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volume  est  maximum  lorsque  ces  faces  latérales  sont  des  triangles  rec- 
tangles isocèles,  perpendiculaires  entre  eux. 

705.  Parmi  toutes  les  pyramides  limitées  latéralement  par  les  faces 
d'un  angle  polyèdre  S  et  dont  la  base  est  déterminée  par  un  plan  qui 
passe  par  un  point  fixe  P  situé  dans  l'intérieur  de  l'angle  S,  celle  dont  le 
volume  est  maximum  a  le  point  P  pour  centre  de  gravité  de  sa  base. 

706.  1°  Parmi  toutes  les  pyramides  équivalentes  limitées  latéralement 
par  les  faces  d'un  même  angle  polyèdre,  celle  dont  la  hauteur  passe  par 
le  centre  de  gravité  de  la  base  a  la  base  minimum  ; 

2°  De  toutes  les  pyramides  limitées  latéralement  par  le  même  angle 
polyèdre  et  qui  ont  des  bases  équivalentes,  la  pyramide  de  volume  maxi- 
mum est  celle  dont  le  sommet  se  projette  orthogonalement  au  centre  de 
gravité  de  la  base; 

3^  Enfin,  de  toutes  les  pyramides  de  même  hauteur,  limitées  latérale- 
ment par  le  même  angle  polyèdre,  la  pyramide  de  volume  minimum  est 
celle  dont  la  hauteur  passe  par  le  centre  de  gravité  de  la  base. 

707.  Dans  deux  figures  homologiques,  le  rapport  des  distances  de  deux 
points  homologues  quelconques  m  et  m'  au  centre  d'homologie  est  au 
rapport  des  distances  de  ces  deux  points  m  et  /n'  à  deux  droites  homo- 
logues D  et  D'  quelconques  dans  une  raison  constante.  —  Que  devient  ce 
théorème  :  i""  lorsque  l'une  des  droites  D  et  D'  est  l'axe  d'homologie? 
2*"  lorsque  la  droite  D  est  à  l'infini?  S*"  lorsque,  la  droite  D  étant  à  l'infini, 
la  droite  D'  se  confond  avec  la  droite  de  la  première  figure  qui  correspond 
aux  points  de  la  seconde  situés  à  l'infini? 

708.  Étant  données  deux  droites  parallèles  dans  le  plan  d'une  figure, 
si  d'un  point  fixe  on  mène  un  rayon  à  chaque  point  m  de  cette  figure,  et 
que  sur  ce  rayon  on  prenne  un  point  m'  tel,  que  le  produit  des  distances 
des  points  jji  et  m'  aux  deux  parallèles  soit  constant,  le  point  m'  décrit 
une  figure  homologique  à  la  proposée. 

709.  Quand  deux  figures  sont  homologiques,  si  l'on  fait  tourner  l'une 
d'elles  autour  de  l'axe  d'homologie,  de  manière  à  faire  coïncider  de  nou- 
veau son  plan  avec  celui  de  l'autre  figure,  les  deux  figures,  dans  leur 
nouvelle  position  relative,  sont  encore  homologiques,  mais  leur  centre 
d'homologie  est  différent. 

710.  Quand  deux  figures  sont  homologiques,  si  l'on  fait  tourner  l'une 
d'elles  dans  son  plan  autour  du  centre  d'homologie,  après  une  rotation 
de  i8o  degrés,  les  deux  figures  sont  encore  homologiques,  mais  avec  un 
axe  d'homologie  différent. 
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LIVRE  VIL 

LES  CORPS  RONDS. 


§§  I,  IL  —  Cylindre  et  cône  de  révolution. 

711.  i*'  Quel  est  le  rapport  des  volumes  de  deux  cylindres  dont  les 
aires  convexes  sont  équivalentes?  i°  quel  est  le  rapport  des  aires  con- 
vexes de  deux  cylindres  qui  ont  le  même  volume? 

712.  Les  volumes  engendrés  par  un  rectangle  tournant  successivement 
autour  de  ses  côtés  adjacents  sont  de  a  mètres  cubes  et  de  b  mètres 
cubes  :  trouver  la  longueur  de  la  diagonale  de  ce  rectangle. 

713.  Calculer  Faire  convexe,  l'aire  totale  et  le  volume  d'un  cône  équi- 
latéral  en  fonction  de  son  côté.  —  Pour  quelle  valeur  de  ce  côté  l'aire 
totale  du  cône  est-elle  i  mètre  carré  ou  son  volume  i  mètre  cube? 

714.  Partager  Taire  latérale  d'un  cône  de  révolution  en  n  parties  équi- 
valentes par  des  plans  parallèles  à  sa  base, 

715.  La  hauteur  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  étant  3  mètres  et 
ses  bases  ayant  pour  rayons  i  mètres  et  i  mètre,  partager  son  volume 
en  trois  parties  proportionnelles  aux  nombres  2,  3  et  7,  par  deux  plans 
parallèles  aux  bases. 

716.  Le  volume  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  étant  4i"%328,  sa 
hauteur  1^,817,  le  rayon  d'une  de  ses  bases  a"", 698,  on  demande  de  cal- 
culer à  g"", CCI  près  le  rayon  de  sa  seconde  base. 

717.  Calculer  à  0,001  près  le  rapport  que  doivent  présenter  les  rayons 
des  bases  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  pour  que  son  volume  soit  la 
moitié  de  celui  du  cylindre  de  même  hauteur  élevé  sur  la  base  inférieure 
du  tronc. 

718.  Quel  est  le  rapport  des  volumes  engendrés  par  un  parallélogramme 
tournant  successivement  autour  de  ses  deux  côtés  adjacents? 

719.  Soit  ABGDEF  un  hexagone  régulier  circonscrit  à  un  cercle  de 
centre  0  et  de  rayon  R.  On  mène  la  diagonale  FC  et  les  droites  AC  et  BF 
qui  se  coupent  en  I  sur  le  rayon  OH  perpendiculaire  à  FC,  et  l'on  demande 
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de  calculer,  en  fonction  de  R,  les  volumes  et  les  aires  des  cônes  engen- 
drés par  les  triangles  IHA,  ÏOF,  en  tournant  autour  de  OH  pris  pour  axe. 

720.  Soit  B'C  la  projection  du  diamètre  BC  d'un  cercle  OA  sur  la  tan- 
gente TT'  au  point  A  :  chercher  pour  quelle  position  de  BC  le  rapport  du 
cercle  OA  à  l'aire  totale  du  tronc  de  cône  engendré  par  la  rotation  du 
trapèze  BCB'C  autour  de  TT' est  égal  à  m\  discussion. 

721.  Calculer  les  rayons  des  bases  d'un  tronc  de  cône  de  révolution, 
connaissant  sa  hauteur,  son  côté  et  son  aire  ou  son  volume. 

722.  Un  tronc  de  cône  de  révolution  d'une  substance  dont  le  poids 
spécifique  est  d  est  plongé  verticalement  dans  un  liquide  dont  le  poids 
spécifique  est  <^';  les  rayons  de  ses  bases  sont  R  et  r,  sa  hauteur  est  h. 
On  demande  de  calculer  la  hauteur  de  la  partie  immergée  et  le  rayon  de 
la  section  déterminée  dans  le  tronc  de  cône  par  la  surface  de  niveau  du 
liquide. 

723.  Quel  est  le  volume  maximum  d'un  cône  de  révolution  dont  le  côté 
est  donné? 

724.  Parmi  tous  les  cylindres  ou  tous  les  cônes  qui  ont  même  aire  to- 
tale, quel  est  le  cylindre  ou  le  cône  de  volume  maximum?  —  Parmi  tous 
les  cylindres  ou  tous  les  cônes  équivalents,  quel  est  le  cylindre  ou  le  cône 
d'aire  totale  minimum? 

725.  Inscrire  dans  un  cône  donné  un  cylindre  de  volume  donné;  dis- 
cussion. —  Circonscrire  à  un  cylindre  donné  un  cône  de  volume  donné: 
discussion. 

§§  III,  IV,  V,  Vï.  —  Premières  notions  sur  la  sphère.  —  Propriétés 
des  triangles  sphériques.  —  Aire  et  volume  de  la  sphère. 

726.  Trouver  le  lieu  des  points  qui  sont  à  la  distance  a  d'un  point  A 
et  à  la  distance  h  d'un  point  B. 

727.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent  à  une  sphère 
donnée. 

728.  Par  une  droite  donnée,  mener  à  une  sphère  donnée  un  plan  sé- 
cant qui  détermine  une  section  de  rayon  donné. 

729.  Lorsque  trois  sphères  se  coupent  deux  à  deux,  les  plans  des  trois 
cercles  d'intersection  se  coupent  suivant  une  même  droite  perpendicu- 
laire au  plan  déterminé  par  les  centres  des  trois  sphères. 

730.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  une  sphère 
donnée  par  tous  les  plans  sécants  qui  passent  par  une  droite  donnée  ou 
par  un  point  donné. 
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731.  Connaissant  les  rayons  de  deux  sections  parallèles  faites  dans  ime 
sphère  et  la  distance  de  ces  sections,  trouver  le  rayon  de  la  sphère. 

732.  Trouver  la  plus  courte  et  la  plus  grande  distance  d'un  point  donné 
à  une  surface  sphérique.  —  Trouver  le  lieu  des  points  qui  sont  à  une 
distance  donnée  d'une  sphère  donnée. 

733.  Trouver  la  plus  courte  distance  d'une  droite  donnée  ou  d'un  plan 
donné  à  une  surface  sphérique. 

734.  Si  d'un  point  de  la  surface  sphérique  comme  pôle  on  trace  un 
cercle  avec  un  rayon  sphérique  égal  au  cinquième  ou  au  tiers  d'un  qua- 
drant, le  rayon  du  cercle  obtenu  est  la  moitié  du  rayon  de  la  sphère  ou 
le  plus  grand  segment  de  ce  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison. 

735.  La  somme  des  carrés  des  cordes  interceptées  par  une  sphère 
donnée  sur  trois  droites  rectangulaires  partant  d'un  point  donné  est  con- 
stante, ainsi  que  la  somme  des  carrés  des  six  segments  déterminés  sur  ces 
trois  cordes  par  le  point  donné. 

736.  Trouver  le  diamètre  de  la  sphère  circonscrite  à  une  pyramide 
triangulaire  dont  trois  faces  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

737.  Si,  d'un  point  do  l'espace,  on  mène  des  sécantes  à  une  sphère 
donnée,  le  produit  des  distances  de  ce  point  aux  deux  points  d'intersec- 
tion de  chaque  sécante  avec  la  sphè\j  est  constant. 

738.  Mener  dans  une  sphère  donnée  trois  cordes  perpendiculaires  entre 
elles,  qui  passent  par  un  point  donné  et  qui  soient  proportionnelles  à  des 
nombres  donnés.  —  Mener  dans  une  sphère  donnée  trois  plans  perpen- 
diculaires entre  eux,  qui  passent  par  un  point  donné  et  qui  déterminent 
trois  cercles  dont  les  aires  soient  proportionnelles  à  des  nombres  donnés. 

739.  Si  deux  cercles  de  l'espace  sont  tels,  que  leurs  centres  soient  les 
projections  d'un  même  point  et  que  les  tangentes  menées  à  ces  cercles 
par  un  point  de  l'intersection  de  leurs  plans  soient  égales,  ces  deux  cercles 
sont  situés  sur  une  même  sphère. 

740.  La  somme  des  carrés  des  projections  de  trois  rayons  d'une  sphère 
perpendiculaires  entre  eux  sur  un  plan  quelconque  est  égale  au  double 
du  carré  du  rayon  de  la  sphère, 

741 .  Étant  données  deux  sphères  solides,  trouver  la  dislance  de  leurs 
centres  par  une  construction  plane. 

742.  Trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace  dont  le  rapport  des  distances 
à  deux  points  fixes  est  constant.  —  Trouver  le  lieu  des  points  de  l'espace 
également  éclairés  par  deux  lumières  données. 

743.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  distances 
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à  deux  points  donnés  est  constante.  —  Trois  points  étant  donnés,  trouver 
le  lieu  des  points  dont  la  somnie  des  carrés  des  distances  est  à  la  fois 
constante  par  rapport  au  premier  et  au  second  point,  par  rapport  au 
premier  et  au  troisième. 

741.  Trouver  le  lieu  des  points  d'où  Ton  voit  une  sphère  donnée,  deux 
sphères  données  ou  trois  sphères  données,  sous  un  angle  donné. 

745.  Indiquer  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  une  droite  donnée  sous 
un  angle  donné,  ou  deux  droites  données  issues  d'un  même  point,  sous 
des  angles  respectivement  donnés. 

746.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sphères  qui  coupent  deux  sphères 
données  ou  trois  sphères  données  suivant  des  grands  cercles. 

747.  Quelle  est  la  condition  pour  que  quatre  points  de  la  surface  sphé- 
rique  appartiennent  à  un  même  plan'^ 

748.  Construire  une  sphère  : 

1°  De  rayon  donné,  qui  passe  par  trois  points  donnés; 

2*^  De  rayon  donné,  passant  par  deux  points  donnés  et  tangente  à  un 
plan  ou  à  une  sphère  donnée  ; 

3''  De  rayon  donné,  passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  deux 
plans  ou  à  deux  sphères  données; 

4*^  De  rayon  donné,  tangente  à  trois  plans  ou  à  trois  sphères  données; 

5°  De  rayon  donné,  passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  un  plan 
et  à  une  sphère  donnés; 

6''  De  rayon  donné,  tangente  à  deux  plans  et  à  une  sphère  donnés; 

f  De  rayon  donné,  tangente  à  un  plan  et  à  deux  sphères  donnés. 

749.  Connaissant  les  latitudes  et  les  longitudes  de  deux  lieux  de  la  sur- 
face terrestre  supposée  parfaitement  sphérique,  trouver,  à  l'aide  d'opéra- 
tions exécutées  sur  un  globe,  la  dislance  de  ces  deux  lieux  en  degrés. 

750.  Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  : 

1°  Un  angle,  un  côté  adjacent  et  la  somme  ou  la  différence  des  deux 
autres  côtés; 
2«  Un  côté,  un  angle  adjacent  et  la  somme  ou  la  différence  des  deux 

autres  angles; 

3°  Deux  côtés  et  la  hauteur  correspondant  à  l'un  d'eux; 
4°  Un  angle,  un  côté  et  la  hauteur  qui  lui  correspond; 
5°  Son  aire,  un  angle  et  l'un  des  côtés  adjacents. 

751 .  Inscrire  un  cercle  dans  un  triangle  sphérique. 

752.  Transformer  un  polygone  sphérique  en  un  triangle  sphérique  équi- 
valent. 
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7o3.  Trouver  une  aire  plane  équivalente  à  celle  d'un  triangle  sphé- 
rique  donné. 

754.  Les  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  sphérique  étant  égaux  :  i*"  les 
quatre  angles  du  quadrilatère  sont  égaux,  ses  diagonales  sont  égales  et  se 
coupent  mutuellement  en  parties  égales,  ses  sommets  sont  dans  un  même 
plan  et  les  cordes  correspondantes  forment  un  rectangle  ;  i""  l'aire  de  ce 
quadrilatère  a  pour  mesure  quatre  fois  l'excès  de  son  angle  sur  un  droit. 

7oo.  Dans  un  losange  sphérique,  les  diagonales  se  coupent  à  angle 
droit. 

756.  Un  cône  à  base  circulaire  étant  inscrit  dans  une  sphère,  toute 
section  faite  dans  ce  cône  par  un  plan  perpendiculaire  au  diamètre  qui 
passe  par  son  sommet,  est  un  cercle. 

757.  L'enveloppe  sur  une  même  sphère  des  bases  de  tous  les  triangles 
sphériques  qui  ont  un  angle  commun  et  même  périmètre  est  un  cercle  de 
la  sphère.  —  Même  problème  sur  le  plan. 

758.  Dans  tout  polyèdre  convexe,  le  nombre  d'angles  dièdres  droits 
contenus  dans  la  somme  des  angles  dièdres,  moins  la  moitié  du  nombre 
d'angles  trièdres  trirectangles  contenus  dans  la  somme  des  angles  po- 
lyèdres, est  égal  à  deux  fois  le  nombre  des  faces  du  polyèdre  diminué  de 
deux. 

759.  Dans  tout  polyèdre  convexe,  la  somme  des  angles  polyèdres  sup- 
plémentaires de  ceux  du  polyèdre  proposé  est  égale  à  huit  angles  trièdres 
trirectangles. 

760.  Si  de  chaque  sommet  d'un  parallélipipède  comme  centre  on  décrit 
des  sphères  égales,  toutes  ces  sphères  réunies  interceptent  une  portion  du 
volume  du  parallélipipède  égale  à  l'une  d'elles. 

761.  Si  P  est  le  pôle  d'un  arc  de  grand  cercle  DE  passant  par  les  mi- 
lieux D  et  E  des  côtés  AB  et  AG  d'un  triangle  sphérique  BAC,  l'angle  BPC 
est  le  double  de  l'angle  DPE. 

762.  Si  trois  petits  cercles  sont  inscrits  dans  un  triangle  sphérique 
dont  chaque  angle  est  égal  à  120  degrés,  de  manière  que  chacun  de  ces 
cercles  touche  à  la  fois  les  deux  autres  et  deux  côtés  du  triangle,  leur 
rayon  sphérique  est  égal  à  3o  degrés  et  leurs  centres  sont  les  sommets  du 
triangle  polaire  du  triangle  donné. 

763.  Calculer  en  myriamètres  carrés  l'aire  de  l'une  des  deux  zones 
glaciales,  sachant  que  le  petit  cercle  qui  lui  sert  de  base  est  à  23°3o'  du 
pôle. 

76 i.  Dans  une  sphère  de  rayon  donné,  mener  un  plan  sécant  ATB  tel^ 
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que  le  rapport  de  la  calotte  sphériqiie  qu'il  détermine  à  l'aire  latérale  du 
cône  qui  a  pour  base  le  cercle  AlB  et  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère, 
soit  égal  à  m\  discussion. 

765.  Inscrire  dans  une  sphère  un  cône  dont  l'aire  latérale  soit  équiva- 
lente à  celle  de  la  calotte  sphérique  terminée  au  même  cercle. 

766.  Si  l'on  divise  une  demi-circonférence  en  trois  parties  égales  et  si 
on  la  fait  tourner  autour  de  son  diamètre,  la  zone  engendrée  par  l'arc 
du  milieu  est  équivalente  à  la  somme  des  zones  engendrées  par  les  deux 
arcs  extrêmes. 

7G7.  Diviser  une  zone  en  moyenne  et  extrême  raison  par  un  plan  pa- 
rallèle à  ses  bases. 

768.  La  calotte  interceptée  par  une  sphère  fixe  sur  une  sphère  sécante 
de  rayon  variable  et  qui  passe  toujours  par  son  centre  a  une  aire  con- 
stante. ~  La  zone  interceptée  par  deux  sphères  fixes  concentriques  sur 
une  sphère  sécante  de  rayon  variable  et  qui  passe  toujours  par  leur  centre 
commun  a  une  aire  constante. 

769.  Placer  sur  le  cercle  générateur  d'une  sphère  l'arc  générateur 
dune  zone  dont  on  connaît  l'arc  et  la  hauteur. 

770.  Placer  sur  une  sphère  donnée  une  calotte  sphérique  dont  l'aire 
soit  double  de  celle  engendrée  par  la  corde  de  l'arc  générateur  de  la 
calotte. 

771.  Couper  une  sphère  par  un  plan  tel,  que  l'aire  de  la  section  soit 
égale  à  la  différence  des  deux  zones  que  ce  plan  détermine. 

772.  Un  cylindre  inscrit  dans  une  sphère  de  i  mètre  de  rayon  a  pour 
aire  latérale  la  moitié  de  l'aire  d'un  grand  cercle  de  la  sphère  :  calculer 
son  volume. 

773.  L'aire  totale  d'une  chaudière  cylindrique  terminée  par  deux  hémi- 
sphères est  de  n^  mètres  carrés,  toute  section  passant  par  l'axe  a  un  péri- 
mètre de  b  mètres  :  calculer  la  hauteur  et  le  rayon  de  la  partie  cylin- 
drique de  la  chaudière;  discussion. 

77 i.  Le  poids  de  i  décimètre  cube  de  fonte  étant  j^^^i,  calculer  avec 
la  plus  grande  approximation  possible  le  diamètre  d'un  boulet  en  fonte 
du  poids  de  24''^.  —  En  déduire  celui  d'un  boulet  de  S*"^. 

775.  Ayant  mené  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  côtés  d'un 
triangle,  on  le  fait  tourner  autour  de  son  troisième  côté  pris  pour  axe  : 
quel  est  le  rapport  des  volumes  engendrés  par  les  deux  parties  du  triangle? 

776.  Dans  une  sphère  de  rayon  donné,  mener  un  plan  sécant  AlB  tel, 
que  le  rapport  du  segment  <à  une  base  qu'il  détermine,  au  secteur  sphé- 
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rique  ayant  pour  base  la  même  calotte  sphérique,  soit  égal  à  m\  dis- 
cussion. 

777.  On  prolonge  l'un  des  côtés  a  d'un  triangle  équilatéral  d'une  lon- 
gueur égale  à  a  et,  par  l'extrémité  obtenue,  on  élève  une  perpendiculaire 
à  ce  côté  :  calculer  le  volume  engendré  par  le  triangle  équilatéral  en  tour- 
nant autour  de  cette  perpendiculaire. 

778.  Inscrire  dans  une  sphère  donnée  un  cône  de  révolution  tel, 
que  les  sections  faites  par  un  plan  donné  parallèle  à  sa  base,  dans 
le  cône  et  dans  la  sphère,  soient  dans  un  rapport  donné. 

779.  Étant  donnée  une  série  de  cercles  concentriques,  on  mène  dans 
ces  cercles  des  cordes  toutes  égales  entre  elles  et  parallèles  à  un  dia- 
mètre commun  ;  les  volumes  engendrés  par  les  segments  correspondants 
en  tournant  autour  de  ce  diamètre  sont  équivalents. 

780.  Étant  donné  sur  une  sphère  de  rayon  R  un  cercle  de  rayon  r, 
mener  un  second  cercle  parallèle  au  premier  tel,  que  le  rapport  du  seg- 
ment compris  entre  ces  deux  cercles  au  cône  qui  a  pour  base  le  second 
cercle  et  qui  a  pour  sommet  le  centre  du  premier  soit  égal  à  m  ;  dis- 
cussion. 

781.  Les  volumes  d'un  cône  de  révolution,  d'une  sphère  et  d'un  cy- 
lindre de  révolution,  de  même  hauteur,  sont  proportionnels  aux  nom- 
bres 1,2,3,  lorsque  le  cône  et  le  cylindre  ont  pour  bases  un  grand  cercle 
de  la  sphère. 

782.  L'aire  totale  ou  le  volume  du  cylindre  équilatéral  inscrit  ou  cir- 
conscrit à  une  sphère  est  moyenne  proportionnelle  entre  l'aire  ou  le 
volume  de  cette  sphère  et  l'aire  totale  ou  le  volume  du  cône  équilatéral 
inscrit  ou  circonscrit. 

783.  Calculer  en  fonction  de  leurs  côtés  les  aires  et  les  volumes  en- 
gendrés par  les  polygones  réguliers  les  plus  simples,  depuis  le  triangle 
jusqu'au  dodécagone,  lorsqu'ils  tournent  autour  d'un  de  leurs  côtés  pris 
pour  axe.  —  Même  question,  en  prenant  pour  axe  de  rotation  une  per- 
pendiculaire menée  à  l'extrémité  d'un  des  diamètres  du  cercle  circonscrit 
qui  aboutit  à  un  sommet  du  polygone  considéré. 

784.  On  prend  un  point  B  sur  le  prolongement  du  rayon  OA  d'un 
cercle  donné,  et  l'on  mène  par  ce  point  au  cercle  la  tangente  BT  :  chercher 
pour  quelle  position  du  point  B  les  aires  décrites  par  la  droite  BT  et 
l'arc  AT,  lorsqu'on  fait  tourner  la  figure  autour  de  l'axe  OAB,  sont  dans 
un  rapport  donné;  discussion. 

785.  Étant  donné  un  triangle  rectangle  inscrit  dans  un  demi-cercle, 
trouver  le  rapport  du  volume  ou  de  l'aire  qu'il  engendre,  lorsque  la 
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fit^ure  tourne  autour  du  diamètre  du  demi-cercle,  au  volume  ou  à  l'aire 
de  la  sphère  engendrée  par  ce  demi-cercle.  —  Cas  où  le  triangle  rectangle 
donné  est  isocèle. 

786.  Inscrire  ou  circonscrire  à  une  sphère  donnée  un  cône  ou  un 
cylindre  dont  l'aire  totale  ou  le  volume  soit  à  l'aire  ou  au  volume  de  la 
^phère  dans  un  rapport  donné;  discussion. 

787.  La  longueur  de  Taxe  d'une  chaudière  cylindrique  terminée  par 
deux  hémisphères  étant  donnée,  calculer  les  dimensions  de  la  partie 
cylindrique  de  manière  que  la  capacité  de  la  chaudière  ait  une  valeur 
donnée;  discussion. 

788.  Étant  donné  le  volume  d'un  secteur  sphérique  appartenant  à  une 
sphère  de  rayon  R,  chercher  le  maximum  de  son  aire  totale. 

789.  On  donne  les  volumes  engendrés  par  un  triangle  en  tournant 
successivement  autour  de  chacun  de  ses  côtés  :  calculer  les  trois  côtés  du 
triangle. 

790.  Construire  un  triangle,  connaissant  deux  côtés  et  sachant  que  le 
volume  engendré  par  ce  triangle  en  tournant  autour  du  troisième  côté 
est  égal  à  la  somme  des  volumes  qu'il  engendre  en  tournant  successive- 
ment autour  des  deux  côtés  donnés. 

791.  D'un  point  B  extérieur  à  une  circonférence  0,  on  lui  mène  deux 
tangentes  BA,  BC,  et  l'on  projette  le  point  de  contact  C  sur  le  rayon  OA 
en  D  :  démontrer  que,  si  l'on  fait  tourner  la  figure  autour  de  l'axe  AOD, 
le  volume  engendré  par  le  triangle  mixtiligne  ABC  est  équivalent  au  cône 
engendré  par  le  triangle  rectangle  BAD,  et  le  segment  sphérique  engendré 
par  le  triangle  mixtiligne  DAG  équivalent  au  volume  engendré  par  le 
triangle  BCD. 

792.  On  donne  un  cône  de  révolution  et  deux  sphères  inscrites  dans  ce 
cône  et  tangentes  extérieurement  l'une  à  l'autre;  le  volume  compris 
entre  le  cône  et  les  deux  sphères  proposées  est  la  moitié  du  volume 
compris  entre  ce  même  cône  et  la  sphère  qui  passe  par  ses  deux  cercles 
de  contact  avec  les  sphères  données. 

§  VII.  —  Généralités  sur  les  surfaces. 

793.  Indiquer  le  lieu  des  points  qui  sont  :  i°  à  la  distance  a  d'une 
(.roite  A  et  à  la  distance  b  d'une  droite  B  ;  a**  à  la  distance  a  d'une  droite  A 
et  à  la  distance  p  d'un  plan  P  ;  3**  à  la  distance  a  d'une  droite  A  et  à  la 
distance  b  d'un  point  B. 

794.  Étant  donnés  dans  l'espace  un  point  et  une  surface  conique  ou 
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cylindrique  de  révolution,  trouver  la  plus  courte  distance  du  point  à  la 
surface. 

795.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  un  point  donné  et 
à  une  droite  donnée  passant  par  ce  point  sont  dans  un  rapport  donné. 

796.  Un  point  et  deux  droites  passant  par  ce  point  étant  donnés, 
trouver  le  lieu  des  points  dont  les  distances  respectives  au  point  donné  et 
aux  droites  données  sont  proportionnelles  à  trois  longueurs  données. 

797.  Mener  un  plan  tangent  à  une  surface  cylindrique  ou  à  une  surface 
conique  de  révolution  :  i°  par  un  point  donné  de  la  surface  ;  2"  par  un 
point  extérieur  donné;  3°  parallèlement  à  une  droite  donnée. 

798.  Étant  donnés  un  nombre  quelconque  de  plans  et  deux  points  A 
et  B  pris  sur  deux  d'entre  eux,  trouver  le  plus  court  chemin  qui  conduit 
du  point  A  au  point  B,  sans  sortir  des  plans  proposés.  —  Application  à 
la  recherche  du  plus  court  chemin  entre  deux  points  sur  une  surface 
cylindrique  ou  conique. 

799.  Trouver  le  lieu  des  points  tels,  que  les  plans  tangents  menés  de 
chacun  d'eux  à  un  cylindre  ou  à  un  cône  donné  se  coupent  sous  un 
angle  donné. 

800.  Deux  cylindres  de  révolution  dont  les  axes  sont  parallèles  ou 
deux  cônes  ayant  même  sommet  étant  donnés,  trouver  le  lieu  des  points 
tels,  que  les  plans  tangents  menés  de  chacun  d'eux  à  l'une  des  surfaces 
fassent  le  même  angle  que  les  plans  tangents  menés  du  même  point  à 
l'autre  surface. 

801.  Construire  un  cône  ou  un  cylindre  de  révolution,  connaissant 
trois  génératrices. 

802.  Construire  un  cône  de  révolution,  connaissant  :  1°  l'axe,  le  sommet 
et  le  rapport  des  distances  d'un  point  de  la  surface  au  sommet  et  à  l'axe; 
2°  l'axe,  le  sommet  et  un  plan  tangent  à  la  surface;  3^  le  sommet,  un 
plan  dans  lequel  se  trouve  l'axe  et  deux  plans  tangents  à  la  surface; 
4''  trois  plans  tangents  à  la  surface. 

803.  La  Lune  et  le  Soleil  étant  supposés  parfaitement  sphériques  et  le 
volume  du  Soleil  étant  environ  63 000 000  de  fois  celui  de  la  Lune,  cal- 
culer le  rapport  des  distances  des  centres  de  ces  deux  astres  à  la  Terre, 
lorsqu'ils  ont  le  même  diamètre  apparent,  c'est-à-dire  lorsqu'ils  sont  vus 
sous  le  même  angle. 

804.  Les  rayons  de  la  Lune,  de  la  Terre  et  du  Soleil  étant  proportion- 

3 
nels  aux  nombres  — 7  i  et  108, 5,  trouver  le  rapport  des  distances  du 

centre  de  la  Terre  aux  centres  des  deux  autres  astres,  lorsqu'on  suppose 
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les  centres  de  ces  trois  globes  sur  l'axe  d'un  cône  de  révolution  qui  leur 
est  tangent;  considérer  le  cas  où  les  trois  astres  sont  tangents  à  une 
même  nappe,  et  celui  où,  la  Terre  étant  située  dans  une  nappe,  les  deux 
autres  astres  sont  dans  la  nappe  opposée. 

APPENDICE  DU  SEPTIÈME  LIVRE. 

80.^.  Partager  la  surface  sphérique  en  parties  égales  par  des  polygones 
égaux  et  réguliers. 

806.  Le  volume  d'un  cube  est  égal  à  six  fois  le  volume  de  l'octaèdre 
régulier  qui  a  ses  sommets  aux  centres  des  faces  du  cube. 

807.  Les  milieux  des  arêtes  d'un  tétraèdre  régulier  sont  les  sommets 
d'un  octaèdre  régulier. 

808.  Trouver  l'aire  et  le  volume  d'un  polyèdre  régulier. 

809.  Connaissant  le  rayon  d'une  sphère,  trouver  l'aire  et  le  volume 
des  polyèdres  réguliers  inscrits. 

810.  Mener  par  un  point  donné  un  plan  tangent  à  deux  sphères  données. 

811.  Mener  un  plan  tangent  à  trois  sphères  données. 

812.  Si  l'on  donne  une  sphère  et  deux  points  quelconques  dans  l'espace, 
les  distances  de  ces  points  au  centre  de  la  sphère  sont  proportionnelles 
aux  distances  respectives  de  chacun  d'eux  au  plan  polaire  de  l'autre. 

813.  Soient  AA.A^  un  triangle  sphérique  et  0  un  point  de  la  sphère 
correspondante.  Si  l'on  élève  sur  l'arc  de  grand  cercle  OA  un  arc  de 
grand  cercle  perpendiculaire  qui  vient  rencontrer  le  côté  opposé  AjA^ 
en  B,  et  si  l'on  détermine  de  la  même  manière  B,  sur  AA^  et  B^  sur  AA,, 
les  trois  points  B,  Bj,  B^,  sont  sur  une  même  circonférence  de  grand  cercle. 

814.  Construire  une  sphère  : 

i"*  Respectivement  tangente  à  trois  droites  données  en  un  point  donné 
de  chacune  d'elles; 

i""  Passant  par  trois  points  donnés  et  tangente  à  un  plan  ou  à  une 
sphère  donnée; 

3^  Passant  par  deux  points  donnés  et  tangente  à  deux  plans  ou  à  deux 
sphères  données; 

4**  Passant  par  un  point  donné  et  tangente  à  trois  plans  ou  à  trois 
sphères  données; 

S**  Tangente  à  trois  plans  donnés  et  à  une  sphère  donnée  ; 

6°  Tangente  à  un  plan  donné  et  à  trois  sphères  données; 

7°  Tangente  à  deux  plans  donnés  et  à  deux  sphères  données. 
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815.  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  qui  coupe  deux  sphères 
données  suivant  des  cercles  de  rayons  proportionnels  à  ceux  des  sphères. 

816.  Mener  par  un  point  donné  un  plan  qui  coupe  trois  sphères  données 
suivant  des  cercles  de  rayons  proportionnels  à  ceux  des  sphères, 

817.  De  tous  les  triangles  sphériques  formés  avec  deux  côtés  donnés, 
le  triangle  d'aire  maximum  est  celui  dans  lequel  l'angle  compris  entre  ces 
côtés  est  égal  à  la  somme  des  deux  autres  angles. 

818.  De  tous  les  triangles  sphériques  isopérimètres  et  de  même  base, 
le  triangle  isocèle  est  un  maximum. 

819.  Deux  triangles  et  un  point  étant  donnés  dans  un  plan,  mener  par 
le  point  une  droite  telle,  que  les  volumes  engendrés  par  les  triangles 
tournant  autour  de  cette  droite  soient  dans  un  rapport  donné.  —  Mémo 
problème  pour  deux  cercles  donnés. —  Même  problème  pour  trois  triangles 
ou  trois  cercles  donnés. 

820.  Étant  donnés  un  cercle  et  un  point  intérieur,  est-il  possible  de  le 
projeter  centralement  suivant  un  cercle  qui  ait  pour  centre  la  projection 
du  point  donné? 

821.  Les  trois  arcs  de  grand  cercle  qui,  passant  par  chaque  sommet 
d'un  triangle  sphérique,  le  divisent  en  deux  parties  équivalentes,  se  cou- 
pent aux  deux  mêmes  points. 

822.  On  peut  toujours  transformer  un  groupe  de  trois  sphères  données 
en  un  groupe  de  trois  autres  sphères  de  rayons  égaux:  quel  est  le  lieu  des 
pôles  de  transformation  ? 

823.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  les  puissances  par  rapport  à  trois 
sphères  données  sont  entre  elles  comme  les  rayons  de  ces  sphères. 

82i.  Peut-on,  par  la  méthode  des  rayons  vecteurs  réciproques,  ramener 
le  problème  de  la  sphère  tangente  à  quatre  sphères  données  au  problème 
de  la  sphère  tangente  à  une  sphère  et  à  trois  plans?  Quel  point  faut-il 
choisir  pour  pôle  de  transformation  ? 

825.  Étant  données  quatre  sphères  de  rayons  r,  -\~  p,  r^-^p^^^^^  p,  r^  h-  p, 
trouver  le  lieu  que  décrit  leur  centre  radical  quand  on  faitvarier  p.— Quel 
est  le  problème  analogue  de  Géométrie  plane  ? 

826.  Par  deux  points  A  et  B  donnés  sur  la  surface  de  la  sphère,  on  fait 
passer  des  cercles  auxquels  on  mène  ensuite  des  grands  cercles  tangents 
par  un  point  G  pris  sur  l'arc  de  grand  cercle  AB  prolongé  :  quel  est  le  lieu 
des  points  de  contact? 

827.  Étant  donnés  un  cercle  et  deux  points  de  la  sphère,  mener  par 
ces  deux  points  un  second  cercle  qui  coupe  le  premier  en  deux  points 
distants  d'une  longueur  donnée. 
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828.  Étant  donnés  sur  une  sphère  deux  grands  cercles  et  un  petitcercle  A, 
mener  aux  deux  grands  cercles  un  cercle  tangent  B  tel,  que,  si  l'on 
mène  ensuite  aux  deux  cercles  A  et  B  deux  tangentes  communes  sphériques, 
leur  angle  soit  égal  à  un  angle  donné. 

829.  Étant  donnés  sur  une  sphère  deux  points  et  un  grand  cercle, 
trouver  sur  ce  cercle  un  point  tel,  que  la  somme  de  ses  distances  sphé- 
riques aux  deux  points  donnés  soit  égale  à  un  arc  donné. 

830.  Étant  donnés  sur  une  sphère  un  point  et  deux  grands  cercles, 
mener  par  le  point  un  cercle  qui  coupe  les  deux  autres  sous  des  angles 
dont  la  somme  soit  donnée. 

831.  Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  son  aire,  un  angle  et 
un  point  par  lequel  doit  passer  le  côté  opposé  à  cet  angle. 

832.  Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  un  angle,  le  côté  op- 
posé et  le  cercle  inscrit  au  triangle. 

833.  Étant  donnés  sur  un  cercle  de  la  sphère  deux  points  A  et  B,  trouver 
sur  ce  cercle  un  troisième  point  C  tel,  que  les  deux  grands  cercles  CAet 
CB  se  coupent  sous  un  angle  donné. 

83  i.  Les  arcs  qui,  menés  par  les  sommets  d'un  triangle  sphérique,  par- 
tagent respectivement  son  aire  en  deux  parties  équivalentes,  se  coupent 
au  même  point. 

835.  Décrire  sur  une  sphère  donnée  un  cercle  qui  soit  tangent  à  deux 
cercles  donnés  et  qui  coupe  en  deux  parties  égales  la  circonférence  d'un 
troisième  cercle  donné. 

836.  Décrire  sur  une  sphère  donnée  un  cercle  qui  coupe  trois  cercles 
donnés  A,  B,  C,  chacun  en  deux  points  diamétralement  opposés. 

837.  Décrire  sur  une  sphère  donnée  un  cercle  qui  coupe  deux  cercles 
donnés  sous  des  angles  donnés  et  qui  rencontre  un  troisième  cercle  donné 
en  deux  points  diamétralement  opposés. 

838.  Si  plusieurs  triangles  sphériques  ont  un  côté  commun,  les  circon- 
férences de  grand  cercle  passant  par  les  milieux  des  deux  autres  côtés  de 
chacun  de  ces  triangles  concourent  en  un  même  point. 

839.  Par  un  point  donné  sur  une  sphère,  mener  un  cercle  qui  coupe 
trois  cercles  donnés  sous  des  angles  égaux. 

840.  Décrire  sur  une  sphère  donnée  un  cercle  qui  coupe  quatre  cercles 
donnés  sous  des  angles  égaux. 

841.  Une  sphère  variable,  mais  assujettie  à  passer  par  deux  points  fixes, 
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touche  une  sphère  fixe  en  une  suite  de  points  formant  une  circonférence 
de  cercle. 

842.  Une  sphère  variable,  mais  assujettie  à  passer  par  trois  points  fixes, 
coupe  une  sphère  fixe  suivant  une  série  de  cercles  dont  les  plans  passeat 
par  une  même  droite. 

843.  Quels  sont  sur  la  sphère  les  théorèmes  analogues  à  ceux  de 
Pascal  et  de  Brianchon  {voir  les  n^^  328  et  329)? 


5/i^.  GÉOMÉTRIE    DANS    l'eSPACE. 


LIVRE   Ylil. 

LES   COURBES  USUELLES 


§§  I,  IL  —  Propriétés  fondamentales  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole. 

844.  Quelle  est  la  plus  courte  et  la  plus  grande  distance  du  centre  de 
l'ellipse  à  un  point  de  la  courbe  ? 

845.  Quel  est  le  lieu  du  centre  d'une  ellipse  qui  glisse  en're  deux  axes 
rectangulaires  ? 

846.  Deux  ellipses  dont  les  grands  axes  sont  égaux  et  qui  ont  un  foyer 
commun  ne  peuvent  se  couper  qu'en  deux  points. 

847.  Quel  est  le  lieu  des  points  é2;aîement  distants  de  deux  circonfé- 
rences intérieures  ou  extérieures  l'une  à  l'autre  ? 

848.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  deux  cercles 
donnés  ?  —  On  examinera  les  différents  cas  possibles. 

849.  Sur  les  deux  tangentes  PM,  PM',  à  une  ellipse  ou  à  une  hyperbole 
dont  les  foyers  sont  F  et  F',  on  prend  des  longueurs  PQ,  PQ',  respective- 
ment égales  à  PFet  à  PF':  démontrer  que  la  droite  QQ'est  égale  au  grand 
axe  de  l'ellipse  ou  à  l'axe  transverse  de  l'hyperbole. 

850.  Le  grand  exe  de  l'ellipse  ou  l'axe  transverse  de  l'hyperbole  et 
une  tangente  quelconque  interceptent,  sur  les  deux  tangentes  menées 
aux  extrémités  de  l'axe  de  la  courbe,  des  longueurs  dont  le  produit  est 
constant. 

851.  Des  cercles  touchent  une  droite  AB  en  un  point  fixe  C,  et  des 
points  fixes  A  et  B  on  mène  des  tangentes  à  ces  cercles  :  trouver  le  lieu 
des  points  d'intersection  de  ces  tangentes. —  Le  point  C  peut  être  entre  A 
et  B  ou  sur  AB  prolongée. 

852.  Soient  les  deux  tangentes  menées  à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole  par 
un  point  extérieur  et  une  troisième  tangente  quelconque  :  démontrer  que 
la  longueur  interceptée  sur  cette  troisième  tangente  par  les  deux  pre- 
mières est  vue  de  chaque  foyer  sous  un  angle  constant. 

853.  Démontrer  directement  que,  si  l'on  mène  à  une  hyperbole  deux 
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tangentes  PM,  PM',  par  un  même  point  extérieur  P,  les  angles  PFM,  PFM' 
sont  égaux  ou  supplémentaires,  suivant  que  les  points  de  contact  Met  M' 
appartiennent  ou  non  à  la  même  moitié  de  la  courbe. 

854.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  ellipses  dont  le  grand  axe  a  ki 
môme  longueur,  qui  ont  un  foyer  commun  et  qui  touchent  une  droite 
donnée. 

855.  Quels  senties  lieux  géométriques  :  l'^des  sommets;  2°  des  points 
de  rencontre  des  côtés  non  parallèles;  T  des  points  d'intersection  des 
diagonales,  des  trapèzes  construits  sur  une  base  fixe,  et  dans  lesquels  la 
longueur  de  l'autre  base  est  donnée,  ainsi  que  la  somme  ou  la  différence 
des  côtés  non  parallèles  ? 

856.  Construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  connaissant  :  1°  ses  foyers 
et  un  point;  2"  ses  foyers  et  une  tangente;  3°  un  foyer,  deux  points  et 
une  tangente  ;  4°  un  foyer,  un  sommet  et  une  tangente;  5°  un  foyer,  deux 
tangentes  et  le  point  de  contact  de  l'une  d'elles  ;  6^  un  foyer  et  trois  tan- 
gentes; 7''  le  centre,  deux  tangentes  et  la  longueur  du  grand  axe  ou  de 
l'axe  transverse. 

857.  On  donne  les  positions  d*un  foyer  et  d'un  point  d'une  ellipse,  ainsi 
que  les  longueurs  des  axes  :  déterminer  son  centre. 

858.  Le  cercle  quia  pour  diamètre  la  portion  d'une  tangente  quelconque 
à  l'hyperbole  interceptée  par  les  tangentes  menées  aux  extrémités  de  Taxe 
transverse  passe  par  les  foyers  de  la  courbe. 


§  ni.  —  Propriétés  fondamentales  de  la  parabole. 

859.  La  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  delà  parabole  sur  une  (an- 
gente  à  la  courbe  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  rayon  vecteur  du 
point  de  contact  et  la  moitié  du  paramètre  /?. 

860.  Si  PM  et  PM'  sont  les  deux  tangentes  menées  à  la  parabole  par 
un  point  extérieur  P,  les  triangles  FPM,  FPM',  sont  semblables,  et  FP  est 
la  moyenne  proportionnelle  des  rayons  vecteurs  FM,  FM',  des  deux  points 
de  contact. 

861.  Si  PM  et  PM'  senties  deux  tangentes  menées  à  la  parabole  par  un 
point  extérieur  P,  démontrer  que  la  parallèle  menée  à  Taxe  par  le  point  P 
passe  par  le  milieu  de  la  corde  MM',  et  que  la  tangente  au  point  où  cette 
parallèle  rencontre  la  courbe  est  elle-même  parallèle  à  la  corde  MM'. 

862.  Si  l'on  rapporte  la  parabole  à  une  tangente  et  au  diamètre  mené 
par  son  point  de  contact  pris  comme  axes  coordonnés,  le  carré  de  Ter- 


544*  GÉOMÉTRIE   DANS    i/eSPACE. 

donnée  d'un  point  de  la  courbe  est  égal  à  quatre  fois  le  produit  du  rayon 
vecteur  de  l'extrémité  du  diamètre  par  l'abscisse  du  point  considéré. 

863.  Si  deux  cordes  de  la  parabole  se  coupent,  les  produits  de  leurs 
segments  sont  dans  le  rapport  des  rayons  vecteurs  des  extrémités  des 
diamètres  qui  leur  sont  conjugués. 

804.  MN  étant  une  tangente  commune  à  la  parabole  et  au  cercle  décrit 
sur  la  corde  menée  perpendiculairement  à  l'axe  par  le  foyer  comme  dia- 
mètre, démontrer  que  les  droites  FM  et  FN  sont  également  inclinées  sur 
cette  corde. 

865.  La  tangente  en  un  point  de  la  parabole  rencontre  la  directrice  et 
la  corde  menée  par  le  foyer,  perpendiculairement  à  Taxe,  en  des  points 
équidistants  du  foyer. 

866.  Si  l'ordonnée  d'un  point  M  de  la  parabole  passe  par  le  milieu  de 
la  sous-normale  qui  correspond  à  un  point  M',  l'ordonnée  du  point  M  est 
égale  à  la  normale  qui  correspond  au  point  M'. 

867.  Si  d'un  point  pris  sur  une  tangente  à  la  parabole  on  mène  une 
autre  tangente  à  la  courbe,  l'angle  compris  entre  cette  tangente  et  la 
droite  menée  du  même  point  au  foyer  est  constant. 

868.  Construire  une  parabole  qui  touche  un  cercle  donné  en  un  point 
donné,  et  dont  l'axe  soit  tangent  au  même  cercle  en  un  autre  point  donné. 

869.  Si  par  le  point  de  contact  d'une  tangente  à  la  parabole  on  tire  une 
corde,  puis  qu'on  trace  une  autre  droite  parallèle  à  l'axe,  la  portion  de 
cette  droite  comprise  entre  la  tangente  et  la  corde  sera  divisée  par  son 
point  de  rencontre  avec  la  courbe  dans  le  même  rapport  que  cette  droite 
elle-même  divise  la  corde. 

870.  Si  le  diamètre  de  la  parabole  menée  par  le  point  M  rencontre  la 
directrice  en  K  et  la  corde  menée  par  le  foyer  parallèlement  à  la  tangente 
MT  en  H,  on  a 

MK=  MH. 

871.  Quel  est  le  lieu  du  point  d'intersection  du  diamètre  mené  en  un 
point  de  la  parabole  avec  la  corde  tracée  par  le  foyer  parallèlement  à  la 
tangente  au  même  point? 

872.  AB  et  AG  étant  deux  droites  rectangulaires,  on  mène  la  droite 
quelconque  AR  et  la  parallèle  fixe  CR  à  AB,  puis,  on  prend  sur  AR  un 
point  M  tel  que  son  ordonnée  MQ  par  rapport  à  AB  soit  égale  à  CR:  quel 
est  le  lieu  du  point  M  ? 

873.  On  considère  dans  un  cercle  un  diamètre  fixe  AOB  et  un  rayon 
quelcon(^ue  OC;  D  étant  le  milieu  de  la  corde  CE  menée  parallèlement 
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au  diamètre  fixe,  on  demande  le  lieu  du  point  d'intersection  des  droites 
OC  et  AD. 

874.  Si  deux  tangentes  égales  à  la  parabole  sont  coupées  par  une  troi- 
sième, les  segments  déterminés  sur  ces  tangentes  sont  égaux,  mais  les 
segments  égaux  ne  sont  pas  placés  de  même  sur  les  deux  tangente?. 

875.  Le  cercle  déterminé  par  les  points  d'intersection  de  trois  tangentes 
à  la  parabole  passe  par  le  foyer. 

876.  MFN  étant  une  corde  quelconque  menée  par  le  foyer  de  la  para- 
bole, si  l'on  trace  du  sommet  S  les  droites  SM  et  SN,  elles  rencontrent 
la  corde  focale  perpendiculaire  à  l'axe  en  deux  points  P  et  Q  dont  les  dis- 
tances au  foyer  sont  égales  aux  ordonnées  des  points  N  et  M. 

877.  Si  d'un  point  0  pris  sur  l'axe  de  la  parabole  on  mène  une  corde, 
la  distance  SO  du  sommet  S  au  point  0  est  la  moyenne  proportionnelle 
des  abscisses  des  extrémités  de  la  corde. 

878.  Du  sommet  S,  on  mène  deux  droites  rectangulaires  qui  viennent 
rencontrer  la  parabole  aux  points  M  et  M';  le  paramètre  2/;  est  la  moyenne 
proportionnelle  des  abscisses  des  points  M  et  M'. 

879.  Quel  est  le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  secteur  cir- 
culaire AOB,  dont  l'un  des  rayons  OA  est  fixe  et  dont  l'autre  OB  est  mo- 
bile ? 

880.  Sur  une  corde  de  la  parabole  comme  diamètre,on  décrit  un  cercle 
qui  coupe  la  parabole  en  deux  autres  points;  si  l'on  joint  ces  points,  les 
deux  cordes  considérées  interceptent  sur  l'axe  de  la  courbe  une  longueur 
égale  au  paramètre  ip, 

881.  Deux  paraboles  égales  qui  ont  un  même  foyer  et  leurs  axes  dirigés 
en  sens  contraires  se  coupent  à  angle  droit. 

882.  Si  un  triangle  est  inscrit  dans  une  parabole,  les  points  où  ses  côtés 
prolongés  viennent  rencontrer  les  tangentes  menées  à  la  courbe  par  les 
sommets  opposés  sont  en  ligne  droite. 

883.  Si  les  tangentes  PM,  PM',  à  la  parabole  sont  coupées  en  Q  et  en  Q' 
par  une  troisième  tangente,  on  a 

PQ     q;m^^ 

QM    '  PQ'  * 

884.  Si  l'on  tire  par  le  sommet  de  la  parabole  des  cordes  à  angle  droit 
l'une  sur  l'autre,  et  qu'on  construise  sur  ces  cordes  un  rectangle,  quel  est 
le  lieu  de  son  quatrième  sommet  ? 

880.  Si  une  parabole  roule  sur  une  autre  parabole  égale,  les  sommets 
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étant  d'abord  confondus,  le  foyer  de  chaque  courbe  trace  la  directrice  de 
l'autre. 

886.  Quel  est  le  lieu  des  points  également  distants  d'une  droite  et  d'une 
circonférence  données  ? 

887.  Quel  est  le  lieu  des  points  dont  la  somme  ou  la  différence  des  dis- 
tances à  un  point  fixe  et  à  une  droite  fixe  est  constante? 

888.  Des  extrémités  d'une  corde  focale  de  la  parabole  on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  une  droite  quelconque  de  son  plan  ;  la  somme  des 
rapports  de  chaque  ordonnée  au  rayon  vecteur  correspondant  est  con- 
stante. 

889.  Les  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  du  foyer  de  la  parabole 
sur  deux  tangentes  sont  proportionnels  aux  rayons  vecteurs  des  points  de 
contact. 

890.  Construire  une  parabole,  connaissant  :  i**  le  foyer  ou  la  directrice 
et  deux  points  ;  2°  le  foyer  ou  la  directrice,  un  point  et  une  tangente  ; 
3**  le  foyer  ou  la  directrice,  une  tangente  et  son  point  de  contact  ;  4°  le 
foyer  ou  la  directrice  et  deux  tangentes  ;  5°  trois  tangentes,  parmi  les- 
quelles la  tangente  au  sommet;  6°  quatre  tangentes. 

§§  IV,  V,  VL  —  Ellipse  considérée  comme  projection  orthogonale 
du  cercle.  —  Parabole  considérée  comme  limite  de  l'ellipse.  — 
Ellipse,  Hyperbole  et  Parabole,  considérées  comme  sections 
planes  du  cône  de  révolution. 

891.  La  demi-corde  focale  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole,  perpen- 
diculaire au  grand  axe  ou  à  l'axe  transverse  de  la  courbe,  est  égale 

a  —  • 
{i 

892.  Les  tangentes  aux  extrémités  d'une  corde  focale  se  coupent  sur 
la  directrice  correspondante. 

893.  Si  la  tangente  en  M  à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole  de  centre  C  ren- 
contre en  T  le  grand  axe  ou  l'axe  transverse  de  la  courbe,  MF  étant  l'or- 
donnée du  point  M  par  rapport  à  cet  axe,  on  a 

CT.CP  =  ^^^ 

894.  Les  tangentes  fixes  aux  sommets  A  et  A'  d'une  ellipse  de  centre  C 
étant  rencontrées  par  une  tangente  mobile  en  M  etenJ\f,  on  projette  M' 
sur  CM  en  F  ;  démontrer  que  le  lieu  du  point  F  est  un  cercle  passant 
par  C. 
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895.  Dans  l'ellipse  ou  l'hyperbole,  la  distance  d'un  foyer  au  pied  d'une 
normale  sur  le  grand  axe  ou  sur  l'axe  transverse  de  la  courbe  est  au  rayon 
vecteur  correspondant  du  point  de  contact  dans  un  rapport  égal  à  l'ex- 
centricité de  la  courbe. 

896.  On  mène  l'ordonnée  d'un  point  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  et  la 

normale  au  même  point;  le  rapport  des  distances  du  pied  de  l'ordonnée 

au  pied  de  la  normale  sur  le  grand  axe,  ou  sur  l'axe  transverse  et  au 

h"" 
centre,  est  égal  a  -^' 

897.  MP  étant  l'ordonnée  d'un  point  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole  dont 
le  grand  axe  ou  l'axe  transverse  est  AA',  on  a 


AP.A'P      a' 

898.  Si  une  tangente  en  M  à  l'ellipse  ou  à  l'hyperbole  rencontre  le 
petit  axe  ou  l'axe  non  transverse  en  U,  et  si  Q  est  la  projection  de  M  sur 
le  même  axe,  C  étant  le  centre  de  la  courbe,  on  a 

899.  Si  deux  tangentes  PM,  PM',  à  l'ellipse  partent  d'un  même  point  P, 
le  centre  de  la  courbe  étant  C,  et  la  droite  CP  coupant  la  courbe  en  R  et 
la  corde  de  contact  MM' en  H,  on  a 

CÏl'  -=CH.CP. 

900.  Les  normales  en  deux  points  M  et  M'  d'une  ellipse  rencontrant 
l'un  des  axes  en  P  et  P',  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  MM' 
passe  par  le  milieu  de  PP'. 

901.  Une  tangente  mobile  rencontrant  en  M  et  en  M'  les  tangentes 
fixes  aux  sommets  A  et  A'  d'une  ellipse,  le  point  d'intersection  P  des 
droites  AM'  et  A' M  décrit  une  ellipse  concentrique  à  la  première. 

902.  Si  l'on  rapporte  une  ellipse  ou  une  hyperbole  à  deux  diamètres 
conjugués  DD'  et  EE',  de  longueurs  ia'  et  ib\  pris  comme  axes  coor- 
donnés, MP  étant  l'ordonnée  d'un  point  M  de  la  courbe,  on  a 

MP'        b'^ 


DP.D'P      à' 

903.  Si  CD  et  CE  sont  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  ou  de  l'hy- 
perbole, et  que  la  perpendiculaire  EK  à  CD  rencontre  le  grand  axe  ou 
l'axe  transverse  de  la  courbe  en  G,  on  a 

EK.EG-/^% 
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90i.  Si  CD  et  CE  sont  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  ou  de  l'hy- 
perbole^ on  a 

FE.F'E^cV. 

905.  Si  deux  cordes  se  coupent  dans  l'ellipse  ou  l'hyperbole^  les  pro- 
duits de  leurs  sogment-s  sont  proportionnels  aux  carrés  des  diamètres  pa- 
rallèles à  ces  cordes. 

906.  La  distance  du  centre  de  l'hyperbole  au  point  où  une  asymptote 
coupe  une  directrice  est  égale  au  demi-axe  transverse.—  La  perpendicu- 
laire abaissée  d'un  foyer  sur  une  asymptote  est  égale  au  demi-axe  non 
transverse.  —  Si  une  asymptote  rencontre  la  tangente  au  sommet  A  en  H 
et  la  directrice  correspondante  en  I,  AI  est  parallèle  à  FH. 

907.  Soit  un  point  K  de  l'asymptote  d'une  hyperbole,  dont  l'ordonnée 
et  l'abscisse  par  rapport  aux  axes  de  la  courbe  sont  KP  et  KR;  si  KP 
coupe  l'hyperbole  en  M  et  si  KR  coupe  l'hyperbole  conjuguée  en  N,  on  a 

K\>'-UP'  =  b'    et    KR"^  - Ml^ -:  ./^ 

De  plus,  la  droite  MN  est  parallèle  à  la  seconde  asymptote  de  l'hyper- 
bole, 

908.  La  directrice  d'une  hyperbole  joint  les  projections  du  foyer 
correspondant  sur  les  asymptotes. 

909.  Si  par  le  point  M  d'une  hyperbole  on  tire  une  sécante  quel- 
conque qui  coupe  les  deux  asymptotes  en  P  et  P',  la  tangente  pa- 
rallèle à  cette  sécante  et  limitée  aux  deux  asymptotes  étant  LQL', 
on  a 

MP.xAIP'  =  QL^ 

910.  Deux  hyperboles  conjuguées  interceptent  sur  une  sécante  quel- 
conque des  longueurs  égales. 

911.  Tout  point  de  l'hyperbole  est  également  distant  d'un  foyer  et  do 
la  directrice  correspondante,  cette  dernière  distance  étant  comptée  paral- 
lèlement à  une  asymptote. 

912.  Si  une  tangente  LQL'  coupe  les  asymptotes  en  L  et  en  L',  l'aire  du 
triangle  CLL'  est  égale  à  ab, 

913.  Si  M  et  N  sont  les  points  de  rencontre  de  deux  hyperboles  con- 
juguées avec  l'ordonnée  et  l'abscisse  d'un  point  d'une  de  leurs  asymptotes, 
les  tangentes  menées  aux  deux  courbes  en  M  et  en  N  sont  respectivement 
parallèles  à  CN  et  à  CM. 
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914.  Soit  un  point  M  de  Triyperbole;  si  MP  est  l'ordonnée  de  ce  point 
par  rapport  au  diamètre  CD  (c'est-à-dire  la  parallèle  menée  par  M  à  la 
tangente  en  D)  et  si  la  tangente  en  M  coupe  CD  en  T,  on  a 

cp.ct-cd\ 

015.  Si  MT  est  une  tangente  à  l'ellipse  au  point  M,  rencontrant  le  grand 
axo  AA'  au  point  T,  et  si  la  perpendiculaire  élevée  en  T  au  grand  axe 
reiiconlre  en  Q  et  en  Q'  les  droites  MA  et  MA',  on  a 

QT=::Q'T. 

916.  Soit  MFM'  une  corde  focale  de  l'ellipse  dont  le  grand  axe  est  AA'; 
si  l'on  prolonge  MA  et  M'A  jusqu'à  leurs  points  de  rencontreQ  et  Q'avec 
la  directrice  qui  correspond  au  foyer  F,  l'angle  QFQ'  est  droit. 

917.  Dans  l'ellipse,  la  somme  des  carrés  des  deux  normales  menéesaux 
extrémités  de  deux  demi-diamètres  conjugués  est  constante  (on  prend 
]  our  longueur  d'une  normale  la  distance  du  point  de  contact  au  pied  de 
la  normale  sur  le  grand  axe). 

918.  Soient  dans  l'ellipse  deux  demi-diamètres  conjugués  CD  et  CE  ; 
sur  la  normale  en  D,  on  prend  DP  égale  à  CE  :  quel  est  le  lieu  du 
point  P? 

919.  M  et  M'  sont  deux  points  de  l'ellipse  dont  le  grand  axe  est  AA'  : 
AM'  et  A'M'  coupant  l'ordonnée  MP  du  point  M  en  deux  points  Q  et  Q', 
on  a 

MP'  =  PQ.PQ'. 

920.  Soient  dans  l'ellipse  la  normale  MG  et  la  perpendiculaire  GL 
abaissée  du  point  G  sur  le  rayon  vecteur  FM;  le  rapport  de  GL  à  l'or- 
donnée MP  du  point  M  est  égal  à  l'excentricité  de  la  courbe. 

921 .  Si  l'ordonnée  MP  d'un  point  M  de  l'ellipse  rencontre  en  Q  la  tan- 
gente menée  à  l'extrémité  de  la  corde  focale  principale,  on  a 

QP  =  FM. 

922.  M  étant  un  point  fixe  d'une  ellipse  et  QQ'  une  corde  quelconque 
conjuguée  au  diamètre  CM,  le  cercle  QMQ' rencontre  l'ellipse  proposée  en 
un  point  fixe. 

923.  M  étant  un  point  de  l'ellipse,  on  tire  la  corde  MM'  parallèle  au 
grand  axe,  et,  par  le  point  M',  on  mène  les  cordes  M'Q,  M'Q',  faisant  des 
angles  égaux  avec  le  grand  axe  :  démontrer  que  la  droite  QQ'  est  paral- 
lèle à  la  tangente  en  M. 
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924.  Quel  est  le  parallélogramme  d'aire  minimum  circonscrit  à  Tel- 
lipse  ? 

925.  Quand  la  somme  de  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  est-elle 
minimum? 

926.  Si  du  point  M  de  l'ellipse  on  tire  des  droites  aux  extrémités 
d'un  diamètre  DD',  lesquelles  coupent  son  conjugué  EE'  aux  points  P  et 
P',  on  a 

gp.cp'^cd', 

927.  Si  CD  et  CE  sont  deux  demi-diamètres  conjugués  de  l'ellipse,  on  a 

{¥D-aY-h(¥E-aY=::c\ 

928.  Soient  CD  et  CE  deux  demi-diamètres  conjugués  de  l'ellipse 
dont  les  axes  sont  AA'  et  BB';  traçons  les  droites  BD  et  BE,  ainsi  que  les 
droites  A'D  et  AE  qui  se  coupent  en  0  :  démontrer  que  le  quadrilatère 
BDOE  est  un  parallélogramme,  et  chercher  dans  quel  cas  son  aire  est 
maximum. 

929.  Si  MFM',  NCN',  sont  deux  cordes  parallèles  menées  par  le  foyer 
et  par  le  centre  d'une  ellipse,  démontrer  qu'on  a 

FM.FIvr      ^^ 

CiN .  CiN  '  ~  a^ 

930.  Si  la  tangente  au  sommet  A  de  l'ellipse  est  coupée  par  deux  dia- 
mètres conjugués  en  T  et  en  U,  on  a 

AT.AU  =  6^ 

931.  Si  les  tangentes  en  trois  points  P,  Q,  R,  de  l'ellipse  se  coupent 
deux  à  deux  aux  points  R',  Q'  et  P',  on  a 

PR'.QP'.T{Q'=:PQ'.QR'.RP'. 

932.  Si  des  extrémités  des  axes  d'une  ellipse  on  tire  dans  une  direc- 
tion quelconque  quatre  droites  parallèles,  les  points  où  elles  rencontrent 
la  courbe  sont  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués. 

933.  Si  MFM'  est  une  corde  focale  de  l'ellipse  etX  le  pied  de  la  direc- 
trice correspondante,  les  droites  XM  et  XM'  sont  également  inclinées  sur 
les  axes  de  la  courbe , 

934.  PM  et  PM' étant  deux  tangentes  menées  à  l'ellipse  par  un  même 
point  P,  et  la  corde  MM'  coupant  les  directrices  en  R  et  en  R',  on  a 

RM.R'M      PM^ 


KM. RM'      ^Y'"' 
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93o.  CD  et  CE  étant  deux  demi-diamètres  conjugués  de  l'ellipse,  et  CE 
rencontrant  les  rayons  vecteurs  FD  et  F'D  en  H  et  en  H\  on  a 

FH=:F'H'. 

936.  Quel  est  le  lieu  des  milieux  des  cordes  focales  d'une  ellipse? 

937.  M  étant  un  point  quelconque  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole,  quels 
sont  les  lieux  décrits  par  les  centres  des  cercles  inscrit  et  exinscrits  au 
triangle  FMF  ? 

938.  Si  du  foyer  F  de  l'ellipse  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
diamètres  conjugués  DD'  et  EE',  ces  perpendiculaires  prolongées  coupent 
EE'  et  DD'  sur  la  directrice  correspondant  au  foyer  F. 

939.  M  étant  un  point  de  Tellipse  de  grand  axe  AA',  quel  est  le  lieu 
des  points  d'intersection  des  perpendiculaires  élevées  en  A  et  en  A'  aux 
droites  AM  et  A'M? 

940.  Si  MP  etCP  sont  l'ordonnée  et  l'abscisse  du  point  M  d'un  cercle 
de  centre  C  rapporté  à  deux  diamètres  rectangulaires  comme  axes  coor- 
donnés, et  si  la  droite  PQ  prise  égale  à  MP  est  inclinée  sur  elle  d'un  angle 
constant,  quel  est  le  lieu  du  point  Q  ? 

941.  Soient  un  triangle  PQR  et  une  ellipse  enveloppante  ayant  son 
centre  C  au  point  de  rencontre  des  médianes  du  triangle;  CP,  CQ,  CR, 
prolongées,  rencontrent  l'ellipse  aux  points  P',  Q',  R'  :  démontrer  que  les 
tangentes  en  ces  points  forment  un  triangle  semblable  au  triangle  PQR  et 
d'une  aire  quatre  fois  plus  grande. 

942.  Une  tangente  mobile  rencontre  en  M  et  N  les  tangentes  fixes  aux 
sommets  A  et  R  d'une  ellipse;  le  lieu  du  point  d'intersection  des  parallèles 
menées  par  M  et  N  aux  axes  de  l'ellipse  est  une  hyperbole  équilatère. 

943.  Quel  est  le  lieu  des  points  d'intersection  des  perpendiculaires 
abaissées  des  foyers  d'une  ellipse  sur  deux  diamètres  conjugués? 

944.  Construire  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  connaissant  :  i°  ses 
directrices  et  un  point  ;  2°  ses  directrices  et  une  tangente;  3"  une  direc- 
trice, deux  points  et  une  tangente  ;  4°  une  directrice,  un  sommet  et  une 
tangente;  5°  une  directrice,  deux  tangentes  et  le  point  de  contact  de  l'une 
d'elles;  6°  une  directrice  et  trois  tangentes;  7°  un  foyer,  la  directrice 
correspondante  et  une  tangente  ;  8°  un  foyer  ou  une  directrice  et  trois 
points. 

945.  Soient  MP  l'ordonnée  d'un  point  de  l'hyperbole  dont  le  centre  est 
€  et  PQ  une  tangente  au  cercle  principal  ;  si  l'on  trace  jusqu'à  Taxe  trans- 
verse MN  parallèle  à  CQ,  on  a 

PN  =:   h. 
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946.  Soient  MP  l'ordonnée  d  un  point  M  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole, 
G  le  centre  de  la  courbe,  A  Tun  des  sommets  situés  sur  le  grand  axe  ou 
l'axe  transverse;  menons  PQ  parallèle  à  AM  jusqu'à  la  rencontre  de  CM: 
démontrer  que  AQ  est  parallèle  à  la  tangente  en  M. 

9i7.  Si  l'on  mène  deux  tangenlesquelconques  à  l'hyperbole,  les  droites 
déterminées  par  leurs  points  d'intersection  avec  les  asymptotes  sont  pa- 
rallèles. 

9i8.  Dans  l'hyperbole  équilatère,  les  diamètres  conjugués  sont  égaux 
entre  eux,  et  la  portion  de  normale  comprise  entre  le  point  de  contact  et 
l'axe  transverse  est  égale  à  la  distance  du  centre  au  point  de  contact. 

049.  Si  l'on  tire  une  droite  par  un  sommet  de  l'hyperbole,  son  second 
point  de  rencontre  avec  la  courbe  divise  en  deux  parties  égales  la  portion 
de  cette  droite  interceptée  par  les  parallèles  menées  de  l'autre  sommet  de 
l'hyperbole  à  ses  asymptotes. 

950.  Les  asymptotes  de  l'hyperbole  divisent  en  parties  égales  les  droites 
qui  unissent  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués. 

951.  CD  et  CE  étant  deux  demi-diamètres  conjugués  de  l'hyperbole, 
on  a 

F'E-ED=:^--/;. 

952.  Dans  l'hyperbole  équilatère,  les  cordes  focales  parallèles  à  deux 
diamètres  conjugués  sont  égales. 

953.  Le  rayon  du  cercle  qui  touche  une  hyperbole  et  ses  asymptotes  est 
égal  à  la  portion  de  la  corde  focale  principale  prolongée  comprise  entre 
la  courbe  et  ses  asymptotes. 

954.  MM'  étant  une  corde  de  l'hyperbole  et  CP  le  demi -diamètre  cor- 
respondant, si  l'on  tire  par  les  points  M,  P,  M',  des  parallèles  MH,  PK, 
M' H',  à  l'une  des  asymptotes  jusqu'à  la  rencontre  de  l'autre  en  11.  K,  11', 
on  a 

ch.ch'  =  ck\ 

955.  Soient  un  cercle  de  diamètre  AA'  et  une  corde  PQ  perpendicu- 
laire à  AA'  :  trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  des  droites  AP  et 
A'Q. 

956.  Si  deux  hyperboles  équilatèrcs  égales  sont  décrites  de  manière 
que  les  axes  de  l'une  soit  les  asymptotes  de  l'autre,  elles  se  coupent  à 
angle  droit. 

957.  Quel  est  le  lieu  des  points  qui  sont  au  tiers  des  arcs  de  tous  les 
segments  de  cercle  qu'on  peut  décrire  sur  une  droite  donnée? 

958.  Si  deux  tangentes  partant  d'un  même  point  P  coupent  l'une  dc^ 
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asv  mptotes  de  l'hyperbole  en  R  et  en  S,  l'autre  asymptote  en  r  et  en  5, 
on  a 

PR.PS=rPr.P^. 

959.  MM'  étant  la  double  ordonnée  d'une  ellipse  de  grand  axe  AA',  quel 
est  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  droites  AM  et  A'M'? 

960.  Si  la  tangente  au  point  M  d'une  hyperbole  équilatère  coupe  ses 
asymptotes  en  L  et  en  L',  et  si  MG  est  la  normale  en  M,  l'angle  LGL'  est 
droit. 

961.  Soit  la  corde  MM'  d'une  hyperbole  rencontrant  ses  asymptotes 
en  II  et  en  R',  et  la  tangente  RN  à  la  courbe;  si  les  parallèles  MH,  NK, 
M' H',  à  l'une  des  asymptotes,  rencontrent  l'autre  asymptote  aux  points  H, 
K,  H',  on  a 

MH-f-M'H'=2NK. 

962.  Si  par  les  points  M  et  M'  d'une  hyperbole  on  mène  des  droites 
parallèles  aux  asymptotes,  on  forme  un  parallélogramme  dont  MM'  est  une 
diagonale  :  démontrer  que  l'autre  diagonale  passe  par  le  centre  de  la 
courbe. 

963.  Quel  est  le  lieu  décrit  par  le  milieu  d'une  droite  qui  se  meut  en 
formant  avec  deux  axes  rectangulaires  un  triangle  d'aire  constante? 

96 i.  Si  par  le  point  M  d'une  hyperbole  de  centre  G  on  mène  des  paral- 
lèles MD  et  ME  à  chaque  asymptote,  jusqu'à  la  rencontre  de  l'autre,  et 
si  l'on  construit  une  elhpse  ayant  CD  et  CE  pour  demi-diamètres  con- 
jugués, CM  coupant  l'ellipse  en  N,  les  tangentes  aux  deux  courbes  en  M 
et  en  N  sont  parallèles. 

965.  On  fait  passer  un  cerole  par  un  point  quelconque  M  d'une  hyper- 
bole et  les  extrémités  A  et  A'  de  son  axe  transverse  :  trouver  le  lieu  du 
point  Q  où  l'ordonnée  MF  prolongée  rencontre  ce  cercle. 

966.  On  donne  une  série  d'ellipses  tangentes  à  une  hyperbole  équila- 
tère et  ayant  leurs  axes  dirigés  suiyant  ses  asymptotes  :  démontrer  que 
le  produit  des  axes  de  ces  ellipses  est  constant. 

967.  Sur  deux  diamètres  conjugués  d'une  eliipse  comme  asymptotes, 
on  construit  deux  hyperboles  conjuguées  l'une  à  l'autre  :  démontrer  que, 
si  l'une  de  ces  hyperboles  touche  l'ellipse,  il  en  est  de  même  de  l'autre, 
et  que  les  diamètres  tirés  aux  points  de  contact  sont  conjugués  aussi  bien 
dans  l'ellipse  que  dans  l'hyperbole. 

968.  Trouver  l'angle  des  asymptotes  de  l'hyperbole  obtenue  en  coupant 
un  cône  de  révolution  par  un  plan.  —  Cas  où  le  plan  sécant  est  parallèle 
à  l'axe  du  cône. 
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969.  Deux  cônes  de  révolution  qui  ont  môme  sommet,  même  généra- 
trice et  leurs  axes  rectangulaires  sont  coupés  par  deux  plans  menés  pa- 
rallèlement à  leurs  axes  d'un  même  point  de  la  génératrice  commune,  sui- 
vant des  hyperboles  conjuguées. 

970.  Quel  est  le  lieu  des  foyers  de  toutes  les  sections  paraboliques  d'un 
cône  de  révolution  donné  ? 

971.  Quel  est  le  lieu  des  foyers  de  toutes  les  sections  elliptiques  de 
même  excentricité  dans  un  cône  de  révolution  donné? 

972.  Quel  est  le  lieu  des  extrémités  des  petits  axes  de  toutes  les  sec- 
tions elliptiques  parallèles  d'un  cône  de  révolution  donné? 

973.  Dans  que!  cas  un  plan  peut-il  couper  un  cône  de  révolution  donné 
suivant  une  hyperbole  équilatère? 

974.  Construire  une  hyperbole,  connaissant  :  i^  un  foyer  ou  une 
directrice,  la  longueur  de  l'axe  transverse  et  une  asymptote;  2°  un 
foyer  ou  une  directrice,  une  tangente  et  une  asymptote  ;  3°  trois  points 
et  une  asymptote. 

975.  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  qui  passent 
par  une  ellipse  ou  une  hyperbole  donnée  de  position  et  de  grandeur. 

§  VII.  —  Propriétés  fondamentales  de  l'hélice. 

976.  Par  deux  points  d'une  surface  cylindrique,  on  peut  faire  passer 
une  infinité  d'hélices. 

977.  Quel  est  le  plus  court  chemin  entre  deux  points  d'une  surface 
cylindrique,  mesuré  sur  cette  surface  elle-même? 

978.  Deux  hélices  tracées  sur  un  cylindre  de  révolution  se  coupent 
orthogonalement;  on  donne  le  rayon  du  cylindre  et  le  pas  de  l'une  des 
héhces,  trouver  le  pas  de  l'autre. 

979.  Des  extrémités  A  et  A'  d'un  diamètre  de  la  section  droite  d'un 
cyhndre  de  révolution  partent  deux.hélices  orthogonales  dont  le  premier 
point  d'intersection  est  en  M:  trouver,  en  fonction  du  pas  h  de  la  pre- 
mière hélice  et  du  rayon  R  du  cylindre,  l'aire  mixtiligne  AMA'.  —  Qu(>l 
doit  être  le  pas  h  pour  que  l'aire  AMA'  soit  maximum?  Le  rayon  du  cy- 
lindre étant  un  décimètre,  évaluer  à  un  millimètre  carré  près  cette  aire 
maximum. 

980.  Étant  donnée  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution, 
une  droite  glisse  sur  cette  hélice  et  sur  l'axe  du  cylindre  en  restant  nor- 
male à  cet  axe  ;  quelle  est  la  section  de  la  surface  ainsi  engendrée  :  1°  par 
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un  cylindre  concentrique  au  premier  ?  2°  par  un  cylindre  de  révolution 
dont  une  arête  est  l'axe  même  du  premier  cylindre? 

981.  Étant  donnée  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution,  une 
droite  glisse  sur  cette  hélice  et  sur  l'axe  du  cylindre  en  faisant  un  angle 
constant  avec  cet  axe:  démontrer  que  la  normale  à  la  courbe  tracée  par 
cette  droite  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  cylindre,  intercepte  une 
longueur  constante  sur  la  perpendiculaire  élevée  par  le  pied  de  l'axe  dans 
le  plan  considéré  au  rayon  vecteur  issu  du  même  point. 

APPENDICE  DU  HUITIÈME  LIVRE. 

982.  Démontrer  que  l'homographie  de  deux  divisions  peut  s'exprimer 
par  l'une  quelconque  des  formules 

am         a' ni'       .  am  dm' 

biii  b  ni  oni       '   0  ni 

983.  Deux  divisions  homographiques  étant  données,  on  peut  toujours 
prendre  à  partir  d'un  point  donné  de  la  première  deux  segments  qui  soient 
respectivement  égaux  à  leurs  homologues  de  la  seconde,  mais  l'un  avec 
le  même  signe,  l'autre  avec  un  signe  contraire. 

984.  Deux  droites  divisées  homographiquement  peuvent  toujours  être 
placées  l'une  sur  l'autre  de  manière  que  les  deux  divisions  soient  en  in- 
volution. 

985.  Dans  deux  divisions  homographiques  de  même  base,  le  rapport  des 
distances  d'un  point  quelconque  de  la  première  division  aux  deux  points 
doubles  est  proportionnel  au  rapport  des  dislances  du  point  homologue  de 
la  seconde  division  aux  deux  mêmes  points  doubles. 

986.  Quand  deux  faisceaux  homographiques  concentriques  ont  leurs 
rayons  doubles  imaginaires,  on  peut  les  projeter  suivant  deux  faisceaux 
dont  les  rayons  homologues  fassent  entre  eux  des  angles  égaux  et  de 
même  sens. 

987.  Étant  donnés  dans  une  involation  deux  points  conjugués,  le  point 
central  et  le  milieu  de  deux  autres  points  conjugués,  on  demande  de  dé- 
terminer ces  derniers  points. 

988.  Dans  deux  faisceaux  en  involution,  il  existe  toujours  deux  rayons 
homologues  également  inclinés  sur  un  rayon  donné,  et  il  n'y  en  a  que 
deux. 

989.  Étant  donnés  deux  faisceaux  homographiques  non  concentriques, 
on  peut  les  couper  par  une  droite  suivant  deux  divisions  en  involution. 
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Toutes  les  transversales  qui  remplissent  cette  condition  passent  par  un 
même  point. 

990.  Dans  toute  proportionliarmonique  aba'h',  le  conjugué  harmonique 
du  milieu  de  hb'  par  rapport  à  «  et«'  coïncide  avec  le  conjugué  harmo- 
nique de  na'  par  rapporta  h  et  //,  et  ce  point  est  le  point  central  de  Tin- 
volution  déterminée  parles  deux  couples  («,  a')  et  [b^  b'  ). 

991.  Lorsqu'un  point  décrit  une  hyperbole,  les  droites  qui  joignent  ce 
p3irit  à  deux  points  fixes  interceptent  sur  une  asymptote  un  segment  de 
longueur  constante. 

99i2.  Quel  est  le  lieu  des  points  dont  le  produit  des  distances  à  deux 
droites  fixes  est  constant? 

993.  Dans  tout  triangle  circonscrit  à  une  conique,  les  droites  qui  joi- 
gnent les  sommets  aux  points  de  contact  des  côtés  opposés  concourent  en 
un  môme  point. 

99i.  Le  sommet  d'un  angle  de  grandeur  constante  décrit  une  droite 
fixe,  tandis  que  l'un  des  côtés  passe  par  un  point  fixe.  Quelle  est  l'enve- 
loppe de  l'autre  côté? 

99o.  Démontrer  que,  lorsque  deux  triangles  sont  inscrits  à  une  conique^ 
les  six  côtés  touchent  une  autre  conique. 

996.  Deux  angles  de  grandeur  constante  tournent  autour  de  leurs  som- 
mets; deux  de  leurs  côtés  se  coupent  sur  une  droite  fixe  :  quel  est  le  lieu 
décrit  par  l'intersection  des  deux  autres  côtés?  —  Quel  est  le  théorème 
corrélatif? 

997.  Un  polygone  plan  se  déforme  de  telle  sorte,  que  ses  côtés  pivotent 
autour  de  points  fixes  et  que  ses  sommets  moins  un  glissent  sur  des 
droites  fixes;  quel  est  le  lieu  décrit  par  le  dernier  sommet?  —  Quel  est 
le  lieu  décrit  par  l'intersection  de  deux  côtés  non  contigus  quelconques? 
—  Quel  est  enfin  le  théorème  corrélatif? 

998.  Si  deux  cordes  d'une  conique  se  divisent  mutuellement  en  deux 
parties  égales,  ces  cordes  passent  par  le  centre. 

999.  Dans  l'hyperbole  équilatère,  les  droites  menées  d'un  point  de  la 
courbe  aux  extrémités  d'un  diamètre  sont  également  inclinées  sur  une 
asymptote. 

1000.  Étant  données  une  conique  et  deux  tangentes  parallèles,  les 
droiîesiTienées  du  centre  aux  points  où  une  troisième  tangente  rencontre 
les  deux  premières  sont  deux  diamètres  conjugués. 

1001.  Une  hyperbole  qui  a  pour  asymptotes  deux  diamètres  conjugués 
d  une  conique  la  coupe  sur  deux  autres  diamètres  conjugués. 
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1002.  Trouver  dans  le  plan  d'une  conique  le  lieu  du  point  M  tel,  que 
les  rayons  vecteurs  FP  et  F'P',  menés  des  foyers  aux  points  de  contact 
des  tangentes  issues  de  ce  point,  soient  parallèles  et  de  môme  sens. 

1003.  La  figure  restant  la  même  qu'au  numéro  précédent,  trouver  le 
lieu  du  point  de  rencontre  des  diagonales  du  trapèze  FPP'F'. 

1004.  Si  une  droite  fixe  rencontre  une  série  de  coniques  ayant  même 
foyer  et  même  directrice,  les  tangentes  à  ces  coniques  aux  points  où  elles 
rencontrent  la  droite  fixe  enveloppent  une  conique  qui  a  même  foyer  que 
les  proposées,  et  qui  touche  à  la  fois  leur  directrice  commune  et  la  droite 
fixe. 

1005.  Si  l'abscisse  d'un  point  d'une  parabole  est  égale  au  rayon  vecteur 
mené  du  foyer  à  un  autre  point,  l'ordonnée  du  premier  point  est  égale 
à  la  normale  relative  au  second. 

1006.  Transformer  par  la  méthode  de  projection  les  théorèmes  sui- 
vants : 

i**  Dans  le  cercle,  la  tangente  est  perpendiculaire  à  l'extrémité  du 
rayon  du  point  de  contact; 

2"*  Les  tangentes  menées  par  un  point  extérieur  à  un  système  de  co- 
niques confocales  font  des  angles  égaux  avec  les  droites  qui  joignent  ce 
point  aux  deux  foyers  ; 

y  Le  lieu  des  centres  d'un  cercle  qui  touche  de  la  m.ême  manière  deux 
cercles  donnés  est  une  hyperbole  qui  a  pour  foyers  les  centres  des  deux 
cercles  donnés. 

1007.  Étant  donnés  cinq  points  d'une  hyperbole,  construire  ses  asym- 
ptotes. 

1008.  Étant  données  cinq  tangentes  à  une  conique,  construire  les  deux 
tangentes  qui  passent  par  un  point  donné. 

1009.  Construire  une  conique,  connaissant  le  centre  et  trois  points. 

1010.  Construire  une  conique,  connaissant  un  point  et  les  directions  de 
deux  couples  de  diamètres  conjugués. 

1011.  Étant  données  deux  coniques  et  une  droite,  construire  une  troi- 
sième conique  tangente  à  la  droite  et  passant  par  les  quatre  points  com- 
muns aux  deux  premières. 

10 J 2.  Construire  une  conique  homothétique  à  une  conique  donnée,  et 
passant  par  trois  points  donnés  ou  tangente  à  trois  droites* données. 

1013.  Tout  plan  mené  par  deux  arêtes  d'un  cônedu  second  ordre  coupe 
les  plans  cycliques  suivant  deux  droites  qui  font  respectivement  avec  ces 
deux  arêtes  deux  angles  égaux.  —  Quel  est  le  théorème  corrélatif? 
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1014.  Deux  plans  tangents  à  un  cône  du  second  ordre  suivant  deux 
arêtes  quelconques  coupent  les  deux  plans  cycliques  suivant  quatre  droites 
qui  sont  les  génératrices  d'un  même  cône  de  révolution  dont  l'axe  est 
perpendiculaire  au  plan  des  deux  arêtes  de  contact.  —  Théorème  corré- 
latif. 

1015.  Dans  tout  cône  du  second  ordre,  chaque  plan  tangent  coupe  les 
deux  plans  cycliques  suivant  deux  droites  telles,  que  le  produit  des  tan- 
gentes des  demi-angles  qu'elles  font  avec  l'intersection  des  deux  plans 
cycliques  est  constant.  —  Théorème  corrélatif. 

1016.  Dans  tout  cône  du  second  ordre,  le  produit  des  sinus  des  angles 
que  chaque  arête  fait  avec  les  deux  plans  cycliques  est  constant.—  Théo- 
rème corrélatif. 

1017.  Les  projections  orthogonales  des  deux  focales  d'un  cône  du  second 
ordre  sur  les  plans  tangents  au  cône  forment  un  nouveau  cône  du  second 
ordre  ayant  un  double  contact  avec  le  premier  et  dont  les  plans  cycliques 
sont  normaux  aux  focales  du  premier.  —  Théorème  corrélatif. 

1018.  Quand  deux  cônes  du  second  ordre  ont  même  sommet  et  mêmes 
plans  cycliques,  si  on  leur  mène  un  plan  tangent  commun,  les  deux  arêtes 
de  contact  sont  rectangulaires.  —  Théorème  corrélatif. 

1019.  Autour  de  deux  points  fixes  pris  sur  une  sphère,  on  fait  tourner 
les  côtés  d'un  angle  sphérique  de  grandeur  variable  et  tel,  que  le  segment 
intercepté  entre  ses  côtés  sur  un  arc  de  grand  cercle  donné  ait  une  lon- 
gueur constante  :  quel  est  le  lieu  du  sommet  de  cet  angle? 

1020.  On  donne  sur  une  sphère  deux  arcs  fixes,  et  l'on  demande  le  lieu 
des  points  de  cette  sphère  dont  le  produit  des  distances  à  ces  deux  arcs 
est  constant. 

1021.  Quelle  est  la  courbe  sphérique  dont  chaque  point  est  équidistant 
d'un  point  de  la  sphère  et  d'un  arc  de  grand  cercle  de  cette  sphère? 
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J022.  Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  son  aire,  un  côté 
et  le  cercle  circonscrit. 

^023.  Construire  un  triangle  sphérique,  connaissant  son  aire,  sa  base 
et  sa  hauteur. 

i024.  La  sphère  variable  assujettie  à  couper  deux  sphères  fixes  suivant 
leurs  grands  cercles  passe  par  deux  points  fixes. 

1025.  Les  milieux  des  arêtes  d'un  tétraèdre  ne  sont  sur  une  même 
sphère  que  si  les  hauteurs  du  tétraèdre  passent  par  un  même  point,  et 
alors  la  sphère  qui  les  contient  passe  par  les  pieds  des  plus  courtes  dis- 
tances des  arêtes  opposées. 

1026.  Si  une  sphère  variable  coupe  trois  sphères  fixes  sous  des  angles 
égaux,  mais  indéterminés,  son  centre  ne  sort  pas  d'un  certain  plan. 

1027.  Si  une  sphère  variable  coupe  quatre  sphères  données  sous  des 
angles  égaux,  mais  variables  simultanément,  son  centre  décrit  une 
droite. 

1028.  Mener  une  sphère  qui  coupe  quatre  sphères  données  suivant 
leurs  grands  cercles. 

1029.  Dans  un  tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  rencontrent  en  un  même 
point,  les  centres  de  gravité  des  faces,  les  pieds  des  quatre  hauteurs  et 
les  points  situés  aux  deux  tiers  des  droites  qui  joignent  chaque  sommet 
au  point  de  rencontre  des  hauteurs  sont  sur  une  même  sphère,  dont  le 
rayon  est  égal  au  tiers  du  rayon  de  la  sphère  circonscrite  et  dont  le  centre 
est  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  le  point  de  concours  des  hauteurs  au 
point  de  concours  des  perpendiculaires  élevées  sur  chaque  face  par  son 
centre  de  gravité. 

1030.  Mener  une  sphère  qui  en  coupe  cinq  autres  sous  des  angles 
égaux. 

1031.  Enjoignant  un  point  de  l'espace  aux  sommets  d'un  tétraèdre, 
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on  obtient  une  figure  dont  les  plans  des  faces  opposées  se  coupent  deux 
à  deux  suivant  trois  droites  comprises  dans  un  même  plan;  la  diagonale 
issue  d'un  sommet,  divisée  par  la  longueur  de  son  prolongement  jusqu'à 
ce  plan,  est  égale  à  la  somme  des  trois  côtés  adjacents  à  ce  sommet,  divi- 
sés respectivement  par  les  longueurs  de  leurs  prolongements  jusqu'au 
même  plan. 

1032.  Une  série  d'ellipses  ont  leurs  diamètres  conjugués  égaux  do 
même  longueur;  l'un  de  ces  diamètres  est  fixe  et  commun  à  toutes  les 
ellipses,  l'autre  varie  de  position  quand  on  passe  d'une  ellipse  à  la  sui- 
vante. Si  l'on  prend  un  point  fixe  sur  le  diamètre  fixe  prolongé  et  si  l'on 
mène  de  ce  point  des  tangentes  aux  ellipses  considérées,  quel  est  le  lieu 
des  points  de  contact  de  toutes  ces  tangentes  ? 

1033.  Si  l'on  décrit  une  ellipse  sur  le  grand  côté  d'un  rectangle  commo 
grand  axe,  de  manière  qu'elle  passe  par  le  point  d'intersection  des  dia- 
gonales, et  si  l'on  joint  un  point  de  l'ellipse  extérieur  à  ce  rectangle  aux 
extrémités  du  côté  opposé  au  grand  axe,  les  droites  ainsi  déterminées 
divisent  le  grand  axe  en  segments  qui  sont  en  progression  géomé- 
trique. 

J03i.  Le  produit  des  segments  déterminés  par  son  point  de  contact  sur 
une  tangente  à  l'ellipse,  limitée  à  ses  points  de  rencontre  avec  les  axes, 
est  égal  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  la  tangente. 

1033.  Quel  est  le  lieu  du  second  foyer  des  ellipses  qui  ont  un  foyer 
commun  et  deux  tangentes  communes? 

1036.  Quel  est  le  lieu  des  milieux  de  toutes  les  cordes  d'uneellipse  qui 
vont  converger  en  un  point  fixe  ? 

1037.  Si  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse  sont  en  même  temps 
les  asymptotes  d'une  hyperbole,  les  points  de  contact  des  tangentes  com- 
munes à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole  sont  sur  une  ellipse  semblable  à  la  pro- 
posée. 

1038.  La  base  AB  du  triangle  ABC  reste  fixe,  tandis  que  le  sommet  G 
décrit  une  hyperbole  équilatère  passant  par  les  points  A  et  B  :  P  et  Q 
étant  les  points  où  AG  et  BG  rencontrent  le  cercle  décrit  sur  AB 
comme  diamètre,  trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  de  AQ  et 
de  BP. 

1030.  Quel  est  le  lieu  du  second  foyer  des  ellipses  qui  ont  un  foyer 
commun  et  qui  passent  par  deux  points  donnés  ? 

lOiO.  Quel  est  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  qui  pas- 
sent par  trois  points  donnés? 

1041.  Si  l'on  joint  aux  doux  foyers  de  l'hyperbole  les  points  de  ren^ 
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contre  d'une  tangente  à  la  courbe  avec  les  asymptotes,  on  obtient  un 
quadrilatère  inscriptible. 

4042.  Si  l'on  prend  sur  la  corde  focale  principale  d'une  parabole  deux 
points  également  distants  du  foyer,  le  trapèze  formé  en  abaissant  de  ces 
points  des  perpendiculaires  sur  une  tangente  quelconque  à  la  courbe  a  une 
aire  constante. 

1043.  Les  produits  des  distances  du  foyer  d'une  parabole  aux  sommets 
opposés  d'un  quadrilatère  circonscrit  à  la  courbe  sont  égaux. 

1044.  Étant  données  deux  tangentes  à  la  parabole,  si  on  leur  mène  des 
parallèles  par  un  point  quelconque  de  leur  corde  de  contact,  la  diagonales 
du  parallélogramme  ainsi  formé,  qui  est  opposée  au  point  choisi  sur  la 
corde  de  contact,  est  tangente  à  la  courbe. 

1045.  En  un  point  P  de  la  parabole,  la  corde  du  cercle  de  courbure, 
qui  est  menée  parallèlement  à  l'axe  de  la  courbe,  est  égale  à  quatre  fois 
le  rayon  vecteur  du  point  P. 

1046.  La  corde  PH  du  cercle  de  courbure  au  point  P  de  l'ellipse  ou  de 
l'hyperbole,  qui  est  menée  par  le  centre  C  de  la  courbe,  satisfait  à  la  re- 
lation PH.CP  =  2CD  ,  CD  étant  le  conjugué  du  diamètre  CP. 

1047.  Étant  donnés  deux  triangles,  projeter  le  premier  sur  un  plan  de 
telle  sorte  que  sa  projection  soit  semblable  au  second  triangle. 

1048.  Couper  un  cône  de  révolution  donné  suivant  une  ellipse  d'excen- 
tricité donnée, 

1049.  Deux  cônes  de  révolution  qui  se  coupent  ont  même  axe,  et  l'angle 
au  sommet  du  cône  intérieur  est  de  6o  degrés  :  démontrer  que  le  sommet 
de  ce  cône  est  un  foyer  commun  de  toutes  les  sections  déterminées  sur  le 
cône  extérieur  par  les  plans  tangents  au  cône  intérieur. 

lOoO.  Construire  unesphère  admettant  avec  quatre  sphères  données  des 
tangentes  communes  de  longueurs  données. 

1051.  On  appelle  homocycliques  deux  cônes  qui  ont  même  sommet  et 
mêmes  plans  cycliques.  Démontrer  que,  lorsqu'un  plan  mené  par  le  som- 
met commun  de  deux  cônes  homocycliques  coupe  ces  cônes  suivant  quatre 
arêtes,  les  deux  arêtes  de  l'un  font  respectivement  deux  angles  égaux 
avec  les  deux  arêtes  de  l'autre.  —  Qu'arrive-t-il  en  particulier  lorsque  le 
plan  considéré  coupe  l'un  des  cônes  et  touche  l'autre  ? 

1052.  Quand  un  plan  touche  deux  cônes  homocycliques,  les  deux  arêtes 
de  contact  sont  rectangulaires. 

1053.  SA  et  SB  étant  deux  arêtes  rectangulaires  prises  sur  deux  cônes 
homocycliques,  le  plan  ASB  coupe  les  deux  cônes  suivant  deux  autres 
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arêtes  SA' et  SB' qui  sont  encore  perpendiculaires  l'une  à  l'autre;  les 
quatre  droites  suivant  lesquelles  se  coupent  les  plans  tangents  au  premier 
cône  suivant  SA  et  SA',  et  les  plans  tangents  au  second  cône  suivant  SB 
et  SB',  appartiennent  à  un  troisième  cône  homocyclique  avec  les  deux 
premiers  ;  ce  troisième  cône  reste  le  même,  quelles  que  soient  les  deux 
arêtes  rectangulaires  primitives  SA  et  SB. 

10d4.  Quand  deux  cônes  sont  homocycliques,  deux  plans  tangents  au 
premier  cône  coupent  l'autre  cône  suivant  quatre  arêtes  appartenant  à 
un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  normal  aux  arêtes  de  contact  des 
deux  plans  tangents. 

1055.  Étant  donnés  un  cône  à  base  circulaire  et  deux  plans  fixes  tan- 
gents à  ce  cône,  si  un  autre  plan  tangent  roule  sur  le  cône,  ses  intersec- 
tions avec  les  deux  plans  fixes  sont  telles,  que  les  plans  menés  par  chacune 
d'elles  et  une  ligne  focale  font  un  angle  constant. 

1050.  Pour  qu'un  quadrilatère  gauche  ait  ses  quatre  côtés  sur  un  hy- 
perboloïde  de  révolution,  il  faut  et  il  suffît  que  la  somme  de  deux  quel- 
conques de  ses  côtés  soit  égale  à  celle  des  deux  autres. 

1057.  Toute  section  pîane  du  tore  est  le  lieu  d'un  point  tel  que  le  pro- 
duit des  longueurs  des  tangentes  menées  de  ce  pointa  deux  cercles  soit 
proportionnel  à  la  distance  de  ce  point  à  une  droite.  —  Que  devient  ce 
théorème,  lorsque  le  plan  de  la  section  est  parallèle  à  l'axe  du  tore? 

1058.  Un  polygone  plan  se  déforme  de  telle  sorte  que  ses  sommets, 
moins  un,  glissent  sur  des  droites  fixes,  tous  ses  côtés  étant  vus  d'autani 
de  points  fixes  sous  des  angles  donnés:  trouver  le  lieu  du  dernier  sommet. 
— •  Quel  est  le  théorème  corrélatif? 

1059.  Sur  les  trois  diagonales  d  un  quadrilatère  complet,  on  prend 
trois  couples  de  points  qui  divisent  harmoniquement  ces  trois  droites: 
démontrer  que  les  six  points  considérés  sont  sur  une  conique.  —  Quel  est 
le  théorème  corrélatif  ? 

1060.  On  donne  une  conique  et  un  triangle  situé  dans  son  plan  ;  dé- 
montrer :  1°  que  les  droites  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  aux 
pôles  des  côtés  opposés  par  rapport  à  la  conique  concourent  en  un  même 
point;  2°  que  les  côtés  rencontrent  les  polaires  des  sommets  opposés  en 
trois  points  en  hgne  droite. 

1061.  Si  autour  d'un  point  fixe  on  fait  tourner  une  sécante  qui  ren- 
contre une  conique  aux  points  a  et  a\  la  somme  algébrique  des  inverses 
des  distances  des  points  «  et  a'  à  la  polaire  du  point  fixe  est  constante. 

1062.  Construire  la  conique  déterminée  par  cinq  points,  dont  quatre 
sont  imaginaires. 
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1063.  Construire  la  conique  déterminée  par  cinq  tangentes,  dont  quatre 
sont  imaginaires. 

1064.  Projeter  une  conique  suivant  une  hyperbole  éq;  iiaieie. 

1065.  La  polaire  réciproque  d'une  parabole  par  rapport  à  un  point  de 
la  directrice  est  une  hyperbole  équilatère. 

1006.  Les  hauteurs  d'un  triangle  circonscrit  à  la  parabole  se  coupent 
sur  la  directrice. 

1067.  Les  hauteurs  d'un  triangle  inscrit  dans  une  hyperbole  équilatère 
se  coupent  sur  la  courbe. 

1068.  Inscrire  dans  une  conique  un  polygone  dont  les  côtés  passent  par 
autant  de  points  fixes. 

1069.  Construire  une  conique  tangente  à  trois  droites  et  ayant  un  double 
contact  avec  une  conique  donnée. 

1070.  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  conique  issues  d'un 
point  fixe.  —  Généraliser  par  projection. 

1071.  Trouver  l'enveloppe  des  cordes  d'une  conique  qui  ont  leurs  mi- 
lieux sur  une  droite  donnée.  —  Généraliser  parprojecti(»n. 

1072.  ABC  étant  un  triangle  circonscrit  à  une  conique,  et  a,  p,  7,  les 
points  de  contact  de  BC,  CA,  AB,  on  joint  un  point  quelconque  P  du 
plan  aux  sommets  B  et  C;  si  Ton  désigne  par  I  et  K  les  points  où  la 
corde  ^7  rencontre  respectivement  CP  et  BP,  les  trois  droites  Pa,  Blet 
CK  concourent  en  un  même  point.  Déduire  de  là  le  moyen  de  trouver  le 
point  de  contact  d'une  tangente  à  une  conique  qui  touche  en  des  points 
donnés  les  côtés  d'un  angle  donné. 

1073.  Si,  sur  les  rayons  menés  d'une  origine  fixe  0  aux  divers  points 
d'un  plan  P  on  porte  des  longueurs  proportionnelles  aux  valeurs  inverses 
de  ces  rayons,  les  plans  conduits  perpendiculairement  à  ces  droites  par 
leurs  extrémités  passent  tous  par  un  même  point  /?.  Lorsque,  l'origine 
0  restant  fixe,  le  plan  P  se  déplace  en  passant  sans  cesse  par  un  même 
point,  le  point />»  ne  sort  pas  d'un  certain  plan. 

10Ï4.  Une  droite  glisse  sur  trois  droites  fixes  prises  à  volonté  dans 
l'espace.  —  Quel  est  le  lieu  décrit  par  la  trace  de  cette  droite  sur  un 
plan  fixe  quelconque? 

1075.  La  somme  des  angles  d'un  quadrilatère  gauche  est  moindre  que 
quatre  angles  droits. 

1076.  On  peut  couper  un  tétraèdre  régulier  suivant  un  carré.  —  Dé- 
înontrer  que  le  contour  apparent  du  tétraèdre  régulier  projeté  sur  un 
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plan  parallèle  à  une  section  carrée,  est  à  la  fois  un  carré  et  le  contour 
a[)parent  maximum  du  tétraèdre  projeté  sur  un  plan. 

1077.  Lorsqu'on  projette  orthogonalement  un  cube  sur  un  plan  per- 
pendiculaire à  une  de  ses  diagonales,  le  contour  apparent  obtenu  est  à  la 
lois  un  hexagone  régulier  partagé  en  trois  losanges  et  le  contour  appa- 
rent maximum  du  cube  projeté  sur  un  plan. 

1078.  On  peut  projeter  l'octaèdre  régulier  de  manière  à  obtenir  un 
contour  apparent  hexagonal  régulier. 

1079.  Le  centre  de  gravité  du  périmètre  ou  de  l'aire  d'un  polygone 
régulier  convexe  d'un  nombre  impair  de  côtés,  est  le  centre  du  poly- 
gone. 

1080.  Si  deux  systèmes  de  points  ABGDE ,  A'B'G'D'E' ,  sont 

tels,  que  toute  distance  BD  soit  égale  à  la  distance  correspondante  B'D', 

le  système  A'B'G'D'E' est  superposable  au  système  ABGDE. . . .  ou 

à  son  symétrique. 

108L  Si  une  figure  occupe  différentes  positions  dans  l'espace,  on  peut 
toujours  l'amener  d'une  position  à  une  autre  par  une  rotation  autour  d'un 
certain  axe  et  par  une  translation  suivant  cet  axe. 

1082.  Trouver  l'aire  latérale  et  le  volume  d'un  tronc  de  cylindre. 

1083.  Si  un  cône  de  révolution  est  inscrit  dans  un  angle  trièdre  formé 
par  trois  plans  tangents,  les  plans  menés  par  chaque  génératrice  de 
contact  et  l'arête  opposée  de  l'angle  trièdre  se  coupent  suivant  une  môme 
droite. 

1084.  Toute  section  d'un  cône  oblique  à  base  circulaire,  perpendicu- 
laire au  plan  principal,  appartient  à  un  cône  droit. 

1085.  Étant  donnés  trois  points  ou  trois  arcs  tangents  et  un  arc  cyclique 
d'une  conique  sphérique,  déterminer  le  pôle  de  cet  arc. 

1086.  Étant  donnés  trois  points  et  un  arc  cyclique  d'une  conique  sphé- 
rique, déterminer  le  second  arc  cyclique  de  cette  courbe. 

1087.  Étant  donnés  trois  arcs  tangents  et  un  foyer  d'une  conique  sphé- 
rique, déterminer  le  second  foyer  de  cette  courbe. 

1088.  Quelle  est  la  surface  polaire  d'une  conique  par  rapport  à  une 
sphère?  —  Examiner  le  cas  particulier  où  la  conique  est  un  cercle.  —  (On 
nomme  surface  polaire  d'une  ligne  l'enveloppe  des  plans  polaires  de  ses 
divers  points.  ) 

1089.  Si  deux  cônes  du  second  ordre  ont  une  ligne  focale  commune, 
ils  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes. 
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1090.  Quelle  est  la  surface  polaire  d'une  sphère  par  rapport  à  uno 
sphère? 

1091.  Une  conique  tourne  autour  de  son  axe  focal.  Quelle  est  la  section 
de  la  surface  de  révolution  ainsi  engendrée  par  un  plan  passant  par  un 
foyer  de  la  conique  donnée? 

1092.  Quelle  est  la  projection  d'une  section  plane  d'une  surface  de  ré- 
volution du  second  ordre,  sur  un  plan  perpendiculaire  au  rayon  vecteur 
mené  d'un  foyer  de  la  surface  à  l'extrémité  du  diamètre  qui  passe  par  le 
centre  de  la  section? 

1093.  Circonscrire  un  tétraèdre  à  une  surface  de  révolution  du  second 
ordre,  dont  un  foyer  est  donné. 

109i.  Deux  surfaces  de  révolution  du  second  ordre,  qui  ont  un  foyer 
commun,  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes  ;  les  plans  de  ces  courbes 
et  les  deux  plans  directeurs  forment  un  faisceau  harmonique. 

1095.  D'un  point  de  l'espace,  on  peut  généralement  mener  six  normales 
à  une  surface  du  second  ordre;  ces  six  droites  sont  sur  un  cône  du  se- 
cond degré,  qui  passe  par  le  centre  de  la  surface  et  contient  les  trois  axes 
principaux  du  cône  circonscrit  à  la  surface, qui  a  pour  sommet  le  point 
donné. 

1096.  Les  notations  étant  les  mêmes  que  dans  le  théorème  d'Eu- 
1er  (688),  démontrer  les  inégalités  : 

6F  — i2i9.AÉ3PJ:A  -^6, 

4F—    8^2S^F-f-4, 

4S-    8ç:'2FèS-f-4- 

1097.  Le  volume  du  parallélipipède  construit  sur  trois  génératrices 
quelconques  de  même  système  d'un  hyperboloïde  est  constant. 

1098.  Inscrire  dans  une  sphère  donnée  un  polygone  dont  chaque  côté 
piisse  par  un  point  donné. 
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NOTE  I. 


SUR  L'APPLICATION  DES  DÉTERMINANTS  A  LA  GÉOMÉTRIE. 


1.  Aire  du  triangle  en  fonction  :  i**  des  coordonnées  des  sommets; 
i"^  des  longueurs  des  côtés. 

Soient  Ojc  et  O7  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  situés  dans 
!e  plan  du  triangle  A,  A^A,  ;  ^,  et  j„  x^  et  7,,  ^3  et  J3,  les  coordonnées 
respectives  des  sommets  A,,  A^,  A3;  et  d^^,  d^.^,  ^3,,  les  carrés  des  lon- 
gueurs des   côtés  A.A^,  A^Ag,  A.A,.   L'aire  S  du  triangle   est  l'excès 

Fig.  624. 
A, 
\  \. 


[A. 


[M-  624)  du  trapèze  A,  A3A'3A',sur  la  somme  des  trapèzes  A^A^A'^A',  et 

Aj  A,  A'3  A '2.  On  a  donc 

2S-(.r3-/r/)(j3H-rJ-(^3-/rJ(r3+rJ-(^,-^")(j^+j-) 
=  (.r,j  3  -  a:j-,  )  -  (^',^^3  -  x^y^  )  H-  [xj^  -  x.j^^  ) , 
OU 

!      X,      y, 


(0 


lS:= 


i        X..      f.. 


070  NOTE    I. 

On  peut  mettre  ce  déterminaiit  sous  les  deux  formes  suivantes  ; 


2S: 


1000 

o      I      X,      )-| 

o     I     ,r„     r. 
o      I      .r,     n   1 


•28-:- 


o  I  o  c 

i  o  X,  r, 

i  o  X.,  V, 

I  o  .r„  r, 


en  multipliant  membre  à  membre,  on  trouve  alors,  d'après  la  règle  de 
multiplication  des  déterminants, 


IS"^---: 


T 


i  '  '  :i 


.'3 


I 


Multiplions  les  trois  dernières  horizontales  par  —  2,  puis  divisons  la 
première  verticale  par  — 2;  le  déterminant  sera  muliiplié  par  4.  Gela 
fait,  aux  trois  dernières  horizonlales,ajoutons  la  première  successivement 
multipliée  par  x]  -hj],  xl-hyl,ajl  4-/3,  et  de  même,  aux  trois  der- 
nières verticales,  ajoutons  la  première  successivement  multipliée  par  les 
mêmes  facteurs  ;  la  valeur  du  déterminant  ne  sera  pas  altérée  par  ces 
dernières  transformations,  et  si  l'on  se  rappelle  la  formule  bien  connut» 


'^i,=  {^.-0'-^-{x-xJ, 


on  aura  finalement 


i6S^ 


0  I  T  î 

1  O      r/,^     r/, 
I      fi.,,      o      fL 


.    2.   Vohune  de  la  pyramide  triangulaire  en  jonction  :  1°  des  coordonnées 
des  sommets;  1°  des  longueurs  des  arêtes. 

Soient  :  ox,  o/,  oz,  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires;  (^^,,7,,  2,), 
(^:2,7.,,zJ,  (.^3,73,23),  (jc^,j^,2j,  les  coordonnées  des  sommets  A,,' A„ 
A3,  A^  :  r/,2,  <^,3,  r/,^,  <:/23,  d^^,  d^^,  les  carrés  des  longueurs  des  six  arêtes. 

La  marche  est  absolument  pareille  à  celle  que  nous  avons  suivie  pour 
le  triangle.  En  projetant  les  sommets  sur  le  plan  xoy^  on  verra  que  le 
volume  du  tétraèdre  est  la  somme  algébrique  de  troncs  de  prismes  trian- 
i^ulaires  dont  les  bases  ou  sections  droites  s'évalueront  à  l'aide  de  la  for^ 
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mule  (i),  et  l'on  obtiendra  pour  le  volume  V  du  tétraèdre 


(3) 


6Y  = 


I        JC, 

I      .r, 

I        X, 


r. 

y. 


puis,  en  opérant  sur  ce  déterminant  comme  nous  l'avons  fait  sur  le  dé- 
terminant (i),  et  observant  que 


d..  - 


(f~f.y-^(^^~^,)\ 


en  trouvera 


(4) 


288  V- 


I 

I 

I 

ï 

0 

'K. 

< 

'', 

< 

0 

'in 

''. 

'1. 

<h. 

0 

'h 

'L 

(l. 

d,. 

0 

En  égalant  à  zéro  les  déteiminants  [i]  et  (4),  on  obtient  évidemment 
les  conditions  pour  que  trois  points  soient  en  ligne  droite  ou  pour  que 
quatre  points  soient  dans  un  même  plan.  Les  formules  (2)  et  (4),  abstrac- 
tion faite  de  la  notation  des  déterminants,  ont  été  données  parEuler,  dans 
les  Mémoires  de  Pétersbourg, 

3.  Relation  entre  les  distances  mutuelles  :  \^  de  quatre  points  situés  sur 
Un  même  cercle;  i""  de  cinq  points  situés  sur  une  même  sphère. 

Soient  (^pjrj,  [jo^,  )\),  (^3, /g),  (.^4'J4))  l^s  coordonnées  rectangu- 
laires des  quatre  points  A,,  Aj,  A3,  A^;  etr/,2,f/,3 ,. . .  ,d^^,.. . ,  les  carrés 
de  leurs  distances  mutuelles.  Ces  points  étant  sur  un  même  cercle,  on  a, 
d'après  la  Géométrie  analytique, 


^\  -T-  f\  -h  a  -{-  bx^ 


^l  -^  J'I  -^  a-\-  bx^  -4-  cf^  ==  o. 
On  a,  par  suite,  en  éliminant  a,  b,  c, 


X\-^J\        I        X, 

■rl-^y\     i    ■■^.. 


r.  I 


Z-; 


j; 

—  IX  ^ 

—  'A>"l 

.r\ 

-ix^ 

-  '^y\ 

ri 

-9.X^ 

-  -j\ 

Tl 

'I  X. 

—  '^r. 

NOTE   ï. 


Or,  il  suffit  de  multiplier  ces  deux  derniers  déterminants  par  la  règle 
connue  et  d'égaler  le  résultat  à  zéro  pour  avoir  la  relation  cherchée 


(5) 


G 

cl.. 


<3 
0 


Un  calcul  tout  à  fait  analogue  donne 


(6) 


o 
'lu 


O 

'I» 


O 

d„ 


'L 
o 

^4. 


^.5 
(l. 


pour  cinq  points  situés  sur  une  même  sphère. 

La  relation  (5)  revient  au  fond  au  théorème  de  Ptolémée  (240);  la 
relation  (6)  a  été  donnée  sous  une  autre  forme  par  Feuerbach.  —  Nous 
avons  suivi  la  marche  indiquée  par  M.  Cayley  dans  le  tome  II  du  Jounud 
de  Cambridge. 

En  développant  par  rapport  aux  éléments  de  la  première  verticale  le 
premier  des  déterminants  considérés  dans  ce  numéro,  et  désignant  par  0. 
l'origine  des  coordonnées,  qui  est  d'ailleurs  un  point  quelconque  du  plau 
du  quadrilatère  AjA^A,  A^,  on  a,  eu  égard  à  la  formule  (2),  !a  relation 


0,A,*  (A2A3AJ  — O.A,"  (A3A,AJ-hO,A3    (A,A, AJ  — 0, A.'  (A.A^AJ  .- o 

qu'on  énonce  de  la  manière  suivante  :  Bans  tout  quadrUatcre  inscrlptlblc, 
si  on  multiplie  l'aire  du  triangle  forme  par  trois  des  sommets  par  le  carré 
de  la  distance  du  quatrièaie  sommet  a  un  point  quelconque  du  plan,  la 
somme  des  produits  relatifs  aux  deux  triangles  séparés  par  une  diago- 
nale est  égale  h  la  somme  des  produits  relatifs  aux  deux  triangles  séparés 
par  l'autre  diagonale.  Cette  proposition,  due  à  M.  Luchterhandt  (Journn^ 
de  Crelle,  t.  XXIII),  comprend  comme  cas  particuliers  les  théorème.^: 
(240,  242)  relatifs  au  produit  et  au  rapport  des  diagonales  du  quadrila- 
tère inscriptible.  Pour  les  en  déduire,  il  suffit  de  remplacer  l'aire  do 
chaque  triangle  par  le  produit  des  trois  côtés  divisé  par  quatre  fois  le 
rayon  du  cercle  circonscrit  et  de  placer  le  point  0,,  dans  le  premier 
cas  à  l'un  des  sommets  du  quadrilatère,  dans  le  second  cas  au  centre  du 
cercle. 

En  éliminant  les  parenthèses  (A2A3AJ,  . . .  entre  l'équation  précédente 
et  les  trois  analogues  que  fourniraient  trois  autres  points  03,63, 0^  pris 


o, 
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à  volonté  dans  le  plan,  on  obtient  une  relation 

'  l\7\'   ÔJ^J   ô~\~'    Ô7Â, 

ô;a.'  ôa'  oX  m, 

ô~â'   ô'âJ   ô^/    ô~J, 

ôX  ôjj  ôj,'  ôtâ; 

entre  les  distances  respectives  de  quatre  points  d'un  cercle  à  quatre 
points  quelconques  de  son  plan.  Cette  relation  comprend  comme  cas  par- 
ticulier la  relation  (5)  qui,  en  outre,  se  trouve  ainsi  démontrée  sans  le 
secours  de  la  règle  de  multiplication  des  déterminants  (Antomâri,  Nokv. 
Jnn.,  1882). 

4.   Relation  entre  les  distances  mutuelles  de  cinq  jjoints  situes  d'une 
manière  fjuelconque  dans  V espace, 

11  suffit  d'égaler  à  zéro  le  produit  des  deux  déterminants 


0  1  0000 

1  ^J-+-r;-4-zJ  ^^)\  2;,  o 


I  00  o  o      o  1 

^\-^-r\-^^]  I  -^^,  -v^  —23,  o  I 

A-^yl-^^l     '     —  2^^^5  "  2J;,  —  2Z,  O  I 


pour  obtenir  la  relation  demandée,  due  à  Lagrange, 


0 

I 

I 

I 

1 

I 

0 

dn 

dn 

d,, 

< 

d,. 

0 

d,. 

^4. 

d. 

4, 

d.. 

0 

du 

d. 

d,, 

d» 

'/« 

0 

<. 

<, 

<, 

<L 

d... 

0 

En  remplaçant,  avant  de  les  multiplier,  dans  chacun  des  deux  déter- 
minants, l'expression  oc]  h-jf-  -i-zf,  où  /  a  les  valeurs  i,  2,  3,  4,  5,  par 
^ï  -+- J?  -+-  ^'  ■—  r}^  on  obtient  la  relation 


w 


0 

I 

I 

l 

1 

I 

^n 

l. 

"'lô 

^n 

'l 

^■n 

^2, 

'^., 

c\, 

K 

K^ 

S-n 

^33 

K. 

«•'j 

'\^ 

s. 

^« 

^u 

S, 

^l, 

s.., 

^., 

'l. 

rj , 

'^7'!  NOTE    ï. 

dans  laquelle  ^i/,  désigne  la  quantité  /j  -h ri  —  r/,^,  et  qui  estime  généra- 
lisation de  la  formule  précédente,  puisqu'elle  renferme,  outre  les  distances 
mutuelles  d.,.  des  cinq  points,  cinq  nouvelles  quantités  r,,  /-,,  z-,,  r,, /■.,  ar- 
bitraires. 

5.  Rayons  des  sphères  qui  coupent  quatre  sphères  données  sous  des 
angles  donnés. 

Supposons  que,  des  cinq  points  A,,  A.^,  A.,  A^^A^,  que  nous  venons  fie 
considérer,  les  quatre  premiers  soient  les  centres  de  quatre  sphères  dont 
les  rayons/'^,  r^,  7-3,  r^,  sont  donnés;  désignons  par  p  le  rayon  et  par  A.  le 
centre  d'une  sphère  qui  coupe  les  quatre  premières  respectivement  sous 
les  angles  y,,  o^^  ©,,  o^. 

En  faisant,  dans  la  relation  (8),  les  substitutions 

''^  ^  '' 

.T-  r;  -t-  p^ —  (/f -+-  p'  —  2p7'-cos©.)  =  Q.pr.coso-    [i  =  1,2,3,4  > 

puis  amenant  au  premier  rang  la  dernière  horizontale  et  la  dernière  ver- 
ticale, préalablement  divisées  par  p,  et  enfin  divisant  par  2  chaque  hori- 
zontale, sauf  la  seconde,  et  multipliant  par  1  la  seconde  verticale,   on 
obtient  pour  déterminer  p  l'équation  du  second  degré 
I 

1  -       /',  C0Sq>,      r,  COS9.,      7^,  COScp.,      r.coso. 

1  I 

-01  I  I  I 

p  I  __ 

r,  cos(p,     I        c,^  c,2  ^'.3  ^.4      :"''' 

r,C0S^2         I  ^21  ^22  ^23  ^24  ' 

7^3  008^3         I  C3,  ^3^  C33  ^3^  I 

7',C0S^,        I  C,j  6',,  C^3  C,^  ! 

où  c,-A  désigne  la  quantité  -  (rf  4- 7'A  —  fl?/^)  pour/ =  1,2,  3,  4. 

Cette  équation  ne  change  pas  quand  on  y  change  simultanément  les 
signes  de  r^^r^.r^^r^.  D'après  cela,  à  chaque  combinaison  de  signes  pour 
r,,  Tj,  7-3, 7'^,  et  à  la  combinaison  opposée,  répondent  les  deux  racines  de  la 
même  équation  du  second  degré.  En  faisant  varier  les  signes  de  7-,,  r^,  r,. 
r^,  on  trouve  les  seize  solutions  du  problème. 

En  procédant  d'une  manière  analogue,  on  obtiendrait  une  équaiion 
donnant  les  rayons  des  cercles  coupant  trois  cercles  situés  dans  un 
même  plan,  sous  des  angles  respectivement  donnés.  Celte  équation  est 
d'ailleurs  celle  qu'on  obtient  en  supprimant  dans  le  déterminant  (9)  la 
dernière  horizontale  et  la  dernière  verticale;  en  faisant  varier  les  signe.-, 
on  aurait  les  huit  solutions  du  pro'J.ème  groupées  deux  à  deux. 


(9) 
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L'équation  (9),  dans  laquelle  on  remplace  les  cosinus  par  l'unité,  donne 
les  rayons  des  sphères  tangentes  à  quatre  sphères  données,  et  celle  qui 
en  résulterait  en  supprimant  la  dernière  horizontale  et  la  dernière  verti- 
cale donnerait  pareillement  les  rayons  des  cercles  tangents  à  trois  cercles 
donnés. 

Enfin,  comme  dernière  application  de  cette  relation  (9),  nous  allons  en 
déduire  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite  à  un  tétraèdre  ;  il  faut,  dans  ce 
cas,  supposer  r^  =  r^^  r^  ----=  r^  =--  o,  et  par  suite  cm^  —  -di/.-^  Féquation 
devient  1        ,  1 


I  1 
-    0      I       I       I       I 

^  1- 

o    ^     o    ^L   ^L   <  :  ~  ""' 

o      l      d.^^       o       ^^3      d^^  i 

o        I        r/3,       ^3^         O        d^^  j 

O       I       r/^,       d^^      6/^3        O  I 

d'où  Ton  déduit,  en  ajoutant  à  la  deuxième  horizontale  la  première  mul- 
tipliée par  -  et  ayant  égard  à  la  relation  (6), 


(.0) 


En  comparant  le  dernier  déterminant  au  déterminant  (2)  et  désignant 
par  T  l'aire  du  triangle  dont  les  côtés  seraient  égaux  aux  produits  des 
couples  d'arêtes  opposées  du  tétraèdre,  on  voit  qu'on  a  défmitivement 
pour  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite. 


0 

rf,. 

'L 

'l. 

576V^p^---- 

^4, 

0 

0 

<'.. 
< 

rf. 

'<„ 

'/., 

0 

0 

I 
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î 

I 

0 

''.An 

''.A 

I 

<K'Az 

0 

'i.jh 

I 

^sA. 

'',//„ 

0 

^'~GV' 


Getteexpression  remarquable  est  due  à  Crelle  [Sammlung  mathematischci 
Aufsàtze), 

Ces  notions  doivent  suffire  pour  inspirer  au  lecteur  le  désir  de  lire  les 
Mémoires  originaux  sur  l'application  des  déterminants  à  la  Géométrie. 
Les  travaux  faits  sur  ce  sujet  sont  fort  nombreux:  nous  citerons  les 
Mémoires  deMM.Joachimsthal(/o^^/'/^«/  de  Crelle,  t.  XL),  Cayley  (Journal 
de  Cambridge,  t.  Il),  Brioschi  (Journal  de  Crelle,  t.  L),  kronecker 
[Journal  de  Crelle,  t.  LXXÏI),  Darboux  (Anncdes  de  V École  Normale, 
2«  série,  t.  1),  Bauer  [Journal  de  Schlômilch,  t.  V,  et  Mémoires  de  F  Aca- 
démie de  Munich  pour  1873),  Frobenius  [Journal de  Crelle,  t.  LXXIX). 


ACTE   H.  577 


NOTE  IL 

SUR  LA  GÉOMÉTRIE  NON  EUCLIDIENNE. 


La  théorie  des  parallèles  n'a  fait  aucun  progrès  depuis  Euclide  jusqu'au 
commencement  de  notre  siècle.  Tous  les  efforts  pour  démontrer  le  ;?05^«- 
latam  d'Euclide  ou  une  proposition  équivalente  étaient  restés  infruc- 
tueux, lorsque  Lobattcheffsky  en  1829  et  Bolyai  en  1882,  changeant 
résolument  de  voie,  conçurent  et  exécutèrent  séparément  le  projet  hardi 
de  supposer  que  la  proposition  à  démontrer  n'était  pas  vraie  et  de  consti- 
tuer un  nouveau  système  de  géométrie  non  contradictoire,  en  poussant 
jusqu'à  ses  dernières  limites  le  développement  de  leur  hypothèse.  Gauss 
qui,  par  ses  propres  méditations,  avait  obtenu  les  mêmes  résultats  dès 
1792,  sans  toutefois  avoir  rien  publié  sur  ce  sujet,  assura  par  son  patronage 
le  succès  de  l'œuvre  de  Lobattcheffsky  qui,  écrivait-il  à  Schumacher, 
«  avait  traité  la  matière  de  main  de  maître  ».  Depuis  lors  un  grand 
nombre  de  géomètres,  parmi  lesquels  il  faut  surtout  citer  Riemann  et 
Beltrami,  ont  considérablement  agrandi  le  champ  de  ces  spéculations  qui, 
on  ne  saurait  le  méconnaître,  ont  jeté  une  vive  lumière  sur  la  véritable 
origine  des  vérités  géométriques. 

L'analyse  de  ces  nombreux  travaux  (i)  serait  fort  longue;  nous  nous 
proposons  ici  uniquement  d'en  faciliter  la  lecture  en  exposant  les  principes 
fondamentaux  de  cette  partie  de  la  Science  qui,  après  avoir  été  appelée 
successivement  Géométrie  astrale,  Géométrie  ima^imiire,  Pangéométrie, 
a  reçu  définitivement  le  nom  de  Géométrie  non  euclidienne. 


(')  Lobattcheffsky,  Nouveaux  principes  de  Géométrie  {Mémoires  de  l'Uni- 
versité de  Kasan  et  Courrier  de  Kasan,  1826,  1829,  i836-i838)  ;  Géométrie  ima^ 
ffinaire  (  J.  de  Crelle,  J837);  Études  géométriques  sur  la  théorie  des  parallèles 
(Berlin,  i8.^p);  Pangéométrie  (Kasan,  i855).  —Bolyai,  Appendix  scientiam 
spatii  ahsolute  ^eram  exhibens  (  Maros-Vasazliély,  i832).  —  Riemann,  Sur  les 
hypothèses  de  la  Géométrie  (Académie  de  Gôtlingue,  1867).  —  Helmiioltz,  Sur 
les  faits  fondamentaux  de  la  Géométrie  (Heidelberg,  1868).  —  Battaglim,  Sur 
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i"  Considérons  dans  un  plan  un  point />>  et  une  droite  LL';  soient /j>o  îa 
perpendiculaire  abaissée  de  /;  sur  LL'  et  EpE'  la  perpendiculaire  élevée 
par /^  mv  po  (fig.  625).  On  sait  (37)  que  cette  perpendiculaire  ne  ren- 
contre pas  LL'.  Mais  cette  droite  est-elle,  parmi  celles  qui  passent  par/;, 
la  seule  qui  jouisse  de  cette  propriété?  C'est  ce  que  l'on  admettait  depuis 
Euclide.  Cependant  tout  ce  qu'on  peut  affirmer,  et  c'est  là  le  point  de 
tiépart  de  Lobattcbeffsky,  c'est  que,  si  une  droite  illimitée  tourne  autour 
(lu  point  p  dans  le  sens  de  la  flèche,  depuis  la  position  po  jusqu'à  la  po- 
sition E'/^E,  elle  passera  nécessairement  par  une  position  vpii,  telle  que 
loutes  les  droites  contenant  le  point  p  et  situées  dans  l'angle  npE  (et 
dans  son  opposé)  ne  coupent  pas  LL',  tandis  que  toutes  les  droites  situées 
dans  l'angle  opn  (et  dans  son  opposé)  coupent  oL. 


Fig.  62,5. 


D'après  cela,  en  désignant  par  v'pa'  la  symétrique  de  vpu  par  rapport 
a  po^  on  voit  que  toutes  les  droites  menées  par  le  point  ;;  dans  le  plan 
peuvent  être  rangées  par  rapport  à  LL'  en  deux  catégories  suivant 
qu'elles  coupent  LL'  ou  qu'elles  ne  la  rencontrent  pas  ;  les  sécantes  sont 
comprises  dans  les  angles  upu'  et  vpi''  ;  les  non-sécantes  dans  les  angles 
up{>'  et  vpic'.  Les  deux  lignes  de  démarcation  uv  et  u'v'  sont  dites  paral- 
lèles à  LL'  relativement  au  point  /;•.  Ainsi,  par  chaque  point/?  d'un  plan, 
on  peut  mener  à  toute  droite  LL'  de  ce  plan  deux  parallèles,  l'une  m  pour 
le  côté  oL  de  la  droite,  l'autre  v' a  pour  l'autre  côté  oL.  On  désigne  par 
angle  de  parallélisme  relatif  au  point  p  l'angle  opu  ou  son  égal  opu', 

2°  Ce  qui  distingue  une  parallèle  vu  ou  v'a'  d'une  non-sécante  quel- 
conque, c'est  que  la  parallèle  devient  sécante  dès  qu'on  la  dévie  en  dimi- 
nuant d'aussi  peu  qu'on  veut  son  inclinaison  opu  ou  opu'  sur  la  perpen- 
diculaire po. 

Dans  le  cas  où  l'angle  de  parallélisme  est  droit,  la  classe  des  droites 
non-sécantes  disparaît  et  les  deux  parallèles  se  réduisent  à  une  seule 
E;/E'. 

:r  Voici  maintenant  deux  propositions  qui  sont  les  compléments  indis- 
f»eiisables  de  la  définition  des  parallèles. 
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Une  droite  conserve  le  caractère  du  parallélisme  en  tous  ses  points,  — 
En  d'autres  termes,  si  H'H  est  parallèle  à  D'D  relativement  au  point  A, 
elle  est  encore  parallèle  à  D'D  relativement  à  tout  autre  Ai  ou  A2  de  ses 
points  (,/%".  626). 

En  effet,  supposons  d'abord  un  point  Ai  situé  sur  la  partie  AH  de  H' H 
qui  fait  avec  la  perpendiculaire  AC  un  angle  GAH  égal  à  l'angle  de  paral- 
lélisme. Abaissons  Ai  Ci  perpendiculaire  sur  DD',  menons  Ai  F  dans  l'in- 
térieur de  l'angle  CiAiH,  et  prenons  sur  cette  droite  un  point  F  aussi 
voisin  qu'on  pourra  de  Ar,  la  droite  AF  ira  couper  CD  en  un  certain 
point  G,  et  l'on  aura  un  triangle  ACG  dont  le  contour  étant  rencontré 

Fig.  626. 


une  première  fois  en  F  par  la  droite  Ai  F  devra  être  rencontré  une 
deuxième  fois  par  la  môme  droite  ;  or  Ai  F,  d'après  sa  construction,  ne 
peut  couper  le  côté  AC,  elle  ne  peut  pas  non  plus  avoir  un  second  point 
commun  avec  le  côté  AG;  donc  elle  coupe  le  côté  CG,  et,  par  suite,  Ai  H 
est  parallèle  à  D'D  relativement  au  point  Ai,  puisque  toute  droite  AiP\ 
située  dans  l'angle  Ci  Ai  H,  rencontre  D'D,  si  petit  que  soit  l'angle 
HAiF. 

Considérons,  en  second  lieu,  un  point  A2  situé  sur  AH',  et  soit  A2C2 
la  perpendiculaire  abaissée  de  A2  sur  D'D  ;  prenons  sur  AC  un  point  F' 
aussi  voisin  de  A  qu'on  voudra,  et  menons  AF  faisant  avec  AH  un  angle 
HAF  égal  à  HA2F';  la  droite  AF  ira  couper  CD  en  un  certain  point  G,  et 
la  droite  A2F'  coupant  une  première  fois,  en  F',  le  contour  du  triangle 
ACG,  devra  couper  ce  contour  une  seconde  fois.  Or  elle  ne  peut  couper 
une  seconde  fois  le  côté  AC  ;  d'autre  part,  puisque  les  angles  correspon- 
dants HAF,  HA2F'  sont  égaux,  A2F'  ne  peut  rencontrer  AF  (i);  donc 
A2F'  coupe  le  côté  CD;  etc. 


(^)  Nous  admettons  ici  que,  si  deux  droites  AB,  CD  [fg.  43),  forment  avec 
une  troisième  FE  des  angles  correspondants  FGB,  FHD, égaux,  ces  deux  droites 
ne  peuvent  se  rencontrer.  La  démonstration  de  ce  théorème,  donnée  au  n°  64, 
dépend  du  postulatum  d'Euclide;  mais  on  peut  démontrer  le  fait  indépen- 
damment de  tout  postulatum.  En  effet,  on  peut,  par  une  rotation  autour  du 
milieu  O  do  GH,  amener  la  ligure  BGHD  sur  la  ligure  CHGA,  de  façon  que  GB 


r)8o  "^oiv:  li, 

L(^  parallélisme  de  deux  droites  est  réciproque.  —  En  d'autres  termes, 
si  AB  est  parallèle  à  CD  [fig.  627).  CD  est  parallèle  à  AB. 

En  effet,  soit  AC  une  perpendiculaire  sur  CD;  menons  dans  l'angle 
A  CD  une  droite  CE  faisant  avec  CD  un  angle  DCE  aussi  petit  qu'on  vou- 
dra; enfm  abaissons  AF  perpendiculaire  sur  CE;  AF  sera  moindre  que 
AC;  prenons  sur  AC  une  longueur  AG  =  AF  et  faisons  tourner  la  figure 
liAFE  autour  de  A,  de  façon  que  AF  vienne  sur  AG  ;  soient  GH  et  AK  les 
})Ositions  que  prennent  FE  et  AB  ;  AK  coupera  CD  quelque  part  en  K,  et  Ton 
aura  un  triangle  ACK  dont  le  contour  étant  rencontré  une  première  fois, 
en  G,  par  GH.  devra  être  rencontré  une  deuxième  fois  par  cette  môme 
droite  ;  mais  GH  étant  comme  CD  perpendiculaire  à  AC  ne  peut  rencon- 
trer CD;  donc  GH  coupe  AK  en  un  certain  point  L.  Donc,  en  ramenant  le 
triangle  LAG  en  sa  position  primitive,  c'est-à-dire  en  le  faisant  tourner 
autour  de  A  de  façon  que  AG  vienne  sur  AF,  AK  sur  AB  et  GH  sur 

Fig.  62 n. 


FE,  on  voit  que  CF  doit  couper  AB,  quelque  petit  que  soit  l'angle  DCE; 
donc  (2°)  CD  est  parallèle  à  AB. 

IL 

i^  Dans  tout  triangle  rectiligne  ABC  J*'?  somme  des  angles  ne  peut  sur- 
passer deux  angles  droits. 

En  effet,  soit  A  le  plus  petit  angle  du  triangle  ;  en  prolongeant  la  mé- 
diane AI  d'une  quantité  lE  égale  à  elle-même  et  joignant  EC,  on  forme 
un  triangle  ACE  dans  lequel  (on  le  voit  sans  peine)  la  somme  des  angles 
est  la  même  que  dans  le  triangle  primitif  et  la  somme  des  deux  plus 
petits  angles  est  égale  à  A.  Le  plus  petit  angle  du  nouveau  triangle  est 
donc  au  plus  égal  à  |  A.  En  opérant  de  même  sur  ce  second  triangle, 
puis  sur  le  suivant,  etc.,  on  obtient  une  suite  de  triangles,  dont  la  somme 
des  angles  reste  la  même  et  dont  le  plus  petit  angle  est  successivement 

A     4     A 

moindre  que  — 5  -  ?  —5  *  •  •  et,  par  suite,  peut  devenir  aussi  petit  qu'on 


recouvre  HC  et  que  DH  recouvre  GA;  si  donc  GB  et  HD  se  rencontraient,  HC 
et  GA  se  rencontreraient  aussi,  et  les  deux  droites  AB,  CD  auraient  deus 
points  communs  sans  coïncider. 
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veut.  Or,  si  la  somme  des  angles  du  triangle  primitif  surpassait  deux 
droits  d'une  certaine  quantité  a,  en  opérant  sur  ce  triangle,  comme  nous 
venons  de  le  dire,  on  obtiendrait,  après  un  nombre  suffisant  d'opérations, 
un  triangle  ayant  son  plus  petit  angle  inférieur  à  a  ;  le  triangle  suivant 
aurait  à  la  fois  la  somme  de  ses  trois  angles  égale  à  2R  h-  a,  R  dési- 
gnant un  angle  droit,  et  la  somme  des  deux  plus  petits  angles  moindre 
que  a;  le  troisième  angle  de  ce  triangle  surpasserait  donc  'iR,  ce  qui  est 
absurde. 

2"  SI  dans  un  triangle  rectillgne  ABC  la  somme  des  angles  est  égale 
à  deux  angles  droits,  il  en  est  de  même  pour  tout  autre  triangle 
(fig.  628). 

En  effet,  deux  au  moins  des  angles  du  triangle  ABC  sont  alors  aigus; 
soient,  par  exemple,  A  et  G,  ces  deux  angles;  la  perpendiculaire  BO 
abaissée  du  sommet  B  sur  AG  partage  le  triangle  ABC  en  deux  triangles 
rectangles  ABO,  CBO  dans  chacun  desquels  la  somme  des  angles  est  égale 
à  2R,  sans  quoi  la  somme  totale  des  angles  de  ces  deux  triangles  serait 

Fig.  628. 
u s Q  Q 
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(i'')  inférieure  à  4R  et,  par  suite,  en  retranchant  les  deux  angles  en 
0,  qui  sont  droits,  la  somme  des  angles  du  triangle  proposé  ABC  serait 
inférieure  à  2R.  Il  suit  de  là  que,  si  l'on  construit  sur  AB  un  triangle  BAî, 
égal  à  ABO,  on  aura  un  quadrilatère  AOBI,  dont  les  côtés  opposés  sont  égaux 
deux  à  deux  et  dont  les  angles  sont  droits.  En  superposant^  quadrilatères 
égaux  à  celui-là  et  juxtaposant  p  figures  égales  à  la  figure  AOQS,  ainsi 
obtenue,  on  obtient  un  quadrilatère  POQR,  dont  tous  les  angles  sont 
droits  et  dont  les  côtés  opposés,  égaux  deux  à  deux,  peuvent  devenir 
aussi  grands  qu'on  veut,  en  prenant  les  nombres  p  et  7  assez  grands.  Ce 
quadrilatère  sera  partagé  par  la  diagonale  PQ  en  deux  triangles  rec- 
tangles égaux  et  l'on  verra,  comme  ci-dessus,  que  la  somme  des  angles 
de  chacun  de  ces  triangles  est  égale  à  2R.  Donc  on  peut  construire  un 
triangle  rectangle  POQ,  dans  lequel  la  somme  des  angles  est  égale  à  2R  et 
assez  grand  pour  contenir  dans  son  intérieur  tout  triangle  rectangle 
donné  DDE,  lorsqu'on  aura  fait  coïncider  les  angles  droits  de  ces  triangles. 
Or  la  droite  QD  décompose  POQ  en  deux  triangles  QDP,  QDO,  dans 
chacun  desquels  la  somme  des  angles  est  égale  à  2R,  sans  quoi  la  somme 
des  angles  du  triangle  total  POQ  serait  moindre  que  2R  ;  de  même,  la  droite 
DE  partage  QDO  en  deux  triangles  DEO,  DEQ,  dans  chacun  desquels  la 
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somme  des  angles  est  égale  à  2l{.  sans  quoi  la  somme  des  angles  du  triangle 
total  QDO  serait  iaférieure  à  i>.R.  11  est  donc  démontré  que,  par  suite  de 
l'hypotlièse,  la  somme  des  angles  serait  égale  à  2K  dans  un  triangle  rec- 
tangle quelconque  DOE  ;  il  en  serait  de  même,  par  suite,  pour  tout  triangle 
rectiligne,  puisqu'un  tel  triangle  peut  toujours  être  décomposé  en  deux 
triangles  rectangles. 

3"  Par  un  point  donné  A,  extëneur  a  une  droite  BC,  on  peut  toujours 
mener  une  droite  f disant  avec  la  première  un  an^le  aussi  petit  cpi  on  veut 
{/^-  629). 

En  etl'et,  soit  AB  perpendiculaire  sur  BC,  D  un  point  pris  à  volonté  sur 
BC,  et  DE  une  longueur  égale  à  AD  et  portée  sur  BC  à  la  suite  de  BD. 
La  somme  des  angles  du  triangle  ADE  ne  pouvant  surpasser  2 H,  on  a. 
puisque  ce  triangle  est  isocèle, 

2AEB  4-    2R-ADB)<:îR,     d'où    AEB  <  !  ADIJ. 

Ainsi,  étant  donnée  une  droite  AD,  coupant  BC  sous  un  certain  angle,  on 
peut  toujours  en  trouver  une  autre  AE,  faisant  avec  BC  un  angle  au  plus 
égal  à  la  moitié  du  précédent;  en  opérant  sur  cette  nouvelle  droite  comme 
sur  la  première  et  continuant  ainsi,  on  parviendra  à  une  droite  faisant 
avec  BC  un  angle  aussi  petit  qu'on  voudra. 

4"  Si  deux  perpendiculaires  AH,  BC  à  une  même  droite  AB  sont  pa- 
rallèles, Ici  somme  des  angles  est  égale  à  deux  angles  droits  dans  tout 
triangle  rectiligne  [fig.  ^^ag). 

Fig.  629. 
\  J] 


En  effet,  menons  dans  l'angle  BAH  une  droite  AE,  faisant  avec  AH  un 
angle  HAE  aussi  petit  qu'on  voudra;  cette  droite  AE  coupera  BC,  et 
l'on  peut  supposer,  d'après  le  numéro  précédent,  que  l'angle  AEB,  sous 
lequel  AE  coupe  BC,  soit  aussi  petit  qu'on  veut.  Cela  posé,  D  étant  pris 
à  volonté  entre  B  et  E,  menons  AD  et  désignons  respectivement  par 
2R  —  a,  2B  —  ^  les  sommes  des  angles  dans  les  triangles  ABD,  ADE. 
La  somme  des  angles  du  triangle  ABE  sera  2R  —  a  —  S  ;  on  aura  donc 

2R  —  a  -  ^  =:.  R  -t-  AEB  -+-  (R  -  HAE) , 

d'où 

a-t-(i  =  HAE— AEB; 

mais,  chacune  des  parties  du  second  membre  pouvant  devenir  moindre 
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que  toute  quantité  donnée,  on  a  a  h-  6  ~  o,  et,  par  suite,  a  — :  o,  p  —  o, 
puisque  a  et  p  ne  peuvent  être  négatifs.  c.  q.  f.  d. 

5''  Il  résulte  des  propositions  précédentes  que  deux  hypothèses  sont 
seules  possibles  : 

Ou  bien,  dans  tous  les  triangles  rectilignes,  la  somme  des  angles  est 
égale  à  deux  angles  droits  ;  alors  l'angle  de  parallélisme  est  toujours  droit,  et 
par  un  point  quelconque  on  ne  peut  mener  qu'une  parallèle  à  une  droite. 

Ou  bien,  dans  tous  les  triangles  rectilignes,  la  somme  des  angles  est 
inférieure  à  deux  angles  droits;  alors,  par  un  point  quelconque,  on  peut 
mener  deux  parallèles  à  une  droite,  et  l'angle  de  parallélisme,  toujours 
aigu,  varie  avec  la  distance  du  point  à  la  droite. 

La  première  hypothèse  sert  de  fondement  à  la  Géométrie  ordinaire  ou 
euclidienne.  La  seconde  peut  être  également  admise  sans  conduire  à  au- 
cune contradiction;  elle  est  la  base  de  la  Géométrie  non  euclidienne  que 
Lobattcheffsky  a  établie,  jusqu'au  développement  complet  des  équations 
entre  les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle,  soit  rectiligne,  soit  sphérique. 
compose  l'angle  G  et  le  côté  c,  on  aura,  en  vertu  des  formules  (i5), 
marche  indiquée  par  M.  Battaglini  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut.  Cela 
nous  permettra  d'ailleurs  de  retrouver  d'abord  par  une  autre  voie  la 
conception  fondamentale  de  Lobattscheffsky  relativement  aux  parallèles. 

m. 

i"  Pour  ne  pas  laisser  supposer  de  pétition  de  principe,  il  convient 
de  montrer  dabord  qu'on  peut  établir  la  théorie  des  fonctions  circulaires 
indépendamment  de  toute  considération  géométrique.  Nous  le  ferons  très 
brièvement  en  renvoyant  pour  les  détails  aux  Traités  d'Analyse. 

Oh  définit  les  fonctions  circulaires  d'une  variable  z,  réelle  ou  imagi- 
naire, par  les  relations 


(') 


z^ 

C0S2   rrz     I    —        

J  .'2 

-i- 

z'- 

i.'i.3.4 

z            z"' 
S 1  n  3  —  -              — ~ 

•4-  - 

z^ 

I       \ .  )..  ) 

[ .^.3.4.5 

sinz 

tans:  2  -^ ; 

cos  z 

vertu  de  l'équation 

l           1  .  '2 

I 

-3 

.•2.3  "*"•■•' 

qui  sert  de  déf  ration  à  la  fonction  exponentielle  ^^,  la  formule 

(2)  c'--  —  cos  3  -7-  /  s'nz., 
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et,  par  suite,  les  expressions 


C0S3  =  -(<?'--{-  6'-'^j, 


(3)  /        sinz  — —  (<?^'-  —  6'-''-), 


/  tan^z  =  — • 

On  définit  en  outre  le  nombre  tt,  indépendamment  de  toFute  interpré- 
tation géométrique,  comme  étant  la  plais  petite  racine  positive  de  l'équa- 
tion c^-  =  —  I  ;  on  a  donc 


d'où  l'on  voit,  à  l'aide  de  la  formule  (2),  que  les  racines  des  équations 
cosz.  =  0  et  sinz  =  o  sont,  pour  la  première,  les  multiples  impairs,  et 
pour  la  deuxième,  les  multiples  pairs,  d'ailleurs  positifs  ou  négatifs,  de 


On  conclut  de  là  les  expressions 


977-/     \  [(37:^    , 


sin  3  =  z  (  I  —  ^  )  (  I  —  7^  )  (  « ^,  )  •  •  ■  ? 

t: 
dont  la  dernière  donne,  pour  z  =  -  ^ 

-  r= — ^  .^  ^   ^ )     d  ou  71  =  0,1415920.... 

1       i,j.D.5.j.7... 

Dès  lors,  les  relations  (3)  donnent  immédiatement  les  expressions  con- 
nues du  sinus,  du  cosinus  et  de  la  tangente  d'une  somme  x  H-r,  les 
relations  fondamentales 

sin^  z  H- cos^  z  =  I ,     cosz  =  sin( zj,     cotz  =  tangl 

et  d'une  manière  générale  toutes  les  formules  de  la  théorie  des  fonctions 
circulaires. 

De  la  relation  e^'^  =  —  i ,  on  déduit  c^/^  =z  \  et,  par  suile,e^^--^2^'  =  e'-. 
La  fonction  exponentielle  e'-  admet  donc  la  période  27r,  et  il  résulte 
alors  des  formules  (3)  que  sinz  et  cosz  admettent  cette  même  période  et 
que  tangz  admet  la  période  iz. 

La  fonction  11  =  e^  est  une  fonction  uniforme  de  z,  en  d'autres  termes, 
à  chaque  valeur  de  z  répond  une  valeur  unique  de  u.  Mais  la  réciproque 
n'est  pas  vraie  ;  d'après  la  théorie  des  logarithmes,  à  une  valeur  réelle  ou 


GÉ031^riUE    NON    EUCLIDIKNNE.  585 

imaginaire  de  «,  répondent  pour  z  une  infinité  de  valeurs  données  par  la 
formule 

(4)  z    --::^IOgpH-   (O)   -f-   'IHtM^ 

c  et  w  désignant  le  module  et  l'argument  de  //,  et  la  caractéristique  logle 
logarithme  népérien  arithmétique.  Toutefois,  si  Ton  convient  (ce  que 
nous  ferons  toujours  ici)  de  se  borner  à  celle  de  ces  valeurs  que  Cauchy 
a  appelée  valeur  principale  et  qui  n'est  autre  que  celle  qui  résulte  de  la 
formule  précédente  dans  l'hypothèse  où  l'on  prend  /?  =  o  et  w  compris 
entre  —  ir  et  tt.  on  obtient  ainsi  une  fonction  bien  déterminée 

z  =  logo  -h  w/, 

c'est-à-dire  telle  que,  à  chaque  valeur  de  u,  ne  répond  qu'une  valeur  de  z. 
Enfin,  pour  rendre  les  formules  plus  claires  et  plus  mnémoniques, 
nous  introduirons  les  fonctions  C(2),  S{z),  T(s),  qu'on  nomme  fonc- 
tions hyperboliques  relatives  à  la  base  k  et  qui  sont  définies  par  les 
relations 


(5) 


d'où  l'on  déduit  immédiatement  les  suivantes  : 

G(3)-2_S(z.)^-i, 

S(-z)^-:-S(3),    C(-^)  =  C(z),     T(-3)-  -^T(3), 

S(x  -+- j)  =  S(.r) C(r)  -f-  S(/)  G(^). 

G(.r  4- j)  =  C(.r)  CCr)  -+-  S(z)  S(r), 


Les  fonctions  hyperboliques  n'ont  qu'une  période  imagmaire. 

2°  Cela  posé,  soient  {Ji^.  625),  dans  un  plan,  une  droite  L,  un  point/; 
extérieur  à  cette  droite,  et  o  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  sur  la  droite;  m  désignant  un  point  quelconque  de  la  droite  L,  et  z 
étant  la  mesure  du  segment  om  par  rapport  à  une  unité  de  longueur 
arbitraire,  à  chaque  position  de  m  répondra  une  valeur  unique  T(2);  et 
réciproquement  à  chaque  valeur  de  T(3)  répondra  une  position  unique 
de  ///,  si  l'on  convient,  comme  nous  l'avons  dit,  de  ne  considérer  que  la 
valeur  principale  des  logarithmes. 


o8o  .NOTE    II. 

Imaginons  maintenant  une  droite  pm  tournant  autour  du  point  />,  et 
désignons  par  9  la  mesure  de  l'angle  opm^  en  prenant  pour  unité  angu- 

(r^  \  ième 
-  ]       partie  d'un  angle  droit.  A  chaque  position  delà  droite/;/// 

répondra  une  valeur  unique  de  tango;  et,  inversement,  à  chaque  valeur 
de  tango  répondra  une  position  unique  de  la  droite,  car,  lorsque  la  droite 
reprend  la  même  position  après  avoir  tourné  de  deux  angles  droits,  0  a 
augmenté  de  la  valeur  numérique  de  deux  angles  droits,  c'est-à-dire  de  tt 
d'après  l'unité  angulaire  adoptée,  et  par  suite  tangÔ  reprend  la  même 
valeur. 

Or,  dans  chacune  de  ses  positions^  la  droite /:>/?/,  tournant  autour  de /?, 
coupe  la  droite  L  en  un  point  unique  m  (réel  ou  imaginaire).  Donc  les 
fonctions  T{z)  et  tango  sont  telles  qu'à  chaque  valeur  de  l'une  répond 
une  valeur  unique  et  bien  déterminée  de  l'autre,  ce  qui,  d'après  la  théorie 
des  fonctions,  exige  qu'il  existe  entre  elles  une  relation  de  îa  forme 

AT(s)  tangO  +  J3T(3)  -^  C  tangO  -h  D  =  o. 

On  voit  immédiatement  que  D  est  nul,  puisque,  lorsque  le  point  ///  est  à 
l'origine  c,  2;  et  9  et,  par  suite,  T(z)  et  tango  s'annulent  simultané- 
ment. D'autre  part,  soient  r  un  point  pris  à  volonté  sur  L,  zq  son 
abscisse  or^  et  0o  l'angle  opr\  en  appliquant  successivement  la  formule 
précédente,  au  cas  oi^i  le  point  m  est  d'abord  en  r,  puis  au  point  r'  symé- 
trique de  r  par  rapport  à  l'origine,  on  a 

AT(3o)  tangQo  -+-  BT(2o)  ~-  G  tang^o  -^  o. 
AT(3o)  tang^o  — BT(2o)~GtangÔo  -::  o; 

d'où  l'on  conclut,  par  addition  et  soustraction, 

A  =  o     et    —  TT  ==  -— — ,- , 
B       tang^o' 

de  sorte  que  la  relation  entre  1[z)  et  tangQ  prend  la  forme 


tangG        tangôo 
ou  bien 

(6)  T(z)^ 
en  posant 

(7)  tan^A  = 


~  const. 
tan£:6i 


langA 
tano-Ôo 


La  signification  géométrique  de  A  est  remarquable ,  il  résulte  des  for- 
mules (  5  )  que  T  (  z  )  est  égal  à  -^  1  pour  z  =  +  00  et  à  —  i  pour  z  =:=  —  co  . 
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Donc  à  et  —  A  sont  les  valeurs  de  0  pour  3  ~  +  co  et  2.  —  —  00  ,  d'où  l'on 
conclut  que  :  par  lui  point  p  exteYœurà  une  droite  L,  on  peut  mener  deux 
droites  pu  et  pu'  rencontrant  L  à  Vinfini;  ces  deux  droites  forment  avec  la 
perpendiculaire /^o,  de  part  et  d'autre,  un  angle  A  donné  par  la  formule  (  7  ) . 
En  général,  si  l'on  considère  une  droite  quelconque /;>772  passant  par/? 
et  définie  par  l'angle  opm  =  0,  on  aura  l'abscisse  z  du  point  m  où  elle 
coupe  L  en  résolvant,  par  rapport  à  z,  l'équation  (6),  c'est-à-dire  l'équa- 
tion 

^         _^ 


tano;  A 


qui  donne,  pour  G  <  A,  la  valeur  réelle 

__  /■         tangA  -H  tangO 
"  ~  '2     ^  tangA—  tangO' 

et,  pour  61  >  A,  la  valeur  imaginaire 

k  .      tan2:0  +  tanuA       /  . 

Z  =r  _  loo;  - — —. — '—  -t-  -  /::. 

A         tcUigy  —  tangJi        1 

On  retombe  ainsi  sur  la  conception  fondamentale  de  Lobattcheffsky  :  les 
droites  passant  par/?  se  divisent  en  deux  classes,  les  sécantes  (situées 
dans  l'angle  upu')  et  les  non-sécantes  (extérieures  à  cet  angle),  séparées 
les  unes  des  autres  par  deux  parallèles  pu  et  pu'. 

A  est  y  angle  de  parallélisme  relatif  au  point/?;  la  formule  (7)  montre 
qu'il  dépend  de  la  distance  rj  =  po.  Nous  poserons 

(v  (  0  ] , 


tangA 

et  la  formule  fondamentale  (6)  deviendra 

(8)  T[z)  -'^((î)  tango. 

La  même  formule  (7)  montre  d'ailleurs  que  A  devient  droit,  quel  que 
soit^,  lorsque  T(zo)  =0,  c'est-à-dire  en  vertu  de  la  dernière  formule  (5) 
lorsque  k  =  ce;  alors  les  non-sécantes  disparaissent  et  la  parallèle  est 
unique;  c'est  le  cas  de  la  Géométrie  euclidienne;  la  formule  fondamen- 
tale (6)  doit  alors  être  remplacée  par 

Z) 

z  —  - — --—  tans;  9, 
tangôo 

attendu  que  le  rapport  --— -  a  pour  limite  —  lorsque  le  paramètre  k  de- 
vient  infini. 
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IV. 

i''  Considérons  d'abord  un  triangle  ABC,  rectangle  en  C;  nous  dési- 
gnerons comme  à  l'ordinaire  ses  angles  par  A,  B,  C,  et  les  côtés  opposés 
respectivement  par  «,  b^  c. 

On  aura,  en  vertu  de  la  formule  (8), 

(9)  T(«)-'f(^)tangA,    T(Z.)  - '^  {./)  tangB; 

d'où 

SmA  ----  —z=^z:i=iz=z:=: —       ir ^:zz=.z.~'^  z=~--zzz  ? 

Sm  B  == rr  =  -—--^ ---: ^__r^n  • 

Mais,  quel  que  soitC,  sinA  =  o  entraîne  «  =  o,  sinB  =  o  entraîne  b  =  o^ 
et  sinA  ~  i  entraîne (7  =  c,  sinB  —  i  entraîne  b  =c]  sinAet  sinB  doivent 
donc  être  de  la  forme 

smA  —  -jT — 1     smB  =  -:- — -  7 

et  comme  r,  et  par  suite /(c),  doit  être  une  fonction  symétrique  de^  et 
de  b,  il  faut,  pour  satisfaire  à  ces  conditions,  prendre 

(11)  ^(.0-T(«)=/(^/),     <?(b)  =  T(b)^f{ù], 
ou  bien 

(12)  .^(^)-S(rO -/(«),     ?{b)   =S(b)=f{b]. 

Les  relations  (11)  répondent  à  la  Géométrie  euclidienne.  — En  effet,  de 
ces  équations  combinées  avec  (9)  et  (10),  on  déduit  d'abord 

smA  =  cosB  =  TiT, —  7 

r(6-) 

(13)  {    ,i„B=.cosA^.^. 

l(^) 

Puis,  si  l'on  désigne  par  a  et  ^  les  segments,  respectivement  adjacents  à 
A  et  B,  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  C  de  l'angle  droit  dé- 
termine sur  le  côté  opposé  c,  on  aura,  en  vertu  de  ces  relations  (i3), 

T[y.)=T(b)coèX=^'~-.     T(fe)-T(^)cosB 
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Cette  dernière  équation  entraîne 

ou,  en  vertu  de  (5), 

\ 

J 

of    nar  anita    /  —  on     D'aillpiiirs    noiir  /•  =  oo  .  le  ranr 

iort 

;)69 


sant  à  - 1  les  formules  (  1 3  )  deviennent 

J 

(i4)        sinA=  cosB  = -•)     sinB  =  cosA=-,     c^  =  a^-\-h^. 
^     '  c  a 

On  reconnaît  les  formules  de  la  Trigonométrie  plane  ordinaire. 

Les  relations  (12)  répondent  à  la  Géométrie  non  euclidie/tne,  —Combi- 
nées avec  (9)  et  (10),  elles  donnent 

smA  =--  ~r~  y     smB  —  ~—,  ?     cosA  =  t^tt-^  '     cosB  —  ^^7^  ? 

h(c}  b(c)  T(c)  {[('} 

(i5)  ^    C(c)  =  C(«)C(/»)  ^ 


tangA  tangB 


^.    ,       cosA     ^.,,      cosB      ^       _       r(^/        ^       ,3      Ti/;) 
C^U^:-— -,    G^   =-^-r,    tangB  =  -7t7T:     tangB  == 

Remarquons  que,  d'après  (12),  on  a 

et  que,  par  suite,  les  fonctions  circulaires  de  l'angle  de  parallélisme  A  ont 
pour  expression 

(16)  tangA  =g^,     sinA-^,     cosA=T(r^). 

a"*  Considérons  maintenant  un  triangle  rectiligne  quelconque  ABC, 

Fig.  63o. 

\ 


et  supposons  qu'on  parcoure  son  contour  dans  le  sens  ABC  :  soient  alors 
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a.  b^  c  les  mesures  des  côtes,  et  A.  B,  C  les  angles  cxtcrUmrs,  comme 
l'indique  la /%".  63o.  7  étant  la  perpendiculaire  abaissée  de  G  sur  AB,  et 
i^a:  G^)'  [^c->  ^^)  ^^s  parties  dans  lesquelles  cette  perpendiculaire  dé- 
compose l'angle  C  et  le  coté  c,  on  aura,  en  vertu  des  formules  n  V), 


tan2:C„  -= 


sinAS(/;) 


tangAC(/;) 
tang(Ca  +  G^)  =  —  tangG 


sinBS(rO  =  8(7), 
;      tan2;Go  — 


-tang(r, 
d'où  l'on  tire  les  relations 


tangBG(<'/; 

tangAG(/;l  +  tangBG(^/^ 
1  —  tangA  tangBG(rt)G(^) 

.  __         ^  _   T(^/)  cosB-+-T(//)  cosA  , 
^ ^  "  ^ "^ ^'  ~  7^T {a\ï[b)  cos a' cosB ' 


tangA  tangB  tangG  = 

-T(r/)T(è)T(r)  = 


sinA       sinB 

tangA      tangB 

qlô"  "^  "G(ty 

T(>)    ,    T(/.) 


cosA       cosB 
qui,  combinées  avec  leurs  analogues,  donnent  enfin 


tauL^G 
cosA  cosiS 


sm=^A 


sin'-^  ï^       sin"^  G 

I  —  cos^A  ~  cos2B  —  cos^G  - 


2CosA  cosB  cosG 


sin'^  A  sin^  B  sin'^  G 

S(^)2S(è)2S(c)2 


"  "  I  — G(^)2—  G(/^r^  — GiO^-H  iC[a)C{b)ac) 
I 
\  C(a)  -  C{b]C(c)  +S(^)S(^)cosA, 

C(^)-G(c)G(./)  H-S(c)S(^)cosB, 

C(c)  =-^C(a)C(b)  +S(rt)S(Z^)cosC; 

cosA      cosB  cosG  —  sinB  sinGC(<'?^. 

cosB  ----- cosG  cosA  —  sinC  sinAG(/^), 

\  cosG  --=  cosAcosB  —  sinAsinBC(c). 

Telles  sont  les  formules  de  la  Trigonométrie  rectiligne   non  eucli- 
dienne. 


Les  formules  (17)  donnent  lieu  à  plusieurs  observations  : 

1°  Elles  se  réduisent  aux  formules  (le  la  Trigonométrie  plane  ordiriatre 
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lorsque  les  côtés  du  triangle  considéré  sont  infiniment  petits.  En  effet, 
si  l'on  remplace  les  fonctions  S  et  G  par  leurs  valeurs, 


s(z; 

li 

^       '        ""  -^               Z{z\ 

i 

t      z^ 

7i  ^ 

"i.^.:5  yv^""  •••'    ^^"^""- 

on  trouve  : 

pour 

le  premier  groupe, 

a           h 
sinA  "  sinB      ^\\\{\ 

et 

I  - 

"  cos2  A  —  cos^B  ~  cos^C  h-  -icosA 

cosB 

cos  C 

=  o; 

pour  le  deu 

xième 

,  la  formule 

<^/2  —  If-  A-  c'  H-  ihc  cos 

A 

et  ses  analo 

gués; 

enfin,  pour  le  troisième, 

cos  A^  ^  cos  (  li  -+-  C  ) 

et  ses  analogues. 

2°  La  Trigonométrie  sphéri(iue  est  aussi  indépendante  du  postulatwn 
d^Euclide;  elle  reste  la  même,  que  la  somme  des  angles  d'un  triangle  rec- 
tiligne  soit  égale  ou  inférieure  à  deux  angles  droits. 

Au  point  où  nous  en  sommes,  quelques  mots  suffiront  pour  le  montrer. 

Considérons  [fig.  63 1)  un  faisceau  de  droites/?/??  issues  d'un  point/? 
dans  un  plan  P,  et  une  droite  pi  extérieure  à  ce  plan;  po  étant  la  pro- 

Fig.  63i. 


/ 


jection  de  pi  sur  le  plan  P,  désignons  par  9  l'angle  variable  opm^  et 
par  V  le  dièdre  correspondant  formé  par  les  plans  ipo^  Ipm  ;  pr  étant  un 
rayon  fixe  déterminé  par  un  angle  donné  Ôq,  et  Vo  désignant  l'angle  dièdre 
correspondant  formé  par  les  plans  Ipo^  Ipr^  on  voit  par  un  raisonnement 
analogue  à  celui  du  §  III,  2°,  qu'on  a 

tangO  = tangV, 

®         tangû       ^    ' 

en  posant 

.        tangVo 
tans:  A  —  — ^-  • 
tangôo 


L'angle  A  est  une  fonction  de  l'inclinaison  S  =  opi  de  la  droite  pi  ?ur 
le  plan  P  ;  en  posant 

tangA       ^^    ' 

et  raisonnant  comme  au  §  IV,  d'abord  pour  le  trièdre  dont  un  dièdre  est 
droit,  puis  pour  un  trièdre  quelconque,  on  arrive  pour  les  trièdres  ou 
pour  les  triangles  sphériques  à  des  formules  qui  ne  sont  autres  que  les 
formules  (17)  dans  lesquelles  on  aurait  remplacé  r/,  h,  c  par  ika,  ikb^  ikc. 
Mais  la  comparaison  des  formules  (i)  et  (5)  montre  que 

^[ihz]  —  /sinz,     (^[ikz)  —  C0S3. 

On  aura  donc  pour  les  triangles  sphériques 

sin2<7  ^  sin^/;       sin'^r 

sin2  A  ~  siii^B  "  sin^C  ' 

cosr/  ~  cosb  cosr  --  sinZ^  siar  cos  A, 


cosA  —  cosB  cosC  —  siuB  :-^in('  cosff, 

On  reconnaît  les  formules  ordinaires,  sauf  le  signe  du  second  terme  dans 
le  deuxième  membre  de  la  seconde  formule,  ce  qui  tient  à  ce  que  nous 
avons  fait  entrer  ici  (IV,  2°)  les  angles  extérieurs. 


VI. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  relations  métriques  des  figures 
planes  dépendent  d'une  longueur  k,  qui  ne  peut  être  déterminée  a  priori; 
mais  si  ce  paramètre  k  doit  rester  indéterminé  au  point  de  vue  pure- 
ment logique  et  abstrait,  il  n'en  est  plus  de  même  quand  on  arrive  à  la 
pratique;  il  faut  alors  le  fixer,  et  il  n'est  pas  d'autre  moyen  pour  cela 
que  de  recourir  à  l'observation.  Une  seule  expérience  suffit;  elle  consiste 
à  mesurer  les  éléments  d'un  triangle  et  à  porter  leurs  valeurs  numériques 
dans  l'une  des  équations  (17)  ou  dans  une  de  leurs  conséquences;  on 
aura  ainsi  une  équation  numérique  d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  k.  Or  tout 
essai  de  ce  genre  conduit  à  une  valeur  de  k  tellement  grande  qu'elle  dé- 
passe tout  ce  que  nous  pouvons  mesurer.  On  est  donc  ramené  dans  la  pra- 
tique à  la  Géométrie  euclidienne,  qui,  comme  nous  l'avons  vu,  répond 
à  /-  =  co . 

On  peut  dire  encore,  pour  rendre  la  chose  peut-être  plus  sensible, 
que,  d'après  les  formules  (17),  la  somme  des  angles  d  un  triangle  difPère 
d'autant  plus  de  deux  droits  que  les  côtés  du  triangle  sont  plus  grands  ; 
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si  donc  il  existait  dans  la  nature  un  écart  entre  la  somme  des  angles 
d'an  triangle  et  deux  angles  droits,  c'est  dans  les  plus  grands  triangles 
que  l'écart  se  manifesterait  le  mieux  ;  or  on  a  constaté  par  de  nombreuses 
observations  astronomiques  que,  dans  les  plus  grands  triangles,  l'écart 
n'atteignait  jamais  un  centième  de  seconde.  La  Géométrie  pratique  est 
donc  la  Géométrie  euclidienne,  et  il  faut  admettre  le  postulatum  comme 
une  vérité  expérimentale. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  la  distance  de  deux  points  était  une 
grandeur  qui  peut  croître  indéfiniment;  on  pourrait,  avec  Riemann, 
supposer  que  cette  distance  a  une  limite  supérieure,  et  l'on  ferait  alors 
sortir  de  là  un  troisième  système  de  Géométrie  qui,  comme  la  Géométrie 
de  Lobattcheffsky,  se  réduirait  à  la  Géométrie  euclidienne,  pour  une  va- 
leur particulière  attribuée  à  un  paramètre;  mais,  pour  ne  pas  dépasser 
le  but,  nous  renverrons,  sur  ce  sujet,  aux  travaux  déjà  cités  de  M.  de 
Tillv  et  de  M.  Klein. 
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NOTE  m  C), 

SUR  LA  GÉOMÉTRIE  jRÉCENTE  DU  TÉTRAÈDRE. 


DEFINITION  DES   COORDONNEES. 

1.  Soit  Al  A2  A3  A4  le  tétraèdre  fondamental. 

Désignons  par  ^1,  Sz^s^,  Si,  les  aires  des  faces;  par  «1,  a^,  a^  les  arêtes 
A2A3,  A3  Al,  A1A2;  par  /?4,  a^,  a^  les  arêtes  A4  Ai,  A4A2,  A4  A3;  par  a^ 
le  dièdre  compris  entre  les  deux  faces  qui  ont  l'arête  commune  a^. 

Les  coordonnées  normales  d'un  point  M  sont  des  équimultiples  quel- 
conques de  ses  coordonnées  tétraédriques  x^,  x^^  x^  xj,  (962);  celles-ci 
portent  aussi  le  nom  de  coordonnées  normales  absolues. 

Les  coordonnées  barjcentriques  de  M  sont  des  nombres  ^j,  ^2,  ^3,  \k 
proportionnels  aux  volumes  des  tétraèdres  MA2A3Ai,  M  A3  A4  Ai, 
MA4A1A2,  MA1A2A3,  ces  volumes  étant  affectés  des  mêmes  signes  que 
les  coordonnées  normales  correspondantes.  Appelons  M^  le  point  de 
rencontre  du  plan  sk  avec  la  droite  A^M,  et  mk  le  point  d'intersection 
de  l'arête  ak  avec  le  plan  mené  par  M  et  par  l'arête  opposée  à  aj,..  On 
démontre  facilement  les  relations 

A2W1  __       ^3       Ma?2i  _       li-^U       MM4  _  ^4 


A3W1  ^2  M//Z4  Ç2^-?3  A4M4  \\-^lt-^U 

Il  résulte  de  là  que  M  est  le  centre  des  distances  proportionnelles  des 
points  Al,  A2,  A3,  A4  pour  les  coefficients  ^1,  ^25  ^a,  h  (710). 

Les  coordonnées  d'un  plan  X  sont  des  nombres  Xi,  Xg,  X3,  X4  propor- 
tionnels aux  distances  des  sommets  de  tétraèdre  Ai  A2  A3  A4  à  ce  plan, 
ces  distances  étant  précédées  du  signe  4-  ou  —  d'après  une  règle 
connue  (709).  Soient  A,  4,  •  •  •  les  points  où  X  coupe  les  arêtes  «1,  «2,  ...  ; 
on  a 

Al  4  _  Xi      A4 4  _  X4 

A^h       X2       Al  4        Xi 


(1)  Dans  cette  Note,  qui  est  le  complément  naturel  de  la  Note  III  de  la  pre- 
mière Partie,  les  rem^ois  se  rapportent  au  texte  du  Traité  et  à  celui  de  la  Note 
elle-même  ;  pour  éviter  toute  ambiguïté,  nous  ferons  précéder  ceux  qui  visent 
les  Numéros  de  cette  dernière  de  la  lettre  N. 
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POINTS   ET   PLA?sS  HARMONIQUEMENT   ASSOCIÉS. 

THÉORÈME. 

2.  Si  deux  tétraèdres  Ai  A2  A3  A4,  A^  A2A3A4  sont  tels  que  les  droites 
joignant  les  sommets  homologues  concourent  en  un  même  point  S,  les 
droites  d\^  d^^  d^^  d]^  suivant  lesquelles  se  coupent  les  faces  homologues 
sont  situées  dans  un  même  plan  a-. 

En  effet,  deux  arêtes  homologues  étant  situées  dans  un  même  plan 
ont  un  point  d'intersection.  Soient  Bi,  B2,  . . . ,  Be  les  points  où  les  arêtes 
du  premier  tétraèdre  sont  rencontrées  par  les  arêtes  homologues  du 
second.  La  droite  d^  contient  les  points  Bi,  B2,  B3  ;  la  droite  di  passe  par 
les  points  Bi,  B5,  Be.  Ces  lignes  ont  un  point  commun  Bi  ;  donc  elles 
sont  situées  dans  un  même  plan  a  avec  les  droites  <i2,  ^3,  qui  joignent 
les  points  B2  et  Bg,  B3  et  B5. 

La  démonstration  de  la  réciproque  ne  présente  pas  de  difficultés. 

Les  deux  tétraèdres  Ai  A2  A3  A4,  B1B2B3B4  sont  dits  homologiques , 
S  est  le  centre  d'homologie,  a  est  \q  plan  d'homologie  (938). 

3.  Étant  donnés  un  tétraèdre  A1A2A3  ^4  et  un  point  M,  appelons  |jla 
le  plan  mené  par  M  et  l'arête  au^  et  v^-,  le  plan  conjugué  harmonique 
de  ]^k  par  rapport  au  dièdre  olj^  du  tétraèdre;  ces  plans  coupent  l'arête 
opposée  en  deux  points  que  nous  désignons  par  les  lettres  w,  n  affec- 
tées de  l'indice  propre  à  cette  arête.  La  droite  kjM  rencontre  le  plan  Sk 
en  un  point  Wk- 

Les  trois  plans  [JI4,  1x5,  \H  se  coupent  suivant  la  droite  A4  M,  et  les 
plans  vi,  V2,  V3  rencontrent  cette  droite  au  conjugué  harmonique  N4  de 
M  par  rapport  à  A4M4.  Si  $1,  ^2,  ?3,  \k  sont  ^les  coordonnées  normales 
ou  barycentriques  de  M,  celles  de  N4  sont  ^i,  \^,  ^3,  —  ^4. 

Les  plans  jjli,  |jl4  se  rencontrent  suivant  la  droite  B4B1,  qui  passe 
par  M.  Les  plans  .^4,  ^25  (^^2-  '-'2  formant  un  faisceau  harmonique,  déter- 
minent sur  mim!^  une  division  harmonique  m^m^W^\.  Les  plans  V3, 
V5,  ve  passent  également  par  Ni.  Les  coordonnées  de  ce  point  sont  —  ^1, 

bî   ?3,    —  \k' 

Nous  désignons  par  Ni,  N2,  N3,  N4  les  conjugués  harmoniques  de  M 
par  rapport  aux  segments  AiMi,  A2M25  A3M3,  A4M4;  par  N^,  N2,  N3  les 
conjugués  harmoniques  de  M  par  rapport  aux  segments  m^mj,^  m^m^^ 
m^m^.  Le  Tableau  suivant  indique  les  coordonnées  de  ces  points,  les 
plans  menés  par  ces  points  et  les  arêtes  du  tétraèdre,  et  les  droites  qui 
passent   par  ces  points  en  s'appuyant  sur  deux  arêtes  opposées  du 
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tétraèdre  : 


M —  [^1, 1^2,  |i3,  i^k,  iM,  1^6; 

Ni.  ..  Vi,    p.2,   [J.3,   [^4,  Vg,    ve; 

N....  [J.1,  V2,    [J.3,    V4,    J^5,  Vg; 

N3.  ..  [Xi,  1X2,  V3,    ^"4,    V5,    {Xg; 

N.V.  ..  (^1,1^2,  {^3,  V4,  V5,  ve; 

N;...  [j.i,V2,  V3,  [X4,  V5,  vg; 

N;...  vi,  [I2,  V3,  V4,  (Xg,  vg; 

N3.  ..  Vi,  V2,    {^3,   V4,    V5,     |i.6; 


miAZ^,  ^5/22,  mQ/i^; 
m^^rii^  m^Ji-^^  m^n^] 
m,^nu  m^n^,  m^n^: 
mi/?4,  ^2/^5,  '?î3'?6; 
W1W4,  /Z2  /?5,  /Zs  «e; 
/2i  7^4 j   m^m-^.m^m^^ 


-\ 


-\ 


.,           i2, 

?3.       ?■.- 

1,          ?., 

h.      \;. 

.,-?2, 

U,       \;. 

I7          ?2, 

-?3,       ?.. 

il,     ^2, 

?3,-?.. 

;i)      ?2î 

I3,-?.. 

iii  ~  ?2i 

b,-?;- 

ai      «1 

—  Ç3î  —  Çv 

4.  Les  droites  A17721,  A22222,  A3/723  concourent  en  M4;  par  conséquent, 
les  points  721,  722,  723,  conjugués  harmoniques  de  77ii,  7712,  7723  par  rap- 
port à  A2A3,  A3  Al,  A1A2,  sont  situés  sur  la  polaire  de  M4  par  rapport 
au  triangle  A1A2A3.  Pareillement,  les  triples  de  points  (721,  723,  n^), 
(712,  ^4,  '^e),  {^u  J^kt  ^5)  sont  situés  sur  les  polaires  des  points  Mi,M2, 
M3  par  rapport  aux  triangles  A2A3A4,  A3  A4  Ai,  A4A1A2.  Ces  quatre 
polaires  ayant  deux  à  deux  un  point  commun  sont  situées  dans  un 
même  plan  X,  qu'on  appelle  plan  polaire  de  M  par  rapport  au 
tétraèdre  A1A2A3A4.  Les  six  points  721,  722,  723,  724,  725,  725  sont  les  som- 
mets d'un  quadrilatère  complet,  dont  les  diagonales  se  coupent  aux 
points  N'i,  N2,  N3.  Les  coordonnées  du  plan  X  sont  inversement  pro- 
portionnelles aux  coordonnées  barycentriques  du  point  M. 

Les  deux  tétraèdres  A1A2A3A4,  N1N2N3M  présentent  cette  parti- 
cularité que  deux  arêtes  opposées  quelconques  de  Fun,  par  exemple, 
Al  A2  et  A3  A4,  sont  partagées  harmoniquement  par  les  deux  arêtes  cor- 
respondantes NiN2,  N3  M  de  l'autre  tétraèdre.  On  en  déduit  que  cha- 
cun de  ces  tétraèdres  est  autopolaire  par  rapport  à  l'autre,  c'est- 
à-dire  que  chaque  sommet  de  l'un  des  tétraèdres  est  le  pôle  de  la  face 
opposée  par  rapport  à  l'autre  tétraèdre.  Ces  tétraèdres  sont  homo- 
logiques;  Ni  est  leur  centre  d'homologie,  N2N3N4  est  leur  plan  d'homo- 
logie. 

Le  tétraèdre  N1N2N3N4  est  également  autopolaire  par  rapport 
à  Al  A2  A3  A4;  ces  deux  polyèdres  ont  M  pour  centre  d'homologie,  el 
leur  plan  d'homologie  est  NiN2N3. 

Pour  d'autres  propriétés  intéressantes  de  la  figure,  nous  renvoyons  à 
un  article  de  M.  Stephanos  Cyparinos  {Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
tiques et  astronomiques,  1879,  p.  434). 

Les  tétraèdres  Ai  A2  A3  A4,  M1M2M3M4  ont  également  pour  centre 
d'homologie  le  point  M,  et  pour  plan  d'homologie  le  plan  NiNgN^. 
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SECTIONS  ANTIPARALLÈLES   d'uN  TÉTRAÈDRE. 
RAVON  DE   LA   SPHÈRE   CIRCONSCRITE. 

5.  Désignons  par  0  et  R  le  centre  et  le  rayon  de  la  sphère  circon- 
scrite au  tétraèdre  Ai  A2  A3  A4,  et  par  B1B2B3B4  le  tétraèdre  formé  par 
les  plans  tangents  menés  en  Ai,  A2,  A3,  A4  à  la  sphère  0  {fig.  i  ). 

Si  un  plan  parallèle  au  plan  B1B2B3  coupe  les  arêtes  A4  Ai,  A4  A2,  A4  A3 
aux  points  Pi,  P2,  P3,  nous  dirons  que  le  triangle  P1P2P3  est  une  sec- 
tion antiparallèle  du  tétraèdre.  Les  côtés  de  ce  triangle  sont  parallèles 
aux  tangentes  menées  en  A4  aux  circonférences  A4  A2  A3,  A4  A  3  Ai ,  A4  A1A2  ; 


Fi£-.   I. 


V', 


par  conséquent,  les  six  points  xVi,  A2,  A3,  Pi,  P2,  P3  sont  situés  sur  une 
même  sphère,  et  l'on  a 

(l)  A4Pi.r/4=  A4P2.«5=:  A4P3.«6  = /?  j 

p  étant  la  puissance  de  cette  sphère  par  rapport  à  A4.  On  démontre  faci- 
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lement  les  relations 

P2P3  _  P3P1  ^  P1P2  ^      P 

<7i<74        a^a^        ci^ciQ        at^a^aQ 

Donc  les  côtés  d'une  section  antiparallèle  menée  dans  l'un  quelconque 
des  quatre  trièdres  d'un  tétraèdre  sont  proportionnels  aux  produits  des 
arêtes  opposées  du  tétraèdre. 

Remarquons  aussi  que  la  forme  des  sections  antiparallèles  d'un 
tétraèdre  ne  change  pas  quand  on  soumet  les  sommets  du  tétraèdre  à 
une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Les  circonférences  circonscrites  aux  triangles  A1A2A3,  P1P2P3  appar- 
tiennent à  un  même  cône  C4,  ayant  son  sommet  en  A4  (878);  les  plans 
tangents  menés  par  les  arêtes  A4A1,  A4.A2,  A4  A3  de  ce  cône  forment  un 
trièdre  circonscrit  tel,  que  les  plans  menés  par  les  arêtes  de  ce  trièdre, 
et  respectivement  par  A4  Ai,  A4A2,  A4  A3,  se  coupent  suivant  la  même 
droite.  Il  résulte  de  là  que  les  centres  des  symédianes  des  triangles 
Al  A2A3,  P1P2P3  sont  sur  une  même  droite  passant  par  A4. 

Enfin,  rappelons  que  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  P1P2P3 
est  sur  la  droite  A4B4  (880). 

6.  La  considération  d'une  section  antiparallèle  conduit  aisément  à 
l'expression  du  rayon  de  la  sphère  0.  En  effet,  si  D,  D'  sont  les  points 
où  le  rayon  A4O  coupe  le  plan  P1P2P3  et  la  sphère  0,  on  a 

/9  =  A4D.A4D'  =  2R.A4D. 

Soient  V,  V  les  volumes  des  tétraèdres  A4P1P2P3;  A4  Ai  A2  A3;  l'on  a 
{Exercice  616) 

r  ^  A4P1.A4P2.A4P3. 
V  a,^a.^a^  ' 

croù,  en  remplaçant  A4  Pi,  A4P2,  A4P3  par  leurs  valeurs  tirées  de  (i), 


Désignons  par  T  l'aire  du  triangle  dont  les  côtés  ont  pour  valeurs 
numériques  aiat^^  a^a^^^  a^a^\  à  cause  des  égalités  (2), 

airePiP2P3-     /'    ,  T; 
par  suite, 

V'=ip.P,P3.A.D=3^A.D. 


(ioo  NOTE    III. 

Égalons  les  deux  valeurs  de  Vet  remplaçons/)  par  2K.A4D;  il  vient 

6RY  =  T. 

Cette  démonstration  est  due  à  von  Standt  {Journal  de  Crelle,  t.  57, 
p.  88). 

POINTS   INVERSES. 

THÉORÈME. 

7.  Soit  \±k  le  plan  mené  par  un  point  donné  M  et  par  rareté  a/^ 
de  tétraèdre  Ai  A2  A3  A4,  et  soit  v^,  le  plan  symétrique  de  \iji  par  rap- 
port au  plan  bissecteur  du  dièdre  a^,-  du  tétraèdre  :  \°  les  plans  v^, 
V2,  ...  passent  par  un  même  point  N;  2**  les  coordonnées  normales  de 
N  sont  inversement  proportionnelles  à  celles  de  M;  3"  lei^  projections 
(Ml,  M2,  M3,  M4),  (Ni,  N2,  N3,  N4)  des  points  M  et  N  sur  les  faces  du 
tétraèdre  Ai  A2  A3  A4,  sont  huit  points  d'une  même  sphère  \  4"  ^^^  deux 
pentagones  complets  MA1A2A3A4,  NN1N2N3N4  sont  tels,  que  la  droite 
joignant  deux  sommets  de  l'un  est  perpendiculaire  au  plan  passant  par 
les  sommets  non  homologues  de  Vautre  polygone. 

Appelons  Q  le  centre  de  la  sphère  M1M2M3M4,  N  le  symétrique  de 
M  par  rapport  à  Q,  et  Ni,  N2,  N3,  N4  les  projections  de  N  sur  les  faces 
du  tétraèdre  Ai  A2  A3  A4.  Gomme  Q  se  projette  au  centre  du  petit  cercle 
suivant  lequel  le  plan  s^  coupe  la  sphère  Q,  M^N;^.  est  un  diamètre  de 
ce  cercle.  Donc  les  points  Ni,  No,  ...  appartiennent  à  la  sphère  Q. 

La  droite  Wslk  coupe  cette  sphère  en  un  point  N/,  symétrique  de  N/. 
par  rapport  au  centre  Q;  par  conséquent,  NNa  =  N/,M.  Or 

MMi.MN;  =  MM2.MN;  =  MM3.MN;  ==  MMi.MN;  : 

donc  les  coordonnées  normales  de  M  sont  inversement  proportionnelles 
à  celles  de  N.  Il  résulte  de  là  que  les  plans  Mr^,  N<7/,  sont  symétriques 
par  rapport  au  dièdre  a/,.. 

Les  droites  NNi,  NN2,  NN3,  NN4  sont  déjà  perpendiculaires  aux  plans 
A2A3A4,  Al  A3  A4,  A1A2A4,  A1A2A3.  Le  plan  NN1N2  est  coupé,  par  la 
droite  A3  A4  en  un  point  L,  et  par  le  plan  MA3A4  suivant  la  droite  L'L, 
isogonale  de  L'N  par  rapport  à  l'angle  N1LN2;  donc  la  droite  N1N2  est 
perpendiculaire  à  la  droite  LL'  et,  par  suite,  au  plan  MA3A4  qui  est 
mené  par  LL'  perpendiculairement  au  plan  NN1N2.  Les  droites  N1N2, 
N1N3  étant  perpendiculaires  aux  plans  M  A3  A4,  M  Ai  A4,  le  plan  N1N2N3 
est  perpendiculaire  à  la  droite  MA4. 

SCOLIE. 

8.  1°  Les  points  M,  N  sont  des  points  inverses  par  rapport  au  tétraèdre 
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Al  A2  A3  A4.  Ce  sont  les  foyers  d'une  surface  de  révolution  du  second 
ordre,  touchant  les  faces  du  tétraèdre.  En  effet,  construisons,  dans  un 
plan  quelconque  mené  par  MN,  la  conique  ayant  pour  foyers  les  points 
M,  N  et  pour  axe  principal  le  diamètre  de  la  sphère  Q  qui  est  dirigé 
suivant  MN  ;  cette  courbe,  en  tournant  autour  de  la  droite  MN,  engendre 
une  surface  de  révolution  S.  La  sphère  Q  est  le  lieu  des  projections  des 
foyers  M,  N  sur  les  plans  tangents  à  S.  Réciproquement,  le  plan  Sk^ 
perpendiculaire  à  la  droite  MM/t,  aboutissant  à  un  point  M^  de  la  sphère, 
touche  la  surface  S. 
2°  Lorsque  le  point  M  est  à  l'infini,  on  a  le  théorème  suivant  : 
Par  les  arêtes  d'un  tétraèdre  A1A2A3A4,  07i  mène  des  plans  paral- 
lèles Cl  une  même  droite  d  ;  les  symétriques  de  ces  plans  par  rapport 
aux  plans  bissecteurs  des  dièdres  correspondants  du  tétraèdre  passent 
par  un  même  point  N,  dont  les  projections  sur  les  faces  du  tétraèdre 
sont  situées  dcms  un  même  plcai  S  perpendiculaire  à  d.  Ce  point  est  le 
fojer  d'un  par aholoïde  de  révolution  touchant  les  quatre  faces  du  té- 
traèdre et  le  plan  0  ;  les  diamètres  de  cette  surface  sont  parallèles  à  d. 
Le  plan  0  offre  quelque  analogie  avec  la  droite  de  Simson  d'un  point 
de  la  circonférence  circonscrite  à  un  triangle.  Mais  nous  faisons  remar- 
quer que  le  lieu  de  N  n'est  pas  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre 
A1A2A3A4;  ce  lieu  est  une  surface  du  troisième  ordre. 

TÉTRAÈDRES  ET  PENTAGONES  ORTHOLOGIQUES. 

THÉORÈME. 

9.  Si  deux  tétraèdres  k\  kl  k^kk^  C1C2C3G4  sont  tels,  que  les  perpen- 
diculaires abaissées  des  sommets  du  premier  sur  les  faces  opposées  du 
second  concourent  en  un  même  point  k,  les  perpendiculaires  abaissées 
des  sommets  du  second  tétraèdre  sur  les  faces  opposées  du  premier  con- 
courent également  en  un  même  point  C. 

Voici  trois  figures  où  ce  théorème  s'aperçoit  immédiatement  : 

1°  Soit  D  le  point  inverse  de  A  par  rapport  au  tétraèdre  Ai  A2  A3  A  4, 
et  soient  Di,  D2,  D3,  D4  les  projections  de  D  sur  les  faces  de  ce  tétraèdre. 

2°  Appelons  0,  Oi,  O2,  O3,  O4  les  centres  des  sphères  circonscrites 
aux  tétraèdres  A1A2A3A4,  AA2A3A4,  AA1A3A4,  AA1A2A4,  AA1A2A3. 

3°  Transformons  le  tétraèdre  Ai  A2  A3  A  4  par  polaires  réciproques  en 
prenant  une  sphère  directrice,  de  centre  A;  soit  E1E2E3E4  le  tétraèdre 
ainsi  obtenu.  Les  tétraèdres  D1D2D3D4,  O1O2O3O4,  E1E2E3E4  ont  leurs 
faces  perpendiculaires  aux  droites  AAi,  AA2,  AA3,  AA4  et,  par  suite,  sont 
homothétiques  à  C1C2C3C4;  il  résulte  de  leur  construction  que  les  per- 
pendiculaires menées  par  leurs  sommets  sur  les  faces  correspondantes 
du  tétraèdre  Ai  A2  A3  A  4  concourent  en  un  même  point  D,  0  ou  A. 


602  NOTE   m. 

SCOLIE. 

10.  1°  Les  tétraèdres  A1A2A3A4,  G1C2C3C4  sont  dits  orthologiques; 
les  points  A,  G  en  sont  les  métapôles. 

Les  pentagones  complets  AA1A2A3A4,  GC1C3C3C4 jouissent  delà  pro- 
priété qu'z//z  côte'  quelconque  de  l'un  d'eux  est  perpendiculaire  à  la  face 
opposée  de  l'autre;  par  exemple,  le  côté  A3  A4  est  perpendiculaire  au 
plan  GG1C2;  les  pentagones  peuvent,  également,  être  appelés  ortholo- 
giques. 

i""  Les  distances  d'un  sommet  du  premier  pentagone  aux  autres 
sommets  sont  inversement  proportionnelles  -  aux  distances  du  sommet 
homologue  du  second  pentagone  aux  faces  non  adjacentes  de  ce  poly- 
gone. Gette  propriété  se  voit  immédiatement  si  Ton  prend  pour  C1G2G3C4 
le  tétraèdre  désigné  ci-dessus  par  D1D2D3D4  ou  E1E2E3E4. 

S*'  Deux  côtés  correspondants  A1A2,  Ci  C2  de  deux  pentagones  ortho- 
logiques sont  divisés  dans  le  même  rapport  par  les  faces  opposées 
AA3A4.  CG3C4. 

En  effet,  appelons  a  le  point  de  rencontre  de  Ai  A2  avec  le  plan  AA3  A4, 
c  celui  de  G1C2  avec  le  plan  GG3G4,  et  soient  a',  c'  les  points  situés  à 
Finfmi  sur  A1A2,  G1G2.  La  droite  Aa,  intersection  des  plans  AA1A2, 
AA3A4  qui  sont  perpendiculaires  aux  droites  C3G4,  G1G2,  est  perpendi- 
culaire au  plan  G3G4&'.  Par  conséquent,  le  faisceau  des  plans  C3G4G1, 
C3G4G2,  G3G4C,  G3C4C'  a  même  rapport  anharmonique  que  le  faisceau 
des  droites  AA2,  AAi,  Aa',  ka  qui  sont  perpendiculaires  à  ces  plans.  Si 
l'on  coupe  ces  faisceaux  par  les  transversales  C1G2,  A1A2,  on  obtient 

(C1G2CC)  — (A2AiaV0     ou    -—=——. 

CK^I         ah-i 

Il  résulte  de  là  que  deux  sommets  correspondants  de  deux  penta- 
gones orthologiques  ont,  respectivement .^  mêmes  coordonnées  harycen- 
tricptes  dans  les  tétraèdres  formés  par  les  autres  sommets, 

POINT   INVERSE   DU   CENTRE   DE   GRAVITÉ   d'uN   TÉTRAÈDRE. 

M.  Soient  .ri,  ^2,  -^^j,  x\  les  coordonnées  normales  absolues  d'un 
point  L  par  rapport  au  tétraèdre  Ai  A2  A3  A4.  On  a  l'identité 

{x\  4-  x\  -f-  x|  H- xX){s\  -f-  s\  -h  s\  -f-  sX)  —  {hxy  ^  .^-o-^a -4-  ^-3 JTa -1-  ^4^4)2 

=  (^l.r2  —  S^X^Y  M-  (.91^3  —  ^3^1  )2  _t-_  .  _^  (^s-^X.^  —  S^.X-^y-. 

Le  second  membre  de  cette  égalité  se  réduit  à  zéro,  lorsque 

Xy  X2  X^  Xr^, 

Si  S.2  Ss  ^4  ' 


GÉOMÉTRIE  DU  TÉTRAÈDRE.  6o3 

et  la  quantité  ^i  j^i  -+-  s^^x^  -\-  ^3X3  -f-  .^4.^4  a  la  valeur  constante  3  V;  par 
conséquent,  le  minimum  de  la  somme  g  =  ^l  h-x|  -\-  xl  -^  x\  corres- 
pond au  point  L  dont  les  coordonnées  normales  sont  proportionnelles 
aux  aires  des  faces  du  tétraèdre.  Les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité G  étant  égales  aux  quarts  des  hauteurs  /^i,  h^^  Jh,  hi^^  L  est  l'in- 
verse de  G  par  rapport  au  tétraèdre;  il  est  le  centre  de  gravité  du 
tétraèdre  qui  a  pour  sommets  les  projections  de  L  sur  les  faces  de 
AiA2A3A4(N.,  10,  3«). 
Pour  le  minimum  cherché, 

_  9V2 i  _  J__  _^  _L       J        _i 

^  ~    S\  -^  si  -4-  S'I  ^sf       Œ   ~   /il      '     Tl^  ll'^  Tiï' 

Le  point  L  rappelle,  par  quelques-unes  de  ses  propriétés,  le  centre 
des  symédianes  d'un  triangle  ;  mais  l'analogie  entre  les  deux  points  est 
loin  d'être  complète. 

QUADRUPLES    HYPERBOLOÏDIQUES. 

LEMME. 

12.  Etant  données  quatre  droites  ^1,  ^2?  gzi  gkj  '^^'^  situées  deux  à 
deux  dans  un  même  plan,  il  existe,  en  général,  deux  droites  s 'appuyant 
sur  ces  lignes;  mais,  si  l'on  peut  assigner  trois  droites  s' appuyant  sur 
giy  g2j  gzf  gki  il  ^^  existe  une  infinité. 

Cette  proposition  résulte  du  n°  1212;  en  voici  une  démonstration 
directe.  Soit  A  un  point  quelconque  degi  ;  les  plans  ^2  A,  ^3  A  se  coupent 
suivant  une  droite  H  s'appuyant  sur  ^1,  g^,  ^3,  et  ils  rencontrent  ^4  en 
deux  points  B,  G,  qui  sont  généralement  distincts.  Lorsque  A  par- 
court ^1,  les  plans  ^2 A,  ^3 A  engendrent  deux  faisceaux  homogra- 
phiques;  par  conséquent,  les  points  B,  G  marquent  sur  gi^  deux  divisions 
homographiques.  Soient  E,  F  les  points  doubles  de  ces  divisions;  les 
plans  g-2E,  g'sE  se  coupent  suivant  une  droite  rencontrant  gi-^g^-^g^^  gki 
et  il  en  est  de  même  des  plans  ^2  F,  ^3  F. 

Si,  dans  trois  positions  de  A,  les  points  B,  G  se  confondent,  ils  coïn- 
cident constamment  (1104),  et  toute  droite  s'appuyant  sur  ^1,  ^^j  ^3 
rencontre  également  ^4. 

13.  Dans  la  dernière  hypothèse,  la  droite  H  engendre  un  hyperboloïde 
ou  un  paraboloïde,  dont  ^1,  g^,  g^,  g^  sont  des  génératrices  du  second 
mode.  On  dit  alors  que  ^i,  ^2?  ^'3,  gk  constituent  un  quadruple  hyper- 
holoïdique  ou,  plus  simplement,  que  ces  droites  sont  hyperhololdiques . 

De  tels  systèmes  de  quatre  droites  se  présentent  fréquemment  dans 
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la  Géométrie  du  tétraèdre  ;  ils  y  remplacent  les  triples  de  droites  con- 
courantes de  la  Géométrie  plane. 

Soient  Pi,  P2,  P3,  P4  quatre  points  pris  dans  les  plans  des  faces  .fi,  ^'2,  ^3, 
Sf,  d'un  tétraèdre  Ai  A2  A3  A4.  Pour  que  les  quatre  lignes  AjPi,  A2P2,  A3P3, 
A4PV  soient  hyperboloïdiques,  il  suffît  de  trouver  trois  droites  qui  les 
rencontrent.  Par  exemple,  par  le  point  A4  de  Tune  de  ces  lignes,  il  doit 
passer  une  droite  s'appuyant  sur  les  trois  autres,  ce  qui  exige  que  les 
plans  A4A1P1,  A4A2P2,  A4A3P3  se  coupent  suivant  une  même  droite;  ou 
que  les  droites  A4P1,  A4P2,  A4P3  rencontrent  A2A3,  A3  Ai,  A1A2  en  des 
points /?!, /)2,  p-i  tels,  que  les  droites  Ai/)i,  t^^p^^  A3JD3  concourent  en 
un  même  point.  De  même,  les  plans  A1A4P4,  A1A2P2,  A1A3P3  doivent 
se  couper  suivant  la  même  droite,  etc. 

Désignons  maintenant  par/?i,  p^^Pz.pu  quatre  lignes  hyperboloïdiques, 
situées  dans  les  faces  du  tétraèdre  Ai  A2  A3  A4.  Le  plan  A1A2A3,  mené 
par/74,  coupe /?i,  p^,  pz  en  trois  points  d'une  même  droite;  autrement 
dit,  les  droites />i, />2, /'s  rencontrent  A2A3,  A3A1,  A1A2  en  trois  points 
qui  sont  en  ligne  droite.  Une  semblable  condition  doit  être  remplie  par 
trois  faces  du  tétraèdre. 

Applications. 

14.  1°  Les  droites  qui  joignent  les  sommets  d'un  tétraèdre  aux 
centres  des  cercles  inscrits  aux  faces  opposées  sont  hyperboloïdiques. 
{Exercice  575,  p.  5i3.) 

'i°  Soit  B1B2B3B4  le  tétraèdre  formé  par  les  plans  tangents  menés 
par  les  sommets  du  tétraèdre  Ai  A2  A3  A4  à  la  sphère  circonscrite,  et 
soient  Kl,  K2,  K3,  K4  les  centres  des  symédianes  des  faces  de  Ai  A2  A3  A4. 

Si  le  plan  A1A2A3  coupe  les  droites  B4B1,  B4B2,  B4B3  aux  points  C], 
G2,  C3,  les  côtés  du  triangle  G1C2C3  touchent  en  Ai,  A2,  A3  la  circonfé- 
rence circonscrite  au  triangle  A1A2A3;  donc  les  plans  B4B1A1,  B4B2A2, 
B4B3A3  se  coupent  suivant  la  droite  joignant  B4  au  centre  des  symé- 
dianes de  A1A2A3.  Par  conséquent,  les  droites  AiBi,  A2B2,  A3B3;  A4B4 
sont  des  génératrices  d'un  même  mode^  et  les  droites  BiKi,  B2K2,  B3K3, 
B4K4  sont  des  génératrices  de  l'autre  mode  d'un  hyperboloïde, 

3°  Le  plan  B1B2B3  rencontre  les  côtés  du  triangle  A1A2A3  en  trois 
points  Di,  D2,  D3  qui  sont  les  conjugués  harmoniques,  par  rapport  à  ces 
côtés,  des  points  où  aboutissent  les  symédianes  A4K1,  A4K2,  A4K3;  on 
conclut  de  là  que  les  plans  A4A1K1,  A4A2K2,  A4A3K3  se  coupent  sui- 
vant une  même  droite.  Par  suite,  les  droites  AïKi,  A2K2,  A3K3,  A4K4 
sont  hyperboloïdiques . 

4*"  Appelons  <^i,  ^2,  ^3?  <^i  les  intersections  des  faces  homologues  des 
tétraèdres  Al  A2  A3  A4,  B1B2B3B4.  Le  plan  B4B2B3  rencontre  le  plan  Al  A2  A3 
suivant  une  droite  G2C3  qui  touche  en  Ci  le  cercle  A1A2A3.  Le  point 


GÉOMÉTRIE  DU  TÉTRAÈDRE.  6o5 

d'intersection  Ei  de  C2G3,  A2A3  appartient  à  la  ligne  di\  mais  les  trois 
points  analogues,  situés  sur  les  côtés  du  triangle  A1A2A3,  sont  sur  la 
polaire  de  K^  par  rapport  à  A1A2A3.  Donc  les  plans  homologues  des 
tétraèdres  Ai  A2  A3  A4,  B1B2B3B4  se  coupent  suivant  quatre  lignes  hyper- 
holoïdiques. 

THÉORÈME. 

15.  Si  les  droites  joignant  les  sommets  homologues  de  deux  tétraèdres 
AjA2A3x44,  E1E2E3E4  sont  hjperboloïdiques ,  les  lignes  d* intersection 
des  faces  correspondantes  jouissent  de  la  même  propriété. 

Soient  Fi,  F2,  F3  les  points  de  rencontre  du  plan  A1A2A3  avec  les 
droites  E4E1,  E4E2,  E4E3.  Par  hypothèse,  les  plans  E4E1A1,  E4E2A2, 
E4E3A3  passent  par  une  même  droite;  donc  les  droites  EiAi,  E2A2, 
Es  A3  concourent  en  un  même  point.  Les  côtés  homologues  des  triangles 
E1E2E3,  AiA2A3se  coupent  donc  en  trois  points  Gi,  G2,  G3  d'une  même 
droite.  Or,  ces  points  appartiennent,  respectivement,  aux  droites  d'in- 
tersection des  plans  B4B2B3  et  A4A2A3,  B4B3B1  et  A4A3A1,  B4B1B2  et 
A4A1A2;  donc  la  droite  G1G2G3  s'appuie  sur  les  quatre  lignes  suivant 
lesquelles  se  coupent  les  faces  homologues  des  deux  tétraèdres  A1A2  A3  A4, 
B1B2B3B4. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  également  vraie. 

THÉORÈME. 

i'o.  Soient  (Pj,  Qi),  (P2,  Q2),  (P3,  Q3),  (P4,  Q4)  quatre  couples  de 
points  inverses  par  rapport  aux  triangles  des  faces  du  tétraèdre 
Al  A  2  A3  A4.  Si  les  droites  kl?  i^k^V-i,  A3P3,  A4P4  sont  hjperboloïdiques  j 
les  droites  AiQi,  A2Q2,  A3Q3,  A4Q4  le  sont  également. 

En  effet,  prenons  sur  A4  Ai,  A4A2,  A4  A3  trois  longueurs  égales 
A4Ni==  A4N2  =  A4N3;  les  droites  A4P1  et  A4Q1,  A4P2  et  A4Q2,  A4P3 
et  A4Q3  coupent,  respectivement,  les  côtés  du  triangle  NiN2N3  en  des 
couples  de  points  isotomiques.  Par  hypothèse,  les  plans  A4  Ai  Pi,  A4  A2  P2, 
A4A3P3  se  coupent  suivant  une  même  droite,  ou  leurs  traces  sur  le  plan 
N1N2N3  concourent  en  un  même  point;  on  déduit  de  là  que  les  traces 
des  plans  A4A1Q1,  A4A2Q2,  A4A3Q3  sont  également  concourantes,  ou 
que  ces  plans  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

SPHÈRES   TANGENTES  AUX   QUATRE   FACES  d'uN   TÉTRAÈDRE. 

17.  M.  Hermary  a  fait  connaître  dans  le  Bulletin  de  la  Société  ma- 
thématique de  France,  t.  Vil,  p.  i38,  une  solution  remarquable  du  pro- 
blème de  construire  une  sphère  touchant  les  quatre  faces  (indéfinies) 
d'un  tétraèdre  Ai  A2  A3  A4.  Cette  solution  va  nous  donner  un  complément 
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de  la  discussion  établie  au  n''  963  et  quelques  propriétés  des  points  de 
contact  des  faces  du  tétraèdre  avec  les  différentes  sphères  résolvant  le 
problème. 

Désignons  par  [Xi,  (jl2,  ^^3  les  plans  bissecteurs  intérieurs  des  dièdres 
(.^4,  ^1),  (^4;,  .^2)5  (^^4,  -^a)?  et  par  vi,  vg,  V3  leurs  plans  bissecteurs  exté- 
rieurs. Il  peut  y  avoir  huit  sphères  touchant  les  faces  du  tétraèdre  ; 
leurs  centres,  indiqués  par  les  lettres  I,  J,  J'  sont  les  intersections  des 
plans  suivants  : 

I      ...    (J.1,    |J.2,    1^3;       J4.  .  .    Vi,   V2,     V3; 

Jl  .  .  .    Vi,     1^2,    \lz\       J2  ..  .    H'i,    V2,     p-s;       J3.  .  .     I-tl,    1^2-    '^i'- 

J'i  •  •  •    H-15   '"'2;     '^3  ;        J2  •  •  •    '''I5    [^2j   V3  ;        J3  .  .  .    Vi,     V2,     p.3  • 

leurs  points  de  contact  avec  le  plan  A1A2A3  seront  dénotés  par  I4,  J44, 

Ji4j    .  .  .,  J    14,    .  .  •  • 

Considérons  {fig,  2)  l'une  quelconque  de  ces  sphères.  Rabattons  les 

Fie:.  2. 


plans  ^1,  5"2,  ^3  autour  des  arêtes  «1,  «2,  <^3  sur  le  plan  ^4  dans  des 
sens  tels,  qu'ils  écrasent  la  sphère;  leurs  points  de  contact  viennent 
coïncider  avec  le  point  de  contact  du  plan  ^4  et,  comme  ils  étaient  à  égale 
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distance  de  A4,  le  point  de  contact  de  ^4  sera  le  centre  de  la  circonfé- 
rence passant  par  les  trois  rabattements  de  A4  sur  le  plan  A1A2A3. 

D'après  cela,  nous  décrivons  dans  le  plan  Ai  A2  A3  trois  circonférences 
ayant  pour  centres  les  points  Ai,  A2,  A3  et  pour  rayons  les  distances 
Al  A4,  A2A4,  A3  A4.  Soient  Di  et  Di,  D2  et  Dg,  D3  et  D3  les  intersections 
de  ces  courbes  deux  à  deux;  ce  sont  les  différents  rabattements  pos- 
sibles du  sommet  A4  autour  des  arêtes  ^1,  a^^  a^.  Si  Di,  D2,  D3  sont 
situés  du  même  côté  de  ces  arêtes  que  les  sommets  opposés  Ai,  A2, 
A3,  les  points  de  contact  du  plan  A1A2A3  avec  les  sphères  cherchées 
senties  centres  des  circonférences  passant  par  les  points  suivants  : 

\ Di,  D2,  D3;   J44....  d;,  d;,,d'3; 

Ju-...   D;,  D2,  D3;     J24....  Di,  D'2,  D3;     J34...  Di,D2,D'3; 

j;4...  Di,  D'2,  D3;   j;4...  d;,D2,  D'3;   j'34...  d;,d'2,  D3. 

Les  droites  DiDi,  D2D2,  D3D3  concourent  en  un  même  point  IÏ4,  qui 
est  la  projection  de  A4  sur  le  plan  A1A2A3.  Comme 

H4D1.H4D;  =  H4D2.H4D;  =  H4D3.H4D'3, 

les  circonférences  D1D2D3,  D^  D2D3  sont  des  lignes  inverses  par  rapport 
au  point  H4,  et  leurs  centres  I4,  J44  sont  en  ligne  droite  avec  H4;  cette 
dernière  propriété  résulte  aussi  de  ce  que  les  plans  bissecteurs  des 
dièdres  A4  Ai,  A4A2,  A4  A3  du  tétraèdre  se  coupent  suivant  une  même 
droite  passant  par  A4,  I,  J4.  Les  points  I4,  J44  sont  des  points  inverses 
par  rapport  au  triangle  Ai  A2  A3;  car  les  lignes  Ai I4,  Ai  J44,  par  exemple, 
sont  perpendiculaires  aux  lignes  D2D3,  D2D3  qui,  étant  antiparallèles 
par  rapport  aux  droites  D2D2,  D3D3,  le  sont  aussi  par  rapport  à  Ai  A3, 
A1A2.  Cette  proposition  peut  se  démontrer  directement;  en  effet,  si  X, 
y,  Z,  X',  Y',  Z'  sont  les  projections  de  I4,  J44  sur  A2  A3,  A3  Ai,  A1A2,  les 
triangles  II4X  et  X'J44  J4,  . . .  sont  semblables,  d'où  les  égalités 

I4X.J44X'=::I4Y.J44Y'-I4Z.J44Z'-:II4.J4J44, 

de  sorte  que  les  coordonnées  normales  de  J44  sont  inversement  propor- 
tionnelles à  celles  de  T4. 

Ainsi,  les  points  II,  et  J44,  Ju  et  }\^,  J24  et  J24,  J34  et  J34  sont  des 
points  inverses  par  rapport  au  triangle  A1A2A3;  ils  sont  situés  sur 
quatre  droites  passant  par  H4. 

18.  Les  triples  de  points  D1D2D3,  D;d;D'3,  D^  D2D3,  DiD'2D3,  DiD2D'3 
sont  toujours  les  sommets  de  triangles  proprement  dits;  par  conséquent, 
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les  points  I4,  Ju?  Ju,  J24,  J34  sont  à  distance  finie;  la  sphère  inscrite  et 
les  sphères  exinscrites  existent  toujours. 

Si  les  points  Dj,  Dg,  D3  sont  situés  en  ligne  droite  {fg.  3),  le  point  J3  4 
se  transporte  à  l'infini  dans  la  direction  perpendiculaire  à  J)\  D^,  et  nous 
dirons  que  la  sphère  J3  disparait  à  l'infini.  La  circonférence  D1D-2D3 
passe  maintenant  par  H4  et  son  centre  J3  est  situé  sur  la  circonférence 
circonscrite  au  triangle  A1A2A3,  à  l'intersection  avec  la  perpendiculaire 

Fig.  3. 


abaissée  de  H4  sur  Di  D2.  Le  triangle  D1D2D3  est  symétriquement  sem- 
blable à  A1A2A3.  Le  quadrilatère  inscrit  D1D2D3H4  donne 

DiD2.H4D'3-DiD'3.H4D2-f-D2D'3.H4Di 

ou,  en  remplaçant  les  côtés  de  D1D2D3  par  ceux  de  A1A2A3, 

Al A2(C3D3 -f- C3H4)  =  Al  A3(C2D2  -  G2H4)-r- A. A3(Ci Di  -  Cl  H4), 

(J'où  l'on  tire  aisément 

Telle  est  la  condition  pour  que  la  sphère  J3  disparaisse.  On  peut  lui 
donner  d'autres  formes.  En  effet,  les  angles  D3D3D2,  DgDaDi  doivent 
être  supplémentaires;  mais,  dans  les  deux  circonférences  ayant  pour 
centres  Ai,  A2,  ces  angles  inscrits  et  les  angles  aux  centres  D2A1D3, 
D3  A2Di  sous-tendent  des  arcs  ayant  les  mêmes  extrémités.  On  conclut 
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de  là  que  la  somme  des  angles  plans  composant  les  trièdres  k\^  k^du  té- 
traèdreégale  quatredroits,  ou  que,dans/e  quadrilatère  gauche  ki  A3  A2  A4, 
la  somme  de  deux  dngles  opposés  égale  celle  des  autres  angles  opposés. 
Observons  également  que  le  triangle  DgDi  D3  est  semblable  à  A1A2A4; 
l'angle  DjDgDi,  par  exemple,  étant  égal  à  la  moitié  de  l'angle  au  centre 
D3A1D3  qui,  dans  la  circonférence  D3D2D3,  sous-tend  le  même  arc. 

La  combinaison  D\  Dg  D3  conduit  à  une  sphère  inscrite  dans  le  comble 
Al  A2  ou  dans  le  comble  A3  A4,  suivant  que  la  droite  \)\  D2  passe  ou  non 

.      Fig.  4. 


entre  les  points  D3,  D3.  La  somme  des  angles  D^DsDg,  D3D3D;  est, 
respectivement,  supérieure  ou  inférieure  à  deux  angles  droits  et,  dans  le 
quadrilatère  gauche  Ai  A3  A2  A4,  la  somme  des  angles  opposés  à  la  dia- 
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gonale  A1A2  est,  respectivement,  inférieure  ou  supérieure  à  celle  des 
angles  opposés  à  la  diagonale  A3  A4. 

19.  Les  deux  sphères  Jg,  J3  disparaissent  à  l'infini,  lorsque  les  points 
Di,  D2,  D3  sont  en  ligne  droite,  ainsi  que  Dj,  D2,  D3.  Les  deux  circonfé- 
rences D1D2D3,  D1D2D3  (./%•.  4)  passent  maintenant  par  H4;  les  points  J24, 
J34  sont  situés  à  l'intersection  de  la  circonférence  A1A2A3  avec  les  per- 
pendiculaires abaissées  de  H4  sur  les  droites  DjDg,  Di  D2,  et  la  droite 
qui  les  joint  est  perpendiculaire  au  milieu  de  H4D1  et,  par  suite,  paral- 
lèle à  A2A3. 

Les  deux  triangles  D1D2D3,  D1D2D3  sont  symétriquement  semblables 
à  A1A2A3.  Le  triangle  D^DgDg  est  équiangle  à  chacune  des  faces 
A2A1A4,  A3  A4  Ai;  donc  celles-ci  sont  égales  entre  elles,  et 

Al  A2  =  A3A4,        A1A3  =  A2A4. 

Ainsi,  deux  spJières  inscrites  dans  les  combles  disparaissent,  lorsque  le 
tétraèdre  a  deux  couples  d'arêtes  opposées  égales. 

Le  paraliélipipède  circonscrit  au  tétraèdre  Ai  A2  A3  A4  est  droit  et  a 
pour  base  un  parallélogramme  obliquangle  (p.  oaS,  exercice  660).  Parmi 
les  trois  droites  joignant  les  milieux  des  arêtes  opposées  du  tétraèdre 
(ces  droites  sont  appelées  médianes  du  tétraèdre),  l'une  est  perpendi- 
culaire sur  les  deux  autres. 

Fig.  5. 


20.  Les  trois  sphères  Ji,  Ji,  J3  disparaissent  si  les  trois  triples 
D;  D;  D3,  DiD^D's,  D;  DzD's  sont  sur  trois  droites  {fig.  5).  Alors  les  arêtes 
opposées  A2A3  et  Ai  A4,  A3  Ai  et  A2A4,  Ai  A2  et  A3  A4  sont  égales,  et  les 
quatre  faces  du  tétraèdre  sont  égales  entre  elles.  Les  points  Ai,  A2,  A3 
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sont  les  milieux  des  côtés  du  triangle  D^D^Dg;  les  points  Di,  D2,  D3 
sont  les  pieds  des  hauteurs  du  même  triangle.  Les  points  Ju,  J24,  hk 
sont  les  milieux  des  segments  D'jHi,  D^Hi,  D'gHi  compris  entre  les 
sommets  du  triangle  D;  D;  D3  et  son  orthocentre  H4  ;  I4  est  le  centre  du 
cercle  A1A2A3,  J44  est  l'orthocentre  du  triangle  A1A2A3. 

Le  tétraèdre  particulier  que  nous  venons  de  considérer  a  reçu  le  nom 
de  tétraèdre  équifaclal.  Le  parallélipipède  circonscrit  est  rectangle; 
les  trois  médianes  sont  perpendiculaires  deux  à  deux  'et  leur  point  de 
concours  est  à  la  fois  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre,  le  centre  de  la 
sphère  circonscrite  et  celui  de  la  sphère  inscrite.  D'après  ce  que  l'on  a 
vu  plus  haut,  les  points  de  contact  de  la  sphère  inscrite  avec  les  faces 
sont  les  centres  des  cercles  circonscrits  à  ces  faces;  les  points  de  contact 
intérieurs  des  sphères  exinscrites  sont  les  orthocentres  des  faces  ;  enfin, 
les  points  de  contact  extérieurs  des  sphères  exinscrites  sont  situés  sur  la 
sphère  circonscrite  au  tétraèdre.  Les  centres  des  sphères  exinscrites  sont 
les  symétriques  des  sommets  du  tétraèdre  par  rapport  au  centre  de  la 
sphère  inscrite;  ce  sont  donc  des  sommets  da  parallélépipède  circonscrit 
au  tétraèdre. 

21.  La  proposition  (N.,  14,  2°)  peut  être  énoncée  ainsi  : 
Si  une  sphère  touche  les  faces  d'un  tétraèdre  Ai  A2  A3  A4  aux  points  Pi, 
P2,  P3,  P4,  lef^  droites k^Vu  A2P2,  A3P3,  A4P4  sont  des  génératrices  d'un 
même  mode^  d'un  hyperholoïde  ;  les  droites  qui  joignent  les  points  Pi,  P2, 
P3,  P4  aux  centres  des  sy  médian  es  des  triangles  P2P3P4J  P3P4P1,  P4P1P2, 
P1P2P3  '^ont  des  génératrices  du  second  mode  de  la  même  surface. 

De  ce  théorème  et  des  n^'  (N.,  16  et  17),  on  déduit  que  les  droites  Ai  Ju, 
A2J22?  A3J33,  ki^^^j^^  joignant  les  sommets  d'un  tétraèdre  kiktk^kj^aux 
points  de  contact  des  faces  opposées  avec  les  sphères  exinscrites  corres- 
pondantes, forment  un  quadruple  hyperholoïdique.  Les  droites  AiJn, 


SUR   LES   HAUTEURS   D  UN   TETRAEDRE. 

22.  Nous  désignons  {fig.  6)  par  Hi,  H2,  H3,  H4  les  projections  des 
sommets  du  tétraèdre  Ai  A2  A3  A4  sur  les  faces  opposées. 

Si  deux  hauteurs  AiHi,  A2H2  se  coupent  en  un  point  H,  les  arêtes 
A1A2,  A3  A4  sont  perpendiculaires,  et  les  hauteurs  A3H3,  A4H4  se  cou- 
pent également  en  un  point  H';  les  points  H,  IL  sont  situés  sur  la  plm 
courte  distance  JMN  des  arêtes  Ai  A2,  A3  A4. 

En  effet,  leplan  Ai  A2 H  est  perpendiculaire  auxplansA2A3A4,  A1A3A4 
et,  par  suite,  à  leur  intersection  A3  A4  (558,  561);  donc  A1A2,  A3A4  sont 
rectangulaires.  Réciproquement,  si  ces  arêtes  font  un  angle  droit,  on 
peut  mener  par  A1A2  un  plan  a  perpendiculaire  à  A3A4,  et  ce  plan  con- 
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tient  nécessairement  les  hauteurs  Ai  Ht,  A2H2  (521);  de  même,  le  plaji 
Qf!  mené  par  A3  A4,  perpendiculairement  à  Ai  A2  contient  les  droites  A3H3, 
A4 114.  Les  plans  a,  a'  se  coupent  suivant  une  droite  MN,  qui  est  la  per- 

Fis.  6. 
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pendiculaire  commune  à  A1A2,  A3  A4;  cette  droite  est  une  hauteur  de 
chacun  des  triangles  A1A2M,  A3A4N. 
On  trouve  facilement  les  e2:alités 


d'où 


A4M"—  A3M'=  A4A"2  —  A3A2' =  A4A1  —  A3  Al", 


Soient  .Ti,  ^^2,  ^z-,  '^4  les  coordonnées  normales  d'un  point  quelconque 
P  de  la  hauteur  A4H4;  on  a 


d'où 


^1  ==  A4P  cosoci,     .^2  =  A4P  C0Sa2,     .x'3  =  A4P  COSas, 


x^ 


cosai        C0Sa2        cosaj 
De  même,  pour  les  coordonnées  de  tout  point  de  A3H3, 

.r,  .^2  ^4 


cosa.3        cosa4 


C0sa3 
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*  H     Mi,  ont  m  point  commun  H',  on  a,  nécessai- 
Si  les  hauteurs  A^H^,  A3H3  oni  uu  1 

'^•'™®"''  cosa,cosa,=  cosa.cosa5. 

.,  j:     r^\  mip  les  trois  hauteurs  AiHj,  A2H2, 
23.  Supposons  maintenan  (A- 7)  q-el^^^'  ,,   q,i  pré- 

A,H3  concourent  en  un  même  pomt  H.  Alors, 

Fig.  7- 


sont  perpendiculaires,  et 

^2  ^  a|  =  a\  -^  ci\  =  a^  -4-  ai, 
COSaiCOSa,=-COSa,cosa,=  COSa3COSae; 
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arêtes  et  les  pieds  des  plus  courtes  distances  des  arêtes  opposées  sont 
douze  points  cVune  même  sphère,  ayant  pour  centre  le  centre  de  gra- 
vité G  du  tétraèdre  (première  sphère  de  douze  points). 

Car,  les  milieux  de  deux  couples  d'arêtes  opposées  étant  les  sommets 
d'un  rectangle,  les  trois  médianes  du  tétraèdre  sont  égales,  et  G  est  le 
centre  d'une  sphère  passant  par  les  milieux  des  six  arêtes.  Cette  sphère 
passe,  évidemment,  par  les  circonférences  des  neuf  points  des  faces  du 
tétraèdre;  donc  elle  contient  les  pieds  des  hauteurs  de  ces  faces,  et  son 
centre  est  au  milieu  de  la  distance  comprise  entre  l'orthocentre  H  du 
tétraèdre  et  le  centre  0  de  la  sphère  circonscrite  (i). 

25.  Dans  tout  tétraèdre  orthocentrique  Ai  A2  A3  A4,  les  centres  de 
gravité  des  faces,  leurs  orthocentres  et  les  points  qui  divisent  dans  le 
rapport  1  :  i  les  segments  des  hauteurs  du  te'traèdre  compris  entre  les 
sommets  et  leur  point  de  concours  H,  sont  douze  points  d'une  même 
spJière,  dont  le  centre  0'  divise  la  distance  HO  dans  le  rapport  i  :  2 
(seconde  sphère  de  douze  points). 

En  effet,  les  centres  de  gravité  Gi,  G2,  G3,  Gi  des  faces  du  tétraèdre 
sont  les  sommets  d'un  tétraèdre  homothétique  à  Ai  A2  A3  A4  par  rapport 
à  G;  les  hauteurs  de  ce  nouveau  tétraèdre  concourent  donc  en  un  même 
point  H'  de  la  droite  HG,  et  l'on  a  HG  :=  3GH';  le  centre  0'  de  la  sphère 
G1G2G3G4  divise  la  distance  HO  dans  le  rapport  3  :  i.  Comme  on  a 
HiGi=  SGiOi  et,  par  suite,  HH'=  3H'0,  on  voit  aisément  que 

HO'=0'H'==H'0. 
Donc  O'est  à  la  rencontre  des  perpendiculaires  élevées  sur  les  faces  du 
tétraèdre  par  les  milieux  des  segments  HiGi,  H2G2,  ...;  par  consé- 
quent, la  sphère  0'  passe  également  par  les  points  Hi,  H2,  Enfin, 

la  droite  G/cO'  coupe  A/,  H  en  un  point  La-  appartenant  à  la  sphère  0'  et 
tel,  que  L/,H  =  H'G^^  =  ^A/JI. 

Remarque.  —  Les  points  H,  H'  sont  des  points  inverses  par  rapport 
au  tétraèdre  A1A2A3A4.  Les  droites  Ai  H',  A2H',  A3  H',  A4  H'  sont  per- 
pendiculaires aux  faces  de  tétraèdre  H1H2H3H4. 

26.  Un  tétraèdre  orthocentrique  Ai  A2  A3  A4  est  autopolaire  par  rapport 
à  une  sphère  ayant  pour  centre  l'orthocentre  du  tétraèdre. 

Car,  H  étant  l'orthocentre  des  triangles  A1A2M,  . . .,  on  a 

HAi .  HHi  -  HA2 .  HH2  =  HA3 .  HH3  =  HA4 .  HH4  ; 

donc  chaque  sommet  est  le  pôle  de  la  face  opposée  par  rapport  à  la 

sphère  décrite  du  centre  H  avec  le  rayon  v/HAi.HHi.  Toutefois,  pour 

que  cette  sphère  soit  réelle,  H  doit  tomber  à  l'extérieur  du  tétraèdre, 

(')  Comparer  ce  qui  précède  avec  les  Exercices  639,  640,  641,  1029,  1025 
(p.  520,  521,  559). 
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ce  qui  exige  que  l'un  des  angles  solides  du  tétraèdre  soit  composé  de 
trois  angles  plans  obtus. 

Remarque. 

Les  sphères  circonscrites  aux  tétraèdres  Ai  A2  A3  A4  et  HiHsHsHi,  la 
première  sphère  de  douze  points  de  Ai  A2  A3  A4  et  la  sphère  conjuguée 
ont  pour  plan  radical  commun  le  plan  d'homologie  des  tétraèdres 
A1A2A3A4,  H1H2H3H4. 

11.  Les  points  Al,  A2,  A3,  A4,  H  sont  les  sommets  d' un  pentagone  ortho- 
centrique:  la  droite  qui  joint  deux  quelconques  de  ces  points  est  perpendi- 
culaire au  plan  passant  par  les  trois  autres  points  ;  chacun  de  ces  points  est 
l'orthocentre  du  tétraèdre  ayant  pour  sommets  les  quatre  autres  points. 

Pour  construire  un  tétraèdre  orthocentrique,  on  peut  prendre  arbi- 
trairement les  sommets  Al,  A2,  A3:  le  quatrième  sommet  A4  est  un  point 
quelconque  de  la  perpendiculaire  menée  sur  le  plan  du  triangle  Ai  A2A3 
par  son  orthocentre.  On  peut  également  se  donner  à  volonté  un  trièdre 
A4A1A2A3;  les  plans  menés  par  les  arêtes  du  trièdre  perpendiculaire- 
ment sur  les  faces  opposées  {plans -hauteurs)^  se  coupent  suivant  une 
même  droite  A4X,  et  un  plan  perpendiculaire  à  A4X  forme  avec  le  trièdre 
donné  un  tétraèdre  orthocentrique. 

Les  arêtes  d'un  trièdre  et  l'intersection  de  ses  plans-hauteurs  consti- 
tuent un  quadraréte  orthique  :  chacune  de  ces  droites  est  l'intersection 
des  plans-hauteurs  du  trièdre  ayant  pour  arêtes  les  trois  autres.  Un  plan 
perpendiculaire  à  l'une  des  droites  coupe  les  quatre  lignes  aux  sommets 
d'un  quadrangle  orthique,  c'est-à-dire  en  quatre  points  dont  chacun  est 
l'orthocentre  du  triangle  des  trois  autres  sommets. 

Les  hauteurs  d'un  tétraèdre  orthocentrique  forment  un  quadraréte 
orthique. 

28.  On  sait  que  toute  conique  passant  par  les  sommets  d'un  triangle  et 
par  son  orthocentre  est  une  hyperbole  équilatère.  (^xemceio67,  p.  563.) 

Un  cône  du  second  ordre,  circonscrit  à  un  quadraréte  orthique  S  A  Ai  A2  A3 
jouit  également  de  propriétés  particulières  :  il  est  capable  d'une  infinité 
de  trièdres  trirectangles ^  et  d'une  infinité  de  quadr arêtes  orthiques. 

En  effet,  un  plan  a  perpendiculaire  à  la  droite  SA  coupe  le  cône  sui- 
vant une  conique  K,  et  les  droites  SA,  SAi,  SA2,  SA3  en  des  points  que 
nous  indiquons  par  A,  Ai,  A2,  A3.  Comme  A  est  l'orthocentre  du 
triangle  A1A2A3,  K  est  une  hyperbole  équilatère. 

Prenons  sur  K  un  point  quelconque  Bi,  et  menons  par  S  un  plan  per- 
pendiculaire à  la  droite  SBi  ;  si  B2,  B3  sont  les  points  de  rencontre  de  ce 
plan  avec  K,  A  est  l'orthocentre  du  triangle  B1B2B3,  car  ce  triangle  est 
inscrit  à  l'hyperbole  équilatère  et  la  droite  BiA  est  perpendiculaire 
à  B2B3.  Soient  Ci,  C2,  C3  les  points  où  les  droites  BiA,  B2A,  B3A 


\  ^  ■ 
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coupentBoBsjBa Bi, BiB.. On  a  ABi .  Ad  =:  AB-i . AG.  ==  AB:i.  AC3  et, comme 

sa"  ==  —  ABi .  ACi,  on  a  aussi  SA"  ==  —  AB. .  AC.  =^  —  AB3 .  AC.,,  d'où  l'on 
conclut  que  les  angles  B2SC2,  BsSG;}  sont  droits  et  que  le  trièdreSBiB2B3 
est  tri  rectangle. 

Réciproquement,  tout  cône  du  second  ordre  circonscrit  à  un  trièdre 
trirectangle  SB1B2B3  jouit  de  la  propriété  que  les  plans-hauteurs  de 
tout  trièdre  inscrit  SAA1A2  se  coupent  sur  le  cône.  Car,  si  un  plan  a 
perpendiculaire  à  SA  coupe  les  arêtes  des  deux  trièdres  en  Bi,  B2,  B3, 
A,  Al,  A2  et  le  cône  suivant  la  conique  K,  le  point  A  est,  d'après  un 
théorème  connu,  Forthocentre  du  triangle  B1B2B3;  il  en  résulte  que  K 
est  une  hyperbole  équilatère.  Soit  A3  le  point  où  la  perpendiculaire 
menée  de  A  sur  Ai  A2  coupe  l'hyperbole  ;  A  est  Forthocentre  du  triangle 
A1A2A3  et,  par  suite,  SA  est  l'intersection  des  plans-hauteurs  du 
trièdre  SA1A2A3,  et  SA3  celle  des  plans-hauteurs  du  trièdre  SAA1A2. 

Le  cône  que  nous  venons  de  rencontrer  est  dit  cône  équilatère;  comme 
une  génératrice  quelconque  SBi  est  une  arête  d'un  trièdre  trirectangle 
inscrit  SB1B2B3,  un  plan  perpendiculaire  à  SBi  coupe  le  cône  suivant 
une  hyperbole  équihtère  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  à  SB2,  SB3. 

29.  Les  hauteurs  d'un  tétraèdre  quelconque  Ai  A2  A3  A4  sont  des  géné- 
ratrices d'un  hjperholoïde  équilatère,  dont  le  centre  w  est  symétrique  du 
centre  0  de  la  sphère  circonscrite  par  rapport  au  centre  de  gravité  G, 

Soient  AiHi,  . . .,  les  hauteurs  du  tétraèdre  Ai  A2  A3  A4,  et  /^i,  . . .,  les 
orthocentres  des  faces.  Les  plans  H1A1//4,  H2A2//4,  H3A3//4  sont  per- 
pendiculaires au  plan  Ai  A2  A3,  car  ils  contiennent,  chacun,  deux  per- 
pendiculaires à  un  même  côté  de  triangle  A1A2A3.  Il  résulte  de  là  que 
la  perpendiculaii^e  Ih^x  menée  par  Ji,^  sur  le  plan  A1A2A3  rencontre  les 
quatre  hauteurs  du  tétraèdre.  On  peut  de  même  trouver  trois  autres 
droites  s'appuyant  sur  AjHi,  A2H2,  A3H3,  A4H4.  Les  hauteurs  sont 
donc  des  génératrices  d'un  même  hyperboloïde. 

Cette  surface  est  coupée  par  le  plan  A1A2A3  suivant  une  hyperbole 
équilatère  K,  car  les  points  Ai,  A2,  A3,  h,_,  appartiennent  à  la  courbe  d'in- 
tersection. Or,  trois  génératrices  du  cône  asymptote  sont  parallèles  aux 
asymptotes  de  l'hyperbole  K  et  à  AiHi;  ce  cône  est  donc  équilatère. 

Le  centre  w  de  F  hyperboloïde  est  équidistant  des  génératrices  paral- 
lèles A4H4,  h'^x.  Celles-ci  étant  contenues  dans  les  plans  menés  par  les 
points  A4,  Al  perpendiculairement  à  A2A3,  w  est  situé  dans  le  plan 
mené  par  le  milieu  de  A4  Ai  perpendiculairement  à  A2  A3,  plan  qui  est 
symétrique,  par  rapport  à  G,  du  plan  perpendiculaire  au^milieu  de  A2  A3. 
On  en  conclut  que  œ  et  0  sont  symétriques  par  rapport  à  G. 

FIN   DE   LA   SECONDE    PARTIE. 
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